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PS (Peep Show): En hjeelpepakke til 3-dimensional geometri

Hvis man vil arbejde med animationer i 3d er det vigtigt at have Dokumentvarktejslinje
radighed over 3d-kommandoer til at tegne simple figurer i
rummet. Den fglgende note forudszetter derfor at man har

=2 Matematikskabeloner

|
gemt filen ps i mappen MitBibl eller MyLib (afhangig af hvor- - |
dan programmet blev installeret oprindeligt). Du finder disse Katalog |
mapper i TI-Nspire mappen under Dokumenter. Nar mappen er = Matematiske operatorer |
installeret far du adgang til bibliotekskommandoerne via do- [+ Enheder og naturkonstanter |
kumentveerktgjslinjen. Hver kommando er bygget op efter fgl- (I Biblioteker |
ende skabelon: [ Opdater biblioteker
& ’ ps Py -
menu_navn_argumenter(...)
c_angleb_3p
Den fgrste kommando ¢_bisector_pq
d0_point_cr
d0_pointcube_cr
c_angleb2f_4p(A,B,C,D ) i
dl_are_3p
stammer sdledes fra konstruktionsmenuen (constructions), den jl_a_m?wg
har navnet angleb2f, dvs. den konstruerer en vinkelhalverings- d'l_:::l:_c::q
plan mellem 2 flader (2 faces): Angle Bisector 2 Faces. De to d1_circle_ovr
flader er fastlagt ved fire punkter A, B, C og D. :1—{:::—:3 =
d1:qua_d_4p
Til hver af kommandoerne er der en kort hjelpetekst, der angi- :1_@!’_9‘4
_ray_pv

ver syntaksen, fx d1_regpoly_3pn

d1_regpoly_cpgn

c_angle2f 4p(A,B,C,D):Bisect ABC,ABD d1_segment_pq

d1_segment_pv
Skal vi konstruere vinkelhalveringsplanen mellem to flader skal d1_triangle_3p
vi altsa angive fire punkter A, B, C og D, hvor de to fgrste punk- :1—““:‘"—9‘”
ter A og B fastleegger den faelles kant og de to sidste punkter C dC:;::ar;]p_:q

og D fastlaegger de to sideflader ud fra kanten. d2_aprism_cvpn

d2_cone_pva
. A d2_conetip_pvs
Leeg meerke til at der er flere kommandoer til at konstruere d2_cylinder_pvr

vinkelhalveringsplanen d2_disc_3p
d2_disc_cpyg
C_Angleb2f 4p (Angle Bisector between two faces) :i-::;-n”:'%
C_Angleb_3p  (Angle Bisector between three points) d2_hplane_pvw
d2_hypar_4p
afhaengigt af om man vil finde vinklen mellem 2 flader eller tre d2_lune_cvwa <
punkter (med det midterste punkt som toppunkt). | de fleste 14" Guider i

tilfzelde antyder den afsluttende kode derfor, hvilke argumen- [\ngleBisector2i(A.B.C.D):Bisect ABC. ABD

ter man skal bruge til kommandoen. Men man kan i tvivlstilfeel-
de som vist altid sla syntaksen op.

Du kan ogsa finde en kortfattet emneopdelt oversigt over alle kommandoerne i et lille haefte

A manual for the Peep Show

Der er fire typer af kommandoer: Figurer, Malinger, Transformationer, Konstruktioner og Navneetiket-
ter. Hver af dem svarer til menuerne i et egentligt 3-dimensionalt tegneprogram. Det er ikke alle typer
figurer, der egner sig til at tegne ud fra parameterfremstillinger, men det er forblgffende mange, der ggr
det. Den fglgende tabel viser en oversigt over alle de tilgeengelige kommandoer i PS:



DO D1 D2 D3 C L T M
Points Lines & Planes & | Polyhedra | Construc- Labels Transfor- | Measure-
curves surfaces tions mations ments
Point Segment Plane XYZBox Bisector Label Translat. | Distance
Ray HalfPlane | Parallelep. | Angle Bis. | RibbonLab. | Reflect. Angle
Line Sector Box Rotation Area
Vector Triangle | Tetrahed. Symmetry | Volume
XYZPath Parallel. | Octahed. Halfturn | Coordin.
Arc Quadr. Reg. Tetra Dilation Equation
Circle Reg. Poly. Cube Inversion
Triangle Disc Reg Octa
Quadr. Sphere
Reg. Poly. Lune

Hypar

Pyramid

Prism

AntiPrism

Cone

Cylinder

Torus

TorusArc

Eksempel 1: Udfoldning af en terning
Men lad os nu prgve at ga i gang med et simpelt eksempel: En udfoldning af en terning. Vi skal da have
samlet seks kvadrater til en terning. Vi starter med grundfladen, som vi forestiller os har hjgrnepunkter-
ne O =(-1,-1,0), P=(1,-1,0), Q= (1,1,0) og R = (-1,1,0). Vi skriver derfor disse fire punkter ind i et notefelt
og husker at alle punkters og vektorers koordinater skal indtastes med krgllede parenteser, dvs. pa liste-
form. Det vil ggre senere indtastninger meget nemmere at handtere! Med udgangspunkt i disse fire
hjgrnepunkter kan vi sa frembringe grundfladen, som vi vil kalde face0. Det ggres ikke med kommando-
en til at tegne vindskave firkanter, dvs. quad-kommandoen, der som argumenter har de fire punkter,
for sa fa vi tegnet en diagonal med! | stedet bruges parallelogramkommandoen

0:={-1,-1,0} » {-1,-1,0}
{1,-1,0} » {1,-1,0}
{110} » {110}
{-1,10} » {-1,1,0}

P
q:
r:

-1,0 ]

J

Leeg meerke til at grundfladen er anfgrt ved sin parameterfremstilling, der indeholder parametrene t og
u. Du behgver ikke forsta parameterfremstillingen for at bruge den!

u 1
_+_
T2

i 1
—+_
am 2

—-1,2 floor

face():=ps"-.dz_pm‘_pw(ojp—o,r—o) . -{2- floor

Du abner nu et 3d-grafer veerksted (dvs. et Grafer-vaerksted, hvor du under vis-menuen veelger 3d-
graftegning). Derefter skifter du graftype til Parameterfremstilling (fx ved at hgjreklikke i indtastnings-
linjen) og du er klar til at indtaste parameterfremstillingen for grundfladen, sa vi kan fa den at se:
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xpl ({tu)= facel][l]
ypl (tu)= facel][Z]
zpl (tu) = lfacel][3]

® |:

Fgrstekoordinaten xpl indtastes som face0[1], andenkoordinaten som face0[2] og tredjekoordinaten
som face0[3] idet du husker kantede parenteser til at angive de enkelte koordinater. Ved at referere til
navnet for figuren sikrer vi interaktiviteten. £ndrer du senere en af koordinaterne til hjgrnepunkterne
O, P, Qeller R, sa opdateres figuren automatisk! Nu vises figuren som et blat kvadrat i x-y-planen. Du
kan skifte farve ved at hgjreklikke pa falden, men der er ingen grund til at sendre attributter eller para-
metre for fladen, da der allerede er taget hdnd om dem ©.




Vi skal sa have lagt de fire sideflader ud ved siden af grundfladen. Det sker ved hjelp af parallelforskyd-
ninger. Vi skal derfor ogsa have fat i sidevektorerne, jfr. det fglgende diagram frembragt i 2d Grafer-
vaerkstedet:

Vi indfgrer derfor sidevektorerne a= 55, b= 5(3, c= EfR, d=RO . Derefter forskydes grundfladen

som vist til de fire sideflader facel, face2, face3 og face4:

o1
facel =ps't tlanslate_ov(faceﬂ,a) > 12 floor +— 1,2 floor -1,0
Zm 2
t 1
face2:=ps't_translate ov(face(] b] 2 floor] -1,2 floor] - + +1,0
Zm 2
t 1
face3:=ps't_translate ov(face[],cj * ¢ 2 floor +—|-3,2 floor -1,0
2m 2
1
faced =ps't_translate ov(faceﬂjd] [2 floor +—|-1,2 floor +— —JJO]
2m 2

Parameterfremstillingerne overfgres til 3d-grafrummets indtastningslinje preecist som for grundfladen:



Nu er vi sa klar til fgrste fase i animationen: Vi skal have drejet sidefladerne, sa de vipper op og lukker
terningen pa de fire sider. Men det kan vi jo klare ved at indfgre en skyder 0 for drejningsvinklen. Vi
beslutter os for at den skal angive gradtallet, men husker at veerkstedet som udgangspunkt regner i ra-
dianer. Vi kunne skifte indstillinger, men veelger i stedet at omszaette gradtallet til et radiantal ved at
gange med 1°. Skyderen indfgres som altid i grafiske vaerksteder under menuen Handlinger. Vi &endrer
steplaengden i skyderen til 1 og saetter den lodret ude til venstre i 3d-grafrummet. Skyderen er endnu
ikke aktiveret via kommandoerne til at tegne sidefladerne, sa i fgrste omgang sker der ikke noget.

6=40.
90~

Vi skal nu have drejet sidefladen facel omkring linjen gennem PQ, dvs. med ankerpunkt P og retnings-

vektor b . Leegger vi hgjre hand med tommelfingeren langs vektor b kan vi se at fingrene peger ned i
planen, dvs. umiddelbart drejer vi sidefladen nedad mod den negative z-akse. Vi skifter derfor fortegn
pa drejningsvinklen:



| [aeed

Leeg meerke til hvordan vi kombinerer translation and rotation-kommandoerne:

face1:=ps\t_rotate_opvafps\t_translate_ov[face(],a],p,b,-ﬂ- 1°)
t o1 }
—+_

2m 2

u 1
_+_
T2

i 1
—+_
2m 2

. [1.53209- floor +1,2 floor] —-1,1.28558" floor

face2 =psit_r otate_opvafps\t_translate_ov[face(],b], qe-0-1 °)

u 1 u 1
—+—H1,1.28558 floor|—+—
T2

t 1
—+_
2m 2

. [2- floor -1,1.53209" floor

T2

face3:=ps\t_rotate_opvafps\t_translate_ov[face(],cj,r,d,-ﬂ- 1°)

f 1 v o1 f 1
» 1 1.53209 floor|——+— |[-2.53209,2 floor|—+—|-1,-1.28558" |floor| —+—|-1
2m 2 moZ 2m 2
face4:=ps\t_rutate_upva(ps\t_translate_ov[face(),d],u,a,-ﬁ- 1°)
t 1 u 1 u 1
> 12 floor|——+—1|-1,1,53209" floor|—+—|[-2.53209,-1, 28558" | floor| —+—|-1
2T T T 2

M

B=40
90 .+ ‘

5
0- b ,55

Det satte gang i drejningerne, sa sidefladerne nu vipper op lige sa nydeligt, nar man traekker i skyderen.

6



Vi mangler sa kun topfladen. Den er lidt mere tricket! Vi kan szette den i forleengelse af sidefladen facel
(langs den positive x-akse). | fgrste omgang er den sa bare en parallelforskydning af sidefladen facel. |
anden omgang skal den ogsa drejes med den samme vinkel i forhold til facel. Men sidefladen face 1

ligger nu skaevt i rummet, sa vi skal have fat i drejede vektor a for at kunne gennemfgre forskydningen.
Men transformationer af vektorer er lidt trickede. Det sikreste er at transformere start og slutpunkt hver
for sig! Startpunktet P ligger fast, men slutpunktet er parallelforskydningen efterfulgt af drejningen af P:
tp:=ps"-.t_rotate_opva(ps"-.t_translate_ov[pJaJJp,bJ-B- 1°) . {2.41421_.-1._.1.41421}
ta=tp-p » {1.41421,0,,1.41421}

face5: =ps"-.t_1'otate_opva(p sit_transl ate_ov(f acel, ta]l tp,b,-0- 1 °)

i 1 u o1 i 1
. [ 1.e-14 floor| —+—+2.41421,2 floor|—+—|-1,,2. floor|—+—|+1.41421 ]
t am 2 m 2 2 2 J
Leeg meerke til at vi parallelforskyder langs vektoren ta men at vi stadigvaek drejer omkring vektoren b!
z
8 =0. i
90~ g
o4

9 =45, &
90 -

8 =20
0.3




faced |b faces x

Undervejs har vi altsa brugt de fglgende kendsgerninger om transformationer af vektorer:
Parallelforskydninger: Vektorerne er uforandrede
Drejninger:  Vektorer, der star vinkelret pa drejningsaksen, drejer med.
Vektorer, der er parallelle med drejningsaksen er uforandrede.

Til slut en bemaerkning om det anvendte perspektiv: Der anvendes centralperspektiv. Det kan vi se nar vi
kigger ned pa terningen direkte langs z-aksen ned pa x-y-planen: Nar terningen er udfoldet ser den ud
som om den var tegnet i et 2-dimensionalt tegneprogram:

Y

[ —— =
8=0 1
90 - ..
X

Men nar terningen er foldet sammen ser vi to kvadrater, bundfladen og topfladen, der er forbundne
med trapezer:



8=90. 7 !
90.-3 J
- ) 4

—=

v
uT

For at tydeligggre effekten har jeg zoomet ind pa terningen. Topfladen er teettere pa gjepunktet og sy-
nes derfor stgrre.

Eksempel 2: Hyperkuben

Hvis det nu var en 4-dimensional terning kunne vi pa samme made udfolde den i et tredimensionalt
rum. Den fire-dimensionale terning hviler da pa et tredimensionalt basisrum cubeO, som er en alminde-
lig terning. Den er omgivet af seks siderum, cubel, cube2, ..., cube6, der ogsa er almindelige terninger.
Endelig skal hyperkuben lukkes af et toprum, cube?, der ligesom i det forrige tilfeelde kan haegtes pa et
vilkarligt af siderummene.

Oz &
z
0
F: (e
1
€ I ,
I
’
o: k2 R
X b
a
..!D.E Q—i

Vi starter med at indskrive hjgrnepunkterne for basisrummet cubeO: Her skal vi passe pa ikke at involve-
re parametrene t og u, sa vi kalder de 8 hjgrnepunkter for 0,,P1,Q1,R1 08 0,,P,,Q,, R,. Da terningens sider
er parallelle med akserne, kan vi tegne terningen som en kasse med kommandoen D3_XYZ_PQ. Den
tager to modstdende hjgrner som argumenter.



re={-1,1,1} » {-1,1,1}

cube0: =ps\d3_xyzbox_pq[01, qz]
4

floor] ;+—
2

7 2
» | ———————|floor
6

5 5

Derefter far vi brug for seks forskydningsvektorer, hvor hver anden vektor er modsat, sa vi kan ngjes

med at definere tre:

a=p1—01* {EJDJD ]
b:=ri—o1 * [ 0,2,0 ]

€:=02—01 * [ CIJCIJE]'
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cubel: =ps\t_translate_ov( cube0, a)

20 14 ¢ 12
floor| —+— & |floor| —+—
. 3
T 2 20
E =|floor| —+—|| + +2- floor
& m 2 €
cubez:=ps\t_translate_ovlzcubeﬂjb)
4 2
2t 1 ot
floor +— 5 |floor +—
T 2 ot 3
E =|floor| —+—|| + +2- floor
& T2 3]
cube3: =ps\t_translate_ov( cube0, cJ
2r 14 FERRE
floor +— 5 5 floor +—
T 2 2t 1 T2
E =|floor| —+—|| + +2- floor
& T2 3]
cubed: =ps\t_translate_ov( cube0, -a)
4 2
2t 1 1
floor +—J 5 |floor +—
. 3
i 2 2t
E =|floor| —+—|| + +2- floor
& T2 3]
cube5: =ps\t_translate_ov( cube0, -b)
4 2
211 ot
floor +—) 3 5 |floor +—
T 2 i T 2
E —|floor| —+—|| + +2 floor
& T2 3]
cube6: =ps\t_translate_ov( cube0, -cJ
4 2
2t 1 !
floor +— 3 5 |floor +—
T 2 21 1
E —|floor| —+—|| + +2- floor
6 m 2 6

. #

2t 1
-+

T

. #

2t 1
-+

T

. #

T

. #

2t 1
-+

T

2

2

+_

2

2

2t
-+

T

. F

T

2

+—
2

+1,

_11

_11

_BJ

_]_J

-1,

floor

floor

floor

floor

floor

floor

L #

T

L #

s

s

2t

. #

s

s

s

2t

+—
2

1
+_
2

1
+_
2

+—
2

+—=
2

1
+—

2

11

4
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Vi mangler nu kun toprummet, der traditionelt placeres i bunden af det tredimensionale rum, dvs. ned

af z-aksen, hvorfor vi skal parallelforskyde med vektoren —2c.

cube7:=geo3d\translation(cube0,-2- c)
{ -(12- o (n‘—trr)—36- e (n‘—trr)+15- 72 (2 g (ss—:rr)+18- 7ot (ss—:rr)+:|T6)

|

]

6 6

Vi har udvidet scenen lidt, da den sidste terning ellers rammer bunden af scenen og derfor mangler sin
sidste flade!

Ovenstaende er altsa et billede af en udfoldet hyperterning i det tredimensionale rum. Den er bl.a.
kendt fra Dalis billede: Christus Hypercubcus, som man nemt kan Google sig frem til, inklusive animatio-
ner pa Youtube.

Vi kan ogsa undersgge hvordan en hyperterning ser ud i firedimensionalt perspektiv, nar den projiceres
ind pa et tredimensionalt laerred. | stedet for et kvadrat indesluttet i et kvadrat fas da en terning inde-
sluttet i en terning. Udgangspunktet er igen basisrummet cubeO, der allerede ligger i det tredimensiona-
le leerred. Da topprummet ligger taettere pa gjepunktet i det firedimensionale rum, ganger vi basisrum-
met op med en multiplikation pa 1.5 ud fra Origo, dvs. {0,0,0}:
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pr={1-1-1} »{1-1-1}

qu={1,1-1} » {1,1,-1}
={-111} {111}

on={-1,-1,1} » {-1,-1,1}

q={1,1,1} {111}
ra={-1,1,1} » {-1,1,1}
cube():=ge03d\cube3p54(m,p1,ql)
-(12' S (u—nj—%' e (u—n3+l5' w2 12y (u—n3+18' o (H—JIJ+JI6)

-

1

cube'?:=ge03d\dilatinn(cube0,{0,0,0},l.S]
> 1-0.00156 (12' oy (u—n)—%- T (u—n)+15' w2 2y (u—n)+18' Tt w (H—'J'E)'HIG),

Fd

Leeg maerke til at vi har slukket for feltet, dvs. scenen, og sendret graenserne for akserne til at ga fra -2 til
2 i alle tre retninger. Vi har ogsa sat transparensen op til 75 for begge terninger, basisrummet (inderst)
og toprummet (yderst) for bedre at kunne se strukturen. De gvrige seks siderum forbinder nu den inder-
ste terning, basisrummet, med den yderste terning, topprummet, i form af afskarne pyramider, der teg-
nes som kasser med D3_Box_8P kommandoen, der forventer oplysning om alle otte hjgrnepunkter.
Forst skal vi altsa have fat i hjgrnepunkterne for toprummet:

(04,{0,00},1.5) » {-1.5-1.5-1.5}  tpa=psit_dilation_oes(ps {0,00},1.5) » {1.5-1.5-1.5}
tqu=ps\t_dilation_ocs(qs{ 0,0 o},l 5)»{1.51.5-1.5}  tru=psit_dilation_oes{r,{0,00}1.5) » {-1.51.5-1.5}

(02,{0,0,0},1.5) » {-1.5-1.51.5}  tps:=ps\t_dilation_oes(p:,{0,0,0},1.5) » {1.5-1.51.5}

(q{0,00}1.5) »{1.5151.5}  tra=psit_dilation_ocs(r2{0,0,0},1.5) » {-1.51.51.5}

to::=ps\t_dilation_ocs| oz,

tqe:=ps\t_dilation_ocs|qe,
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Derefter skal vi forbinde den inderste terning, basisrummet, med den yderste terning, toprummet. Her
geelder det om at holde tungen lige i munden. Alle siderummene tegnes med transparens 75 (ligesom
basisrummet og toprummet):

cubel:=psid3_box_8p [p 1, qu, Gz, P2, tpatqutqe, tpz)
2
+ floor]

3
+0

3u 1
—+_
T 2

3 u 1
_+_
T 2

20t
» 1-3.E-13 |floor] —+— -0.166667 |floor

cube2:=psid3_box 8p quryrz, Qe tqutratrs, tqz)
3
-0.12%:

3y 1112
N |
n 2

3u 1
_+_
T 2

= 1| flocr —+— 0.,027778 |flocr flocr,

3
+0.125

1112

3 u
—+_
T 2

3 u 1
_+_
™2

= 1| flocr —+— -0,027778 | floor floor

(
cube3:=psid3_box 8p(u 2,Pz, 2,12, L 02,12, L (e, trz]
(

cube4:=psid3_box_8p 01,r1,rz 02,101, LI, 112, toz)

3y 1413
Sy |
T 2

1
— 10, 166667 |floor

2

3 u
» 13.E-13 |floor —+— ﬂoor —t

cube5:=psid3_box 8p 01,P1,pz, 02, tm,tpl,tpz,tuzJ
3
+0.125

34 142
—+_
n 2

3w 1
—+_
™2

= 1| flocr —+— -0,027778 | floor floor

3
+0.125

1112

3 u
—+_
T 2

3w 1
—+_
™2

- —+— -0,027778 | floor floor

cube6:=psid3_box 8p(u pl,ql,rl,tm,tp1,tql,tr1]
floor (

Resultatet er en hyperterning tegnet i sandt 4-dimensionalt perspektiv pa et 3-dimensionalt lzerred!

z

14



Det er nemmest at fa en fornemmelse for strukturen ved at dreje figuren pa skeermen, sd man kan se
den fra forskellige vinkler, samtidigt med at figuren er i bevaegelse!

Hyperterningen er kompliceret med sin opbygning af 8 rum, der deler et utal af sideflader. Man kan
roligt skjule savel den inderste terning som den yderste terning, nar fgrst siderummene er pa plads.
Bade den yderste terning og den inderste terning fremstar indirekte, fordi alle flader og kanter leveres af
siderummene:

Der er desveerre en del interferens fra dobbeltfladerne, sa farveleegningen er ikke helt konsistent.

Den danske arkitekt Spreckelsen fik nu yderligere den ide at slukke for to af siderummene, sa man kun-
ne se tvaers igennem projektionen af hyperkuben. Derved skabte han formen pa den nye triumfbue i
Paris, som du kan se glimrende billeder af pa internettet! Vi fjerner siderummene langs x-aksen, dvs.
cubel og cube4:
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| den rigtige triumfbue er der nu en elevator ca. 2/3 til siden midtvejs inde i triumfbuen, der lgfter besg-
gende fra gulvet op til loftet (en straekning pa ca. 100 m). Vi kan modellere den med en tynd cylinder,
tarn, der raekker fra bund til loft og kun vises som et gitter, med en endnu mindre cylinder, box, hvor

gitteret er fjernet, der illuderer elevator og som kan bevaeges med en lodret skyder, der gar fra 1 til 100:

-1 1 -sinl¢] cosls] 1 1
tarn:=ps'd2_cylinder_pwvr|{0,—,-1 ,{0,0,2},— - ( ), [ )——,2- floor E+— -1
3 3 3 =] 3 T2
u 1
. floor| —+—
. -1 111 'sm(i) cos(i) 1 m o2
box:=ps\d2_cylinder_pwvr|0,—,-1+0.02 elevator ;, 0,0,— ,—| » , -,
3 4] 8 8 8 3 4
elevator =60.
100 .-
=
— y
0.-
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Eksempel 3: Pythagoras sa&tning i rummet (og videre!)

Vi gar ud fra Pythagoras szaetning i planen, som vi tolker pa fglgende made:

Hvis man f@rst gar stykket a og derefter vinkelret derpa gar stykket b, sa vil man i alt have

fiernet sig afstanden c fra udgangspunktet, hvor ¢>=a> +b°.

En anden traditionel tolkning er at c svarer til diagonalen i et rektangel med siderne a og b.

| rummet hedder den tilsvarende saetning fglgende:

Pythagoras seetning i rummet:
Hvis man f@rst gar stykket a og derefter vinkelret derpa gar stykket b og derefter vinkelret
pa de foregaende stykker gar stykket ¢, sa vil man i alt have fjernet sig afstanden d fra ud-

gangspunktet, hvor d> =a’ +b* +¢°.

En anden traditionel tolkning er at d svarer til diagonalen i en retvinklet kasse med siderne a, b og c.

Det er nemmest at illustrere, hvis vi fgrst gar stykket a langs x-aksen, derefter stykket b langs y-aksen og
tilslut stykket c langs z-aksen. Sa overholder vi netop kravene om at vi hele tiden gar vinkelret pa alle de
foregdende stykker. Vi opretter derfor skydere med heltalsveerdierne a, b og ¢, der gar fra 0 til 10, skju-
ler koordinatakserne og seaetter koordinaterne til at ga fra -1 til 10. Derefter tegner vi stien med de vin-
kelrette knaek ved hjaelp af kommandoen XYZpath og den direkte sti med kommandoen segment:

0:={0,00} » {000}
p={abe} - {555}
path:=ps\d1_xyzpath_pq(o,p]

3 1 3t 01
5 |floor +— 5 55° floor] +—
! Zm 2 _ 31 2 2
. -5 | floor +—| +
l & 2m 2 6
_ [5¢ 51 5¢]
segment:=ps'-.d1_segment_pq(o,p] L R
{ Zmamam J
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Der kommer mere rumlig struktur, hvis vi ogsa tegner den retvinklede kasse. Det sker med kommando-
en XYZBox:
kasse:=ps\d3_xyzbox_p q[oJ pJ

.
o

21 1112
=+
T 2

T

211
—+— || +1.66667 |floor

2

4
-2 (ﬂoor

a=4.
0. 10.
b=7.
1 1 1 1 I)I='I
0 10,
c=4.
e
0 10,

1010
For at tydeliggg@re stien kan vi nu saette vektorpile pa med kommandoen ConeTip. Den sidste skalerings-
parameter forteeller hvor stor en brgkdel pilespidsen udgegr af vektorens laengde. Hvis vi vil have en fast
laengde skal den altsa udregnes dynamisk, her har vi sat den faste laengde af pilespidsen til 1, hvorfor

skalaparameteren er den reciprokke laengde:

1
a_head: =ps"-.d2_c0netip_pvs(o,va, —J >
2 2

AP 1) o 553333 . al
4 —COS(— U.533333 COS(:‘)' cos|— |W. 333355 Slnl:.-‘:l' Ccos|— |
2 J

a) |
b_head:=ps'\d2_conetip_pwvs 0+Va,vb,l . [4.—0.333333- cos(.-‘]- cos| = |7.-1. cos| —|0.333333: Sinf.-‘]- cos| = ]
b, | 2 2 2]
¢_head:=ps\d2_conetip_pvs o+va+vb,vcji) * ¢0.333333 sin[.-‘)- cos| = +4.,7.-0.333333 cos[.-‘)- cos(i),ﬁ.—cos(i} ]
e/ | 2 2 2]

Vi slukker for koordinatkassen og koordinatakserne og kan nu se kassen med diagonalen indtegnet mel-
lem de to modstaende hjgrner:
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0 10.
b=7.

1 1 1 1 1 1
0 10.
c=5.

1 1 1 1 1 1
0 10,

Scenen er nu sat og vi skal bare have illustreret ideen bag beviset! VI ser da fgrst pa det fgrste knaek i
grundfladen der udspaender en retvinklet trekant, som vi kan tegne med kommandoen triangle. For at
tydeligggre den retvinklede trekant i grundfladen kan man slukke for fladerne i kassen:

i
— =

l]
,0

T2

o1
_+_
mo2

i 1
—+—|" |flocr -1

2w 2

o1
_+_
T2

-4, floor , 7.+ floor

u'ekant_ab:=ps\d2_t1‘iangle_3p(o, o+va,o+va+vb) g [4.- floor

Erstatter vi nu det fgrste knaek med diagonalen i grundfalden (hypotenusen i den retvinklede trekant)
ser vi at diagonalen i grundfladen og diagonalen i kassen udspaender en ny retvinklet trekant:

trekant_abe:=ps\d2_triangle_3p ( o0,0+va+tvb, 0+va+vb+vc)

1 t 1 1 1 ! 1 1 1
» 44, floor L= -4, floor|——+—| |floor L= -1|,7. floor L= =7, floor|——+—| |floor L= -1|,5. floor L=
T 2 2m 2 T 2 T2 Zm 2 T2 T2
a=4
I I I [ I I
0 10.
b=7.
I T
0 10.
c=5
I I I I I I
0 10.
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Det er disse to trekanter, der er kernen i beviset! Tager vi et skeermbillede og indszetter det i et Geome-
tri-veerksted kan vi szette betegnelser pa:

lem

Men fra de to retvinklede trekanter fas da netop:
c¢’=ad"+b’
d*=c’+c’
Indsaettes det fgrste udtryk for kvadratet pa c; i den anden ligning fas netop Pythagoras satning i rum-
met:
d’=(@*+b°)+c’

Men der er mere at hente i figuren: Indfgres en skyder for drejningsvinklen 6, kan den bla lodrette ret-
vinklede trekant kan nemlig drejes omkring diagonalen i grundfladen, sa trekantsfiguren foldes ud og
bliver plan:

trekant_abc:=p s\t_rotate_opva(p s\d2_triangle_3p ( o,0+vatvb,otvatvbtve ), ovatvb,-0- 1 ")

[4

¥ o1 ]
_+_

o2

u 1
_+_
T

1
—+— | |floor —1 [~floor

2T

¥ o1
_+_
T

¥ o1
_+_
T

1
—+— | |floor —1|~floor floor] ,5. floor]

2T

floor 7.

v 1
_+_
T2
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8=0.
a=4, 90 -
e
0 10. i
b=7. i
1 1 1 1 1 1
0 10. .
c=5. h
1 1 1 1 1 1 -
0 10,
0.3
8 =45,
a=4 90 -
0 10. i
b=7. i
1 1 1 1 1 1
0 10. 4
c=5. )
1 1 1 1 1 1 -(J
0 10.
U_-
a=4,
e
0. 10.
b=7.
1 1 1 1 1 1
0 10.
c=5
1 1 1 1 1 1
0 10.

8 =90.
90.<3




Drejer vi nu rummet, sa vi ser direkte ned pa XY-planen, dvs. grundfladen, ser vi derfor en 2-dimensional
udfoldning af den retvinklede sti:

8=90.
90, -3

a=4.

o )

0. 10,

b=7.

e Vo )

0. 10. 1

c=5. 1

I I I I I 1

0 10. |
0.-

De to retvinklede trekanter ligger altsa i forlaengelse af hinanden, sa snart vi har udfoldet figuren. Vi har
altsa reduceret figuren til 2-dimensioner:

Beviset kgrer pa fuldsteendigt samme made som fgr, sa hvad er det nye? Det nye er at udfoldningen
fortsaetter op igennem dimensionerne: Hvis vi foretager et nyt knaek ud i fjerde dimension kan vi ogsa
danne en ny retvinklet trekant, der kan foldes ned i tre dimensioner, hvorefter hele trekantsfiguren kan
foldes ned i to dimensioner:
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Men fra keeden bestaende af de tre retvinklede trekanter fas da netop:

¢’ =a’+b’
d’=c’+c’
e’ =d} +d

Indsaettes det f@grste udtryk for kvadratet pa c; i den anden ligning, og dernaest den anden ligning i den
tredje fas netop Pythagoras saetning i det firedimensionale rum:

e’ =((t12+b2)+c2)+d2

Der geelder altsa:

Pythagoras satning i det firedimensionale rum:

Hvis man f@rst gar stykket a og derefter vinkelret derpa gar stykket b og derefter vinkelret
pa de to foregaende stykker gar stykket c og derefter vinkelret pa de tre foregaende styk-
ker gar stykket d, sa vil man i alt have fjernet sig afstanden e fra udgangspunktet, hvor
e=a’+b*+c*+d’

Og sadan fortsaetter det naturligvis med leengere og laengere kader af retvinklede trekanter nar man
udfolder figuren i de hgjere dimensionale rum. Pythagoras satning geaelder altsa i alle dimensioner.

Det er selvfglgelig ikke sa nemt at forestille sig og det er heller ikke helt nemt at illustrere. Men vi kan
godt illustrere projektionen af en firedimensional kasse pa et tredimensionalt leerred! Den nye sidevek-
tor, der i fire dimensioner star vinkelret pa vores tredimensionale rum, projiceres nu ind pa vektoren d =
(-2,-2,2). Herefter parallelforskydes hele basisrummet langs vektoren d. Resultatet af forskydningen er
projektionen af toprummet hgrende til den firedimensionale kasse. Strengt taget skulle vi nu forbinde
alle de korresponderende hjgrner for at frembringe det samlede netvaerk af kanter hgrende til projekti-
onen af den firedimensionale kasse. Men strukturen skulle vaere rimelig nok ogsa uden siderummene:

23



a={-2-22} » {222}
d_box:=geo3d\translati on(b 0X, d:l

. {-0.024964- 4w (u-m0.235279: £+ u (u-m)-0.307979: 12 u [u-7)-1.16106" ¢ u- (u—7

1
d_head:=geo3d‘head|{ab,c;d——
—eAtTEee ea ({a C} geo3d‘\len(dJJ

7 cosld) (EJ [ sl o

. . : F2.,
6 18 3 3

d_tail:=geo3d\tail({a,b,c },d) » 4,—i,7,_iji+5,]
T m T

a=4.
e
0. 10,
b =6,
—_—
0. 10.
c=5.

1 1 1 1 1 1
0 10,

Endelig kan vi tilfgje projektionen af den manglende retvinklede trekant:
trekant_abed:=p s\d2_triang1e_3p(u, ot+vatvbtve, o+va+vb+vc+d)

u 1 t 1 v 1
» < 2. floor|—+—|-4. floor| ——+— | |floor|—+—|-1| 4. floor]

mo2 2 2 T2

a=4

e

0. 10.

b=6.

0. 10.

c=5.

CII I I I Ilb

u 1
_+_
T2
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Eksempel 4: Jorden, Solen og manen

Vi ser nu pa en helt anden slags eksempel, idet vi vil modellere Jordens bane rundt om Solen efterfulgt
af manens bane rundt om Jorden, for her i gennem at kaste lys over sol- og maneformgrkelser. | det
fglgende vil vi nedtone transformationer, til fordel for simple parameterfremstillinger for cirkler. Men
koordinatligningerne kan om ngdvendigt frembringes ved hjeelp af transformationer ligesom i de fore-
gaende eksempler.

Solen er den simpleste, idet der blot er tale om en kugle med centrum i (0,0,0) og radius 1, som vi farver
gul pa lysegra baggrund. Nar vi tegner solen slar vi gitteret fra og gér den uigennemsigtig.

sol:=ps"-.d2_sphe1‘e_c1‘[{ 0,0,0},lj r [ cos(s]- sin(ss)_.sinfr]- sin[ss)_.cos(ssjj'

Jorden er lidt mere indviklet. Fgrst skal vi have fastlagt dens bane som en cirkel med centrum i (0,0,0) og
radius 1. Husk at saette t-inddelingerne op til fx 101 i attributter! Laeg ogsa maerke til hvor simpel para-
meterfremstillingen er:

ekliptika:=ps"-.d1_circle_cpq({ 0,0,0 }J { 3,0,0 }, { 0,3,0 }) [ 3 c [ J? Sin[.-‘J_. 0 ]

Sa skal vi have fastlagt en skyder for variablen tid, som vi lader Igbe op til 12 ar og derfor lader Igbe fra 0
til 12-:365.25i trin af 1. Vi saetter skyderen lodret.

Endelig skal vi have fastlagt Jordens form og dens skygge (som vi modellerer lidt primitivt):

tid i
B:= 1360° » 10,2182
365,25
i:={cos(B )sm( lo} » {-0.701382,-0.712786,0 }
k={001} {001}

]:=crossP(k,1] - {0.'?12?86_.-0.TO1382_.0. }

Til tiden tid er retningsvinklen for Jorden givet ved 8= -360° . Med udgangspunkt i retningsvink-

len kan vi definere 3 enhedsvektorer i, j og k, der peger i retningen for radius i Jordbanen, vinkelret pa
radius i Jordbanens plan, og vinkelret pa Jordbanens plan (dvs. langs z-aksen).

Med udgangspunkt i disse dynamiske banevektorer kan vi nu definere Jorden som en kugle med radius
1/2, og skyggen som en kegle med toppunkt dobbelt sa langt ude som Jorden (idet Jorden er halvt sa
stor som Solen):

jord:=ps"-.d2_sphe1'e_c1'(3- i,i) g [M—z 1C'415_.M—2.13836, COS(&I) }
2) | 2 2 2 |
skygge:=ps'd2_cone_pva|t' i,-3- than"(iD
6
[H S v 1 . _ u 1 - P 1
» 1 0.356393: cos(s]- floor| —+—+2.10415 floor|—+—|-4.20829,-0.350691" co_,[ J floor LR
t T3 T3 mo2

Det ser alt i alt sdledes ud, hvor koordinatsystemet er udvidet til at Igbe fra -6 til 6 i alle tre retninger, for
at skyggen kan slutte indenfor scenen. Tilsvarende har vi zoomet maksimalt ind pa scenen. Det er nem-
mest at aktiverer skyderen og derefter holde pil op-tasten nede for at sende Jorden rundt om Solen lige
sa stille! Her ser vi Jordens placering efter et forlgb pa 594 dage:
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Manen skal nu i spil. Den far en radius pa % (det halve af Jordens radius) og en baneradius pa 1 (lidt teet-
tere pa Jorden end pa Solen). Vi lader manen Igbe en gang rundt om Jorden pa 30 dage (en maned).
Samtidigt lader vi manens bane haelde i forhold til Jordens bane med 45° (hvilket er vildt overdrevet,
men ngdvendigt, da skalaforholdene i modellen i forvejen er vildt overdrevne!):

2 2

k_ms'ine:z{cos[45°3,0,sin[45°3} . [L,O,L]
2 2
crossP(k_méne i)

ps\m_length_v(crossP[k_méne,i])
i_méne:=crossP(j_mAne k_mane) » {0.261578,-0.929061,-0.261578 }

méne_bane:=ps\d1_circle_cpq(3 1,3 i+i_mane, 3 i+j_mane]
» {0.261578" cos{1}+0.656945  sin(f}+1,47198,-0.929061 cos(f1+0.369928" sin(1}-

» {0.656945,0,365928,-0, 656945 }

j_méne;=

Her er k_mane, normalvektoren til Manens baneplan, der peger i x-aksens retning ud fra z-aksen. Ma-
nens bane er sa cirklen med centrum i Jorden udspaendt af vektorerne i_mane og j_mane, som star
vinkelret pd k_mane. Manens retningsvinkel drejer nu rundt med 360° pa 30 dage. Nar vi tegner manen
slar vi gitteret fra og g@r den uigennemsigtig.

. tid
B_méane:=— 360° » 140,115
30

1
mane =ps\d2_sphere_ecr|3 i+cos(8_mfmej- i_mﬁne+sin(ﬂ_mfmej- j_méne,—)
4

: [M inli} sin(u) cosli)

=1
+2.01594 —" "1 1 97514,

—0.543%96
4 4 4

Sender vi nu manen rundt om Jorden kan vi se at den sommetider gar oven over Jordens skygge og
sommetider under Jordens skygge (specielt nar vi krydser x-aksen). Men nar vi krydser y-aksen, sa pas-
serer den lige igennem Jordens skygge, hvorfor vi far maneformgrkelse! Pa billedet ser vi Manen pa vej
ind i Jordens skygge, hvorfor vi er ved at udvikle en (delvis) maneformgrkelse.
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Endelig vil vi prgve at tilfgje Manens skygge, som en primitiv keglemodel. Da Solens radius er fire gange
sa stor som Manens radius, skal keglens toppunkt ligge i % af afstanden fra Solen til Manen. Vi fanger
den derfor med fglgende kommandoer:

d_mane:=3 i+cos(6_mane) i_mane+sin(B_mane) j_mdane * {-3.6501,-0.360546,0.650273 }

5 -1
méane_skygge:=ps\d2_cone_pva— d_méane,— d_mane,tan’
4 4

pshn_lengtli_v[d_méne] D

u 1
+0.912525 floor| —+—

o2

o1
_+_
T2

E+l —0.04343 sin(r]' floor

T2

» 10.024575 cos|t) floor ~4.56262,
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Sommetider gar Manens skygge oven over Jorden, somme tider gdr den under Jorden, men nar vi passe-
rer forbi y-aksen rammer den lige netop eller i det mindste meget taet pa Jorden. Dem der star i Manens
skygge vil da opleve en solformgrkelse!

akse:=ps\d1l_segment_pq(3 i+{0,-1,0},3 i+{0,1,0}) » {2.85337,0.31831 +-1.92644,0}

Til slut kan vi tilfgje skaeringslinjen mellem Jordens baneplan (x-y-planet) og Manens baneplan, der hael-
der 45° i forhold til z-aksen i x-aksens retning. Skeeringslinjen vil altsa netop ligge i retning af y-aksen.

For at kunne se en solformgrkelse skal Manen passere foran Jorden i naerheden af x-y-planen, dvs. nar
Jorden star i naerheden af y-aksen (dragepunkterne eller knudepunkterne). Her ses en situation, hvor
manens skygge klart rammer over Jorden.
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