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Grundleeggende feerdigheder og begreber er anden (og sidste del) del af Eksempelsamlingen. Den kan
ikke bruges som en farste introduktion til matematikprogrammet TI-nspire™ CAS, men forudsatter et vist
kendskab til hvordan programmet er opbygget og hvordan man handterer de enkelte vaerksteder. Som begyn-
der anbefales man i stedet at starte med Eksempelsamlingen farste del: Introduktion til veerkstederne,
eller man kan kigge i oversigtshaftet Velkommen til TI-Nspire CAS, der ogsé indeholder aktiviteter til at
komme i gang med TI-Nspire CAS.

I dette heefte gar vi mere i dybden med hvordan man arbejder med dokumenter i TI-Nspire CAS, herunder
hvordan man kan skrive sammenhangende projekter i de to dokumentformater, der tilbydes: Document-
View og PublishView. Vi gar ogsa mere i dybden med hvordan de enkelte vaerksteder bindes sammen af
Variabelregistret, der tillader information fra et veerksted at styre hvad der sker i et andet veerksted, og der-
ved abner mulighed for at man samtidigt kan arbejde med forskellige matematiske repraesentationer — tabel-
ler, grafer og ligninger — i den matematiske modellering af et begreb eller et problem.

Derefter kommer der en raekke kapitler, der er emneorienterede, hvor vi kigger neermere pa grundlaeggende
matematiske teknikker og begreber. En gennemarbejdning af disse kapitler vil dels satte laeseren i stand til at
héndtere rutineberegninger, sdvel symbolsk som numerisk og grafisk, herunder selvfolgelig at lgse simple
eksamensopgaver. Men der vil ogsa blive givet eksempler pa hvordan man kan lege med de matematiske
begreber og opbygge interaktive dynamiske dokumenter med vearksteder, der spiller sammen og belyser
forskellige aspekter af de matematiske begreber. Nogle af disse afsnit vil veere mere udfordrende og det er
ikke alle, der vil vaere motiverede for og have tdlmodighed til at gennemarbejde sadanne projekter. Afsnit af
en sddan mere udfordrende karakter vil veere markeret med en * og kan overspringes ved en forste gennem-
leesning uden at man mister muligheden for at arbejde med de ovrige afsnit.

Man kan ogsa sagtens uden starre besver laese kapitlerne i en vilkarlig reekkefolge, atheengig af pa hvilket
niveau og i1 hvilken rekkefolge de forskellige matematiske emner dukker op i undervisningen. Athengigt af
hvilken status lommeregneren har, vil man ogsa kunne gere Beregnings-verkstedet til det centrale regne-
veerksted 1 stedet for som her Note-varkstedet. Kommandoerne er feelles og det skulle ikke vere sveert at
styre eksemplerne fra et Beregnings-varksted i stedet.

Denne eksempelsamling har fokus pé programmets anvendelse pa computere, hvad enten der er tale om PC
med Windows eller MAC-computere. Der er nogle ganske fa forskelle pd hvordan PC-versionen og MAC-
versionen fungerer. Disse vil blive papeget undervejs.

Programmet kan ogsé anvendes pa lommeregnerne/handholdte og iPads. Maden man arbejder med pro-
grammet pa en lommeregner eller en iPad adskiller sig dog s meget fra computerversionen, at det forelig-
gende heefte ikke vil vaere hensigtsmeessigt til disse platforme.
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Obs

Husk at skifte til
Sidestgrrelse Com-
puter, fx med
Ctrl/Cmd Shift Alt
N.

Tip

Ctrl/Cmd | er en
meget nyttig genvej
til indsaettelse af nye
sider.

Tip

Du flytter rundt pa
siderne i Sidesorte-
reren ved blot at
traekke til den on-
skede placering.

TI-725pire cAs 8

Dokumentstyring

I TI-Nspire CAS til computere kan du arbejde med to forskellige dokumentformater:
DocumentView og PublishView. Begge er forberedst til at blive udskrevet pa papir, men
det forste arbejder med halve ark, det andet med hele ark. De kan — med lidt forsigtighed
— konverteres indbyrdes til hinanden.

DocumentView

Vi vil farst se pa hvordan man hensigtsmeessigt kan arbejde med DocumentView.

Et klassisk TI-Nspire CAS dokument (tns) bestar af en raekke opgaver, der igen bestar af
en reekke sider, der igen kan opdeles i et antal vaerksteder (op til fire).

Nér du starter TI-Nspire CAS vil et nyt dokument blive oprettet. Dette dokument inde-
holder én opgave (Opgave 1) med én side, som skal have tilfejet ét vaerksted. Med Ind-
seet - knappen | indsetter du flere sider i den aktuelle opgave eller en helt ny opgave.
Her kan du ogsé velge mellem to programmeringsvarksteder, idet TI-Nspire CAS under-
statter to forskellige programmeringssprog: Et primitivt procedureorienteret programme-
ringssprog BASIC (Programeditor)og et avanceret objektorienteret scriptbaseret pro-
grammeringssprog LUA (Scripteditor). I gvrigt er TI-Nspire CAS selv skrevet i LUA,
ligesom mange computerspil ©. Vi kommer ikke ind pa programmering i dette haefte.

=E 1:Tilfgj Beregninger

;ﬂ 2:Tilfgj Grafer

|§ 3.Tilfgj Geometri
-] 4:Tilfg] Lister og Regneark

1] 5:Titfgj Diagrammer og statistik

‘Fl Indszet

] opgave

] side Ctri+|
ﬁé Beregninger

;ﬂ Grafer

& Geometri

:| Lister og Regneark

| @ @i - | FF -

B:Tilfg] Moter

Nl 7:Tilfg] WVernier DataQuest™

Klik her for at tilfgje en applikation

1) Diagrammer og statistik
Moter
i Vernier DataQuest™

4 B ﬂF’mgramemmr 3

% Scripteditor »

" Dokumentl X
idestorrelse:Computer 1 Indstillinger

Pa skarmbilledet neeste side ser du 2.1 nederst 1 vinduet. Dette viser, at du aktuelt befin-
der dig i Opgave 2, side 1.

Tykkelse: [100% - | - +

I sidepanelet til venstre vises siderne i det aktuelle dokument som miniaturer. Dette gor
det bekvemt at bladre i dokumentet: Klik pa en af miniaturerne og brug piletasterne til at
bladre op og ned. Du kan dog ogsa bruge rullebjelken til hejre til at bladre i siderne,
ligesom du kan bruge genvejen Ctrl/Cmd » (neste side) og Ctrl/Cmd « (forrige side).

Ved at klikke pé et indfoldnings-ikon = henholdsvis et udfoldnings-ikon # &bner og
lukker du for visningen af en Opgave. I miniature visningen kan du ogsa @ndre pa rek-
kefolgen af siderne: Naviger til den side, du vil flytte, og treek siden hen, hvor du vil have
den. Du kan ogsa flytte sider mellem to opgaver, men det kraever, at der ikke er sammen-
fald af benyttede variabelnavne. Endvidere kan du slette den aktuelle side i miniaturevis-

ningen med DEL — en handling du naturligvis kan fortryde med 5 .
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Du kan @ndre
opgavetitlerne ved
at hejreklikke pa en
titel og vaelge Om-
dab F2 .

4

| B
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0: Dokumentstyring
w§ Opgave i trigonometri - T-Nspire™ CAS Stugent Sofware 0

Fil Rediger Vis Veaerktejer Vindue Hjzlp
B-EES YER B -©E

Dokumentvazridejslinje 3 - & - - A -.TI—NsplreSans -l <A A B I U A A, aBe

-

(=
+ - @ Eksempelvisning af dokument =

Opgave i trigonometri

To personer bestemmer en flods bredde vha. et malebind
og en vinkelmaler. De to personer stirmed 11 meters
afstand og maler sigtevinkleme 4 og C1il et tre pa den
anden side af floden. Vinkel .4 miles il 79° og vinkel C
til 64° (se figur)
a) Bestem |BC|
b) Bestem flodens bredde. dvs.hejden fra Bi wrekant )
ABC FILCIE Y

a) Til besternmelse af |BC| benyttes sinusrelationen:

ﬂ _ sin(8)
c  AC

Farst bestemmes vinkel B:
B =180-A-C=180-79-64

Derefter saftes de kemdte starrelser ind i sinus—relationen

be 11
olve(—.=—.,bc]
sin(79) sin(37)
Dette viser, at siden BC har lengden 17.94.

" Eulers metode x‘ " Trigonometriopgave X | ~ Opgave itrigonometri X 4 5 B
Sidesterrelse:Computer i 21 ’ Indstillinger Tykkelse: [100% -] - +
N

Variabelhdndtering

Det er vigtigt at forstd, hvordan TI-Nspire CAS handterer variabeldeling: Alle variable,
du opretter inden for en opgave, deles af alle de verksteder opgaven har féet tilfojet —
uanset i1 hvilket veerksted variablen er oprettet. Andrer du en variabel i et af vaerkstederne,
vil denne andring automatisk sla igennem i alle veerksteder, bade fremadrettet og bagud-
rettet — the past is not protected!

Ved @ndring af en variabel vil alle veerkstederne altsa blive opdateret med undtagelse af
det beskyttede vaerksted Beregninger, hvis historik er upavirket af @ndringer i andre
vaerksteder. Men genberegner du en variabel i Beregninger, der er &ndret i et andet
veerksted, sa vil du naturligvis se e&ndringen.

Opretter du en ny opgave, vil ingen variable fra tidligere opgaver vere tilgengelige.

Sidelayout

Spergsmalet er nu hvordan vi mest hensigtsmaessigt satter en opgavebesvarelse op, som
udnytter TI-Nspire CAS mulighed for at anvende flere veerksteder pa én gang. Til enhver
opgave herer der ledsagende tekst med forklaringer, uddybninger, konklusioner osv. Der
er to veerksteder hvor man kan blande tekst og beregninger: Beregnings-varkstedet og
Notevarkstedet.

Beregnings-varkstedet er glimrende til kladdeudregninger, hvor man skyder sig ind pa
problemet og forhabentligt finder en losning. Ydermere er det et beskyttet vaerksted, hvor
de udregninger man har foretaget altid forbliver uberarte, uanset hvad man foretager sig i
andre vaerksteder. Men det er meget klodset at rette i Beregnings-vearkstedet og dermed
ogsé at tilrette tekst og beregninger, og man kan tilmed ikke formatere teksten.

Note-varkstedet er et &bent dynamisk interaktivt vaerksted, men man kan dog godt be-
skytte udvalgte beregninger. Og sa tillader det vidtgdende formatering af teksten. Yder-
mere kan man sette billeder ind i Noter, enten for at illustrere noget eller for at dokumen-
tere noget 1 form af fx skermklip fra andre vaerksteder. Enhver serigs opgave besvarelse
ber derfor have Note-verkstedet som udgangspunkt. Men da man ogsé skal have andre
vaerksteder i spil ber man overveje at bruge flere veerksteder pd samme side. En sddan
opdeling i ruder sker nemmest med Sidelayout-verktgjet.

Tl‘nspl.r e CAS 9 Version 3.6
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En standardopsetning kan da fx se saledes ud, hvor man arbejder i to kolonner: I venstre
kolonne har man altid et Note-verksted. I hgjre kolonner indsetter man verksteder efter
behov. Her har vi vist det med et Lister og regneark-varksted og et Diagrammer og
statistik-verksted som eksempel:

-G - A [nnspresims < |1 <A “""" 2
a

Opgave 1: ®|A B c
1
2
3
< — ;

Ingen lister i denne opgave

Klik for at tilfgje wvariabel

Klik for at tilfgje variabel

Arbejder du pd en computer med stor skeerm og hgj oplesning kan du med fordel blaese
programmet op til fuld skeerm. I sa fald skalerer Note-verkstedet med op og standard
skriftsterrelsen pa 11 pkt bliver for stor. Den ber da sattes ned til fx 7 pkt. Vi fér da langt
bedre udnyttelse af iser regnearket, som nu far naesten samme plads at boltre sig pa som i
standardvinduet for Sidestarrelse computer. Men husk at dette dokument nu ikke uden
videre kan overfores til en anden computer med lavere oplesning uden at laesbarheden i
Note-varkstedet og antallet af reekker og sgjler i Lister og regneark-vearkstedet risikerer
at ga tabt.

‘@--a

+ || TI-Nepire Sans - |7 'IA- Ar

n‘r U A A, asc

Opgave 1:

w|o|~N|[o|w|&]w|nm| =

i
=

>
=)

Ingen lister i denne opgave

Klik for at tilfgje variabel

I<lik for at tilfaje wvariabel
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Handtering af veerkstedsruder

Nar man arbejder med mange varksteder i ruder pa samme side rammer man uvergerligt
ind 1 problemer omkring handteringen af vearkstedsruder, sisom hvordan man sletter en
vaerkstedsrude, hvordan man bytter om pa to veerkstedsruder, hvordan man kopierer en
vaerkstedsrude osv. Det handteres alt sammen ved hjelp af sidelayout-menuen under Re-
diger-menuen pa menubjelken foroven.

Fil Wis Indseet Veerkisjer Vindue Hjaelp

5% Fortryd Cirl+Z

T Inds st Cirl+V/

32 slet Delete
dela B v=Iglayout r
Farve ’ Waelg applikation Ctrl+K,

Byt applikation
Slet applikation
Slet side

Saml applikationer Ctri+4
Spred applikationer Ctrl+6

EREEL

Mens det er nemt at handtere siderne i dokumentet ved hjelp af Sidesortereren, sé er det
i Sidelayout-menuen de afgerende vaerktejer til hdndtering af veerkstedsruder befinder sig
©. Forst og fremmest skal man kunne slippe af med en verkstedsrude eller kunne
kopierere den over pé en anden side. Det kraeever at man forst vaelger ruden, dvs. markerer
den.

o Forst skal ruden aktiveres ved at man klikker i ruden (hvorved rammen omkring ruden
treeder frem).

o Dernast markeres den ved enten at benytte menupunktet Veelg applikation, bruge
genvejen Ctrl/Cmd K (for Kontrol af ruden), eller ved simpelthen at dobbeltklikke pa
bjalken 1 toppen af ruden. Hvilken metode man end anvender kan man se ruden er
markeret ved at rammen omkring ruden nu stér og blinker.

o Endelig kan man nu slette ruden ved at taste DEL eller kopiere ruden ved at taste
Ctrl/Cmd C osv. Derved laegges ruden pa klippebordet og kan sattes ind pa en anden
side fx med Ctrl/Cmd V.(eller mere sikkert: Kopier og Indseet fra Rediger-menuen).

Leag marke til, at man kan ombytte to verkstedesruder ved at aktivere den ene varksteds-
rude, vaelge Byt applikation i Sidelayout-menuen og dernaest klikke i den anden vark-

stedsrude med ombytningsmarkeren fj .

Endelig kan man sprede varkstedsruderne over flere sider ved hjalp af genvejen
Ctrl/Cmd 6 og samle dem igen pa en enkelt side ved successivt at hente dem ind med
genvejen Ctrl/Cmd 4. Fx er det nemmere at arbejde i et Lister og regneark-varksted,
hvis det fér lov til at udfylde hele siden. Nér man er feerdig kan de andre ruder sa hentes
tilbage igen. Tilsvarende er det nemmere at udfere detaljerede geometriske konstruk-
tioner, hvis Geometri-varkstedet far lov til at fylde hele siden. Nar man er feerdig kan de
andre ruder sé hentes tilbage igen.
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A

Sidesortereren
efter veerksteder-
ne er spredt pa
hver sin side med
Ctrl/Cmd 6.
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Nar man samler eller spreder verktstederne kan det betale sig at veere opmarksom
rudernes raekkefalge:

Cpgave 1 s F 5

il

Ruderne gér altsd med uret rundt fra gverste venstre hjerne til nederste venstre hjorne.
Hvis man spreder ruderne med menupunktet Spred applikationer, dvs. genvejen
Ctrl/Cmd 6, dukker de altsé op som fire sarskilte sider i den ovennavnte rekkefolge.
Samler vi dem igen — en efter en — med menupuntket Saml Applikationer, dvs. genvejen
Ctrl/Cmd 4 hentes de selvfolgelig ind igen i den samme rakkefolge:

Opgave 1 Opgave 1 * |4 B c i

10

Udgangssiden Farste gang Ctrl/Cmd 4
Opgave 1 * |4 B c i Opgave 1 * |4 B c i
1 T ’ T

6.75 v

Ingen |-.-_1.-:3,..- opgave
6.75

Anden gang Ctrl/Cmd 4 Sidste gang Ctrl/Cmd 4

Vi vender nu tilbage til trigonometriopgaven fra starten af kapitlet og viser hvordan den
ser ud i en standardopsaetning i DocumentView. Vi satter den altsé op i to spalter pa en
stor skaerm. Venstre spalte er en noterude med opgaveteksten sat ind som billede og
derefter kommenterede udregninger med konklusioner péd spergsmélene. Hejre spalte er
forst en geometrirude med konstruktionen af trekanten og de tilherende méling. Derefter
kommer endnu en note-rude med konstruktionsforklaringen samt en skitse (tillempet fra
opgaveteksten), der viser hgjden fra B. Ved udmaélingen af hgjden behaver vi ikke
konstruere hejden, da vi bare skal male afstanden fra punktet B til grundlinjen AC. Hele
opgaven kan altsd indpasses pa en enkelt side.
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Opgave i trigonometri

| To personer bestemmer en flods bredde vha. et maleband
og en vinkelmiler. De to personer stir med 11 meters
 afstand og miler sigtevinklemne 4 og C'til etue pi den
anden side af floden. Vinkel .4 males til 79° og vinkel C

1

a) Til besternmelse af |[BC| benyttes sinusrelationen:
sols) sn®)

BC AC
Farst bestemmes vinkel B:
B =180-A-C'=180-79-64 = 37
Derefter szttes de kendte starrelser ind i sinus—relationen
solve(L:L b

sin(?Q) sin(S?) '

Dette viser, at siden BC har lzzngden 17.94.

c) > be=17.9422

b) Flodens bredde:

Hajden fra B har et fodpunkt, der kaldes F. Da ABCF er retvinklet kan

h
vi finde hajden h séledes: sin(C) = — .
BC

Tallere indszsttes og der lgses for h:

h
solve|sin (64)=—,p’:r
17.9422

Flodens bredde er altsa 16.1 meter.

‘ il 64° (se figur)
2) Bestem |5C] _ _ til 16.1 meter C'
b) Bestem flodens bredde, dvs. hejden fra Bi trekant S e
ABC I I

Malinger:
(a) |BC| males til 17.94 meter
(b) Hojden fira B mdles

79

 J=16.026% i\
A 11m C

Konstruktionsforklaring:

1. Grundlinjen AC=11 m afszettes.

2. Siden AB konstrueres ved drejning af AC pa 79°.
3. Siden CB konstrueres ved drejning af CA p& —64°,

4. Punktet B konstrueres som skaeringspunkt mellem de to sider.

Men dermed kan opgaven ogsa skrives ud pé en enkelt side.

Prigier| DELL2150-00000 s

THugsine|Synig on =
P:\w&lmnlsn"ui:{lux?!) mm) = | Kopler 1
Udskriftsomide

) Alle sider
© sigeomilae: 11 - | W
Opgave 1
Layout Pﬂ —
. Opgave | tripanametri Rk ) v 1 -
() Vergikal [®) Horsontal =2] - e — Malinger: N
e R gt it T (u_) BC) mdles nil 17.94 meter BC=17.9422 m
Marginer (cm) ia el fogen Vil mlles 175*og viehe. O {h] Hajden fra B mdles
Top | 252] Venstwsios 251 :’t::_’m o
Bund. 28 | M 510 28 & L] ymlmw Bojém fra & trokant ',"..I'-g
Dakumentoplysninger 79
I Tet 0pgave- 00 $H0uetke a) Til bestemmedse af |BC] beryttes sinusrelatonen:
[ Arrangss sidar sber opgaver sinfa) _ sinl8)
5] Tiwey ovevsiain e a
Forst bestemmes vinked 8:
[i7] £aj dokumeninavnet bl sidefocen
A= 180-A-C = 1H-T9-64 = 37 {i
Derefter sawties de kendie stamelser ind | sinus-relationen A 11 m s

mm(ﬁ ﬁ’) * be=17.22 Konstruklionsforkdaring:

Dttt viser, at siden BC hor Uengden 12,94, 1. Grundlinjen AC=11 m afsebes,

2. Siden AB konstrueres ved drejring al AC pd 79",
3. Sien CB konstrueres ved drejning of CA pa -64°.
4. Punkiet 8 konstrueres som skaingspunkl mekiem de to sider,

b Flogens bredde:
Hejden fra B har et fodpunkt, der kaldes F. Da ABCF er retvinklet kan

vifindie hajden b sdledes: sin{£) = == . I
P
Taliene incsmenes of derlases for bt |
L]
sabve| sinf{s4) h
17042

Fladens beedde er alisd 16,1 meter. St e,

§ Fiim

14

1af3

yring Opgave i trig tns

e v |
[ | 13|l

Hulsta [

Vi skal blot huske at saette Antal sider pr ark til 1 og Layout til Horisontal (Landscape).
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Du kan ikke sende

et PublishView
dokument til en
handholdt. En
PublishView fil
kan dog konverte-
res til en tns fil,
der kan overfores.

0: Dokumentstyring
PublishView

Vi vender os nu mod alternativet til DocumentView, det sakaldte PublishView. Som nav-
net antyder, er det malrettet rapportskrivning, der fra starten skrives som et dokument pa
papir. Abner man for et PublishView dokument (fx med Ctrl/Cmd Shift N) dukker det
forste ark op pé skaermen. Man kan zoome ind og ud pé arket, fx for at fa lov til at se hele
arket pa en gang. P4 en computer med god skaermoplesning kan man dog godt se hele arket
pa en gang uden at zoome.

ol - = - Exsempahianing af dokument -
Dokumentvaskiwjslinie
- .
[ Frasspice=_appakationsr = |
EBYN3 S
Th Hspire™ dokumenter %
PublishView™ sbsmantar kS
=
all
T Domimentl % —Oommentz x A0
Sidestarmslse Computer ndstilingsr | Zoom: [100% - + | Tyckalse: [100% -
Sidestgrrelsen

Man skulle nu tro man bare kunne begynde at skrive las péd arket. Men det kan man ikke!
Alt hvad man laver pé arket foregar i en veerkstedsrude, der traskkes ind fra sidepanelet.

Man skulle ogsé umiddelbart tro at man arbejder pé et A4-ark. Men det er ikke tilfzldet.
Arkets format folger det amerikanske Letter-format, som er en anelse bredere, men til gen-
gald ikke sa heijt:

A4-ark =21.0cm x29.7 cm
Letter-ark =21.6cm X 27.9 cm

Nér man skriver ud mister man altsé en ca. halv cm i bredden, hvorfor hegjre margen af-
stumpes lidt. Til gengeeld far man godt 2 cm mere i hgjden, som blot bliver til spildplads,
da der samtidigt er sat god plads af til sidehoved og sidefod. Skrivefeltet er derfor reduceret
til

Skrivefelt =20.0 cm X 22.7 cm

Der er derfor ikke plads til 2 store vaerkstedsruder i sidestorrelse computer, hvis de sattes i
fuld bredde. Nu er det sddan at verkstedsruderne som udgangspunkt hentes ind i Sidester-
relse handholdt. Da Sidestarrelse handholdt kun er halvt sa stor som sidesterrelse compu-

ter er der derfor pen plads til 6 verkstedsruder i standardsterrelse:

Tl -nSpir € CAS 14 Version 3.6
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I sidehovedet er der plads 1il to linjer med oplysninger om forfatteren, titlen pa opgaven, I sidehovedet er der plads 1il to linjer med oplysninger om forfatteren, titlen pa opgaven,
klassebetegnelse, skole, data osv. klassebetegnelse, skole, data osv.
<Opgavenavn> <Opgavenavn>
@ \ ) A V730 Tv T
_ 7139 Ty ° Detle er el beregningsveerksted! {
© Dette er et . ST \ /
\ /
g v v t | \
beregningsvarksted! 5 fri 2
f1 (Y) X /,'
1 \L
X 4 X
-10 1 10 10 1 w0
g “7.39 .
= 5] = .
C Lem ® |A X_var By var ©C c Lem ®|Ax var [Byvar |0 by
1 1 1 2| 2| 4|
4 2 2 4 ° 3| 9|
tekst B 4] 4 16/
<] — 13 5 s 5
Det < —
¢ Alx_var A[x_var
24 @ Dette er et notevaerksted! 24 @ Dete ar et notewmrksted!
& 16 @ L @
> 2
= =iz
8] @ []
6
0 _n.— @
T T T T T o -
1.0 20 30 40 50 . . . —
x_var 1.0 1.5 2.0 25 x};g’ 3.5 40 4.5 5.0
1 sidefoden er der kun plads il én linje? 1 sidefoden er der kun plads il én linje?
1af1 1af1

Tykkelse 100% Tykkelse 70%

(Tykkelse minder om zoom, men fx bliver geometriske figurer ikke starre, de bliver bare tykkere ©)

Obs

Det er meget tun-
gere for compute-
ren at arbejde i
PublishView, sa
det egner sig ikke
til sma computere
med begraenset
arbejdshukommel-
se ®.

TI-725pire cAs

Som det ses, lider iseer Beregnings-varkstedet og Lister og Regnear k-varkstedet under at
blive vist i 'Sidestgrrelse handholdt’. Det kan derfor kraftigt anbefales at man fra starten
satter skaleringen ned for alle vaerkstederne. Det sker i den sékaldte Tykkelse (linje-
tykkelse) i statuspanelet forneden.

-

Tykkelse: |70%

+

Zoom: [100% ~| - +

Sidestarrelse:Computer Indstillinger

Settes den ned til fx 70% ser det straks mere acceptabelt ud ©. Og husk at vi stadigvak
arbejder med standardruder, der kun er halvt sa store som de verkstedssider vi benytter i
DocumentView.

Fast sidelayout

Spergsmalet er nu igen hvordan man mest hensigtsmeessigt s&tter en opgavebevarelse op.
Det afthaenger til en vis grad af ens erfaring. Til at begynde med er det nemmere at styre et
fast men knap sa fleksibelt format. Senere hen kan man sé slé sig mere los ©

Vi leegger derfor ud med et standardformat, hvor vi skriver i to sgjler: En venstre sgjle til
Note-vearkstedet og en hgjre sgjle til de supplerende verksteder, der matte blive brug for
hen ad vejen.

Nér man treekker Note-verkstedet ind i arket kan man flytte det op under opgaveikonet og
bruge det som “anker’ for at fa det lagt pa plads med samme venstre margen som
Opgavetitlen. Man kan nemt se, hvis man treekker det for hejt op ©. Nar forst Note-
vaerkstedet er sluppet kan man gribe fat i ankeret forneden og trekke den nederste kant
helt ned til bunden af arket:
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Du @ndrer opga-
vens titel ved at
skrive lgs 1 titelfel-
tet ©
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1 sidehovedet er der plads 11l 1o linjer med oplysninger om forfaneren, titlen pé opgaven

klassebetegnelse, skole, data osv.

<Trigonometriopgave>
[ = |

1 sidefoden er der kun plads til én linje!

1af

Laeg merke til de bla formatteringslinjer, der dukker op, nér man treekker i ankrene. De
kan bruges til at satte varkstedruden praecis i forhold til andre objekter pa arket.

Der er nu rigelig plads til at begynde at skrive lgs og satte den samme opgave op som for.
Her har vi trukket et Geometri-vearksted ind i hgjre sgjle og givet det god plads i hgjden.
Konstruktionsforklaringen har vi paceret nedenunder i en selvsteendig Note-rude.

TI-72Spire cAs

I sidehovedet er der plads til 1o linjer med oplysninger om forfaneren, titlen pd opgaven,

klassebetegnelse, skole, data osv.

<Trigonometriopgave=

AT T e
e s 2t a3 N oo 12,

4 Flaters bredie:

e b et bturke. kol D ABCF arreturkla b d e
s
rejanh stleces sin(c) = e

Im

1 sidefoden er der kun plads il én linje!

1af2

16

Version 3.6



Tip

Selv om du bevarer
rammerne omkring
varkstedsruderne
kan du godt fjerne
dem 1 udskrivnin-
gen af dokumentet.
Det samme gzelder
opgaveskiftene ©

Tip

Det er nemt at
markere en rude
ved at klikke pa
rammen og flytte
rundt med den —
ogsa til helt an-
dre ark. Det er
0gsé nemt at
slette ruden eller
kopiere den fra et
dokument til et
andet med
Ctrl/Cmd C ef-
terfulgt af Ctrl
/Cmd V.

Tip

Selv om du i
princippet kan
opdele en vaerks-
stedsrude 1 un-
derruder er det
overfladigt i
PublishView ©

Tip

Du fjerne et opga-
veskift ved at klik-
ke i opgavetitellin-
jen og derefter
klikke i det rade

kryds X .

TI-72Spire cAs 17
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Det kan godt vaere du synes det ser anmassende ud med rammer omkring verksteds-
ruderne, men dem kan man fjerne igen ved at hgjreklikke i arket og veelge
Layoutindstillinger:

S5)

Layoutindstillinger

.................................

Indsaet 4 Vis objekigraenser

Rediger k

ok |

Layoutindstillinger ...

Fjerner vi hakkene ser det séledes ud:

1 sidehovedet er der plads 1l to linjer med oplysninger om forfareren, titlen pd opgaven,
klassebetegnelse, skole, data osv.

T

Onrm v s msen B har e 1204,

1 sidefoden er der kun plads til én linje!
1af2

Nér man ikke kan se opgaveskiftene kan man altsd heller ikke laengere se opgavenavnet!
Det kan sa i stedet tilfojes i Note-veerkstedet ©.

Du kan dog ogsa tilfgje rammerne og opgavetitlerne i forbindelse med udskrivningen. Her
abner du bare for Print-dialogboksen og setter kryds de rigtige steder. Da Print-vinduet
indeholder en forhdndsvisning af udskrivningen, kan du faktisk bladre hele dokumentet
igennem og leese det pa skermen for at se om udskrivningen bliver som forventet. Laeg
marke til luften omkring sidehovedet og sidefoden. Det skyldes som sagt, at vi udskriver
til et A4-ark fra et Letter-ark ©

Det faste sidelayout er meget nemt at handtere. Nar der ikke er plads mere pé et ark
indsaetter vi blot et nyt ark (gerne med Ctrl/Cmd I). Her satter vi igen en Note-rude i
venstre sgjle og fortsetter ... .

Har vi brug for en ny opgave, indsatter vi bare et nyt ark og pa det nye ark starter vi med

at indseette en ny opgave, der vises som et opgaveskift i toppen. Men der er ikke meget
spreel i det faste sidelayout ©.

Version 3.6



0: Dokumentstyring

Prigier, DELLZ150-00000 -
T udsirit
Papirgtorrelse] a4 (2105297 mm) = | Kopier| 1

T sidehovedet er der plads 5 10 linjer mod oplysninger om forfanenen, fbn pd opgaven.
Kamcbewegne ke, shole, dam osv,

Udskriftsomrade
(@) e 3k
O pkoredde: |1 - B 1
2 Aadueit ark
5] uasinw spgavesian ag nave.
7] Uasimw sidehoveder
[ wasi siaetod
[C] udsinw cplekprmnsar
A w
{2l () mite 7 17 94 menwe
13} derden pa B mdie
o 16,1 menr
1 dhibefiotion er e hiss pniti 111 #m line!
1af2
) \is udsirmt
Mulst | sk i Anewier |

Lgst sidelayout

Man kan godt fa mere fleksibilitet ind i layouten ved at undlade at arbejde i sgjler. Man
kan da szetter ruderne praecis som man vil. Igen kan man bruge de blé forankringslinjer til
at treekke ruden pé plads i den enskede placering i forhold til de andre objekter pa arket.
Man kan endda lade ruderne overlappe og bestemme hvem der skal ligge @verst og hvem
der skal ligge nederst, nar ingen af ruderne er aktive (for nér de aktiveres rykker de altid i
front). Men overlappende ruder kan godt virke forvirrende, sd det ber man normalt holde
sig fra.

1 sidehovedet er der plads til to linjer med oplysninger om forfaneren, titlen pd opgaven,
klassebetegnelse, skole, data osv.

<Trigonometriopgave>

B
BE-17.0422 m

i)

ATl besienmos a1 ] beryies sinsslaionan. S -\_m(ﬂ
W
Fors oo Wikl &
R R
Dnveter saties o hencee Zametar ind| sius-reimen ]
( B ()
(@) da(7) a(7)

ot e 3t aten B hr e I,
- |

1
Denne noterude ligger forrest. Men eter
451 | Klikker man i en af de andre ruder
I forsvinder den delvis. Den dukker
138 i s . Sl ¢ da ferst rigtigt op igen, hvis man

rann sea (0 - enten klikker i den eller hvis man

e i g o 1 2 klikker i arket udenfor ruderne.
m[,‘.(‘.u il ..)ru‘ ™ barer
o

i a6
Pl bk 8 L& i A

A

|Det kan godt virke forvirrende @.

1 sidefoden er der kun plads til én linje!
1af2
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Man kan da bekvemt arbejde med ruder der straekker sig pa tveaers af hele arkets bredde.
Trigonometriopgaven kan da fx se séledes ud:

1 sidehovedet er der plads til 1o linjer med oplysninger om forfatteren, titlen pd opgaven,
Kkhassebetegnelse, skole, data osv.

<Tiigonometriopgave>

| To personer bestemmer en flods bredde vha. etmilebind
g en vinkelmailer. De to personer stirmed 11 meters

stand og miler sigtevinkleme 4 og Ctil ettre pi den

den side af floden Vinkel 4 miles til 79° og vinkel C
64° (se figur)

a) Bestem |BC

b) Bestem flodens bredde, dvs. hojden fra Bi wekant oo

ABC + i

Lim

BC=179422m

[E———

1 Gandiren AC=11m diaites

2 S0 A HONALEIES W NG AT PTY

% St bemvamstres e repingat €A P65

4 PUHEE SHOOGILENES S0W SHATNGEAKE LS 58 D H0A.

Enél . ot siden BC i Langcen 54,
3 Focer: brecse

Ffcen Fai har ot bopank. dar kaldes £. D ASCF er retunklet kan W finde hajden b <ledes:
[ T I R ————
w

m.t.‘w) — .)4 s

Pt b o e Lo

1 sidefoden er der kun plads il én linje!
2af2

Hvis man foretrekker et mere lost layout leber man dog hurtigt ind i det problem, at der
skal skaffes plads pé en side, fordi man vil udvide en beregning eller indsatte et ekstra
billede osv. Det kan ogsé vaere man fortryder et afsnit og pludselig star med en tomt ga-
bende hul pa en side.

Man skal da hgjreklikke et eller andet sted i arket, hvor man gerne vil tilfgje plads eller vil
indskranke pladsen. Derefter valger man Rediger » Tilfgj/Slet mellemrum.

Inds zt b I

Rediger D TilfgjiSlet mellemrum
Layoutindstillinger ... [ Inds =t Chrl+y
| Slet ark

Der dukker da en skillelinje op som faestnes ved at man klikker p& den:

BC=179422 m

i 6.1 merar

A nm O

Trk opad og vk pa enter for at fjeme melleronomrnet

Trek nedad og oy pa enter for at tilfaje et melleromom

a1 Til besienmmelse 3 [5C) bervties sinusnel diomrn L(p] ﬂ - Farst findes wWrkel 5 Kensindtionsfoddadng:
B A 1. Grundingen AS=11m daapthes .
B o= L84 O =] A 2. Sichern A 5 hons ueness ved drgjringad AC pd T
Cereter sattes e kendhe shametser (nd | sinis —ndatanen 3. Skden T honainustne sed dejningad CA pa -8,
e e L ] 4, Punkat & Koreanerds SO sHaATIGRRUTKE Mals & O S,
aanl®@) salw)
Dot wser, af sden BC har langdan 17.94.
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Som det ses kan man nu enten traekke opad (gerne med piletasten a ) for at fjerne et
, eller man kan trackke nedad (gerne med piletasten « ) for at skabe et

1.5 m

Malinger:

':;. :' BC| maies 61 17.94 metey

':'l':' Haider Fo 8 males
BC=17.9422 m

il Te.l meser

anfa)  anlad B truiEons fod Lasng:
a1 Tl besienmad se & 157 benydies dnueae] S0 ——— Farsd findes Wrkel 5
t BC AC 1. Gundingen AC=11m daattes.

B=180A C=1807 &1 I Siden A S kons ruenes ved drgjringad AC pd T

Cereter sattes de kendhe sharetser (nd | 5 inus —rel 2 onen bl 3. S CE onsimueres ved dhening af CA pd -6
|' i 1 'I 4. Funktet 5 konstruerg £am sharings purkt melem o 0 50
st | — e
Ve () smlmh |

DCefie vser. af sidenBC har lengden T7.94.

b Flodens bredbe:
o e 138 har e hpunks, Sy Kaldes F. D0 ASCE er RRANHLEE Kan W finde nagden & Slaces

anlr) A Talane e ogseraces B
B
-u.-\-ll-«:ul-n] —"':l’
R

ik loeockde o dilad L6.] mwdis.

Her er der trukket — for langt — opad ©.

Med lidt gvelse kan man reparere pa layouten pa denne made. Skubber man tilstreekkeligt
meget nedad, ryger verkstedsruderne over pa en ny side, der oprettes automatisk, hvis der
ikke allerede er en.

_ Til sidst bemeaerker vi at der ikke findes nogen Sidesorterer i PublishView. Men man kan
—— skaffe sig oversigt over siderne ved simpelthen at zoome kraftigt ud (her vist med 35%).

Specialvaerksteder i PublishView

Udover de traditionelle matematikverksteder kommer PublishView med sine egne fire
nye medieverksteder, der kun virker i PublishView, dvs. de kan ikke overfores til tns-
dokumenter (endsige handholdte). To af medievaerkstederne bibringer dog ikke noget
egentligt nyt, sa de kan reelt erstattes af matematikvaerksteder, der stort set kan det samme.

PublishView™_elementer b3

Der er tale om et Billed-vaerksted, et Video-verksted, et Tekst-varksted og et Hyperlink-
vaerksted. Her er Tekst-verkstedet reelt darligere end Note-verkstedet, sé det er der
faktisk ingen grund til at bruge krudt pa. Da man ogsé kan indsette billeder i Note-
vaerkstedet vil man under normale omstaendigheder heller ikke have brug for Billed-
veerkstedet ©.

Reelt kommer de nye mediemuligheder derfor fra Video-verkstedet og fra hyperlink-
vaerkstedet. Vi ser nu kort pa mulighederne hver for sig:

—
1. Billed-veerkstedet:

Traekkes billedverkstedet ind pa arket, abnes en dialogboks med en stifinder, hvorfra man
kan hente billedet i et af formaterne jpg, bmp og png:
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=:J Vaelg et billede der skal indsasttes i PublishView™ =) <Opgavenavn>

Sagi: IFE Pictures

-] mdE (@

|| clu_4g_gout_det2 jpg
=] clu_4g_gout_det3 jpg
@] eksamensplan.bmp

|| eksamensplan.jpg
=

|| fountain1 jpg
\E| Haslev1 jpg

Ferie 2008 - sep 228.jpg

|d] HYAD_ER_MATEMATIK-_as_QRcode png
& Mandelbrot_set_with_coloured_environment.bmp = Stevnsforietjpg

Mandelbrot_sei_with_coloured_environment jpg WEIRSEYERATIN] 0]

4 Mathilde slutpng
Nanna.jpg
OlavsQR.bmp

rumlig grafjpg

Santa Maria Movella.jpg
sommerfugl 80 png
Spider Rock jpg
SQ_50x75 jpg

) [t ) e ) )

4

1 13

Filnavn: ‘Mande\bmtﬁsetﬁwwthfcolouredfenwmnment.mg

Filtype: ‘A\Ie billeder (*jpg, *.jpeg, *.omp, *.png) -]

Indseet billede | | Annuller |

Men husk at man ogsé kan satte billeder ind i et Note-varkstedet, sd det er kun specielle
billeder i en szrlig kvalitet, som ber sattes op med Billed-varkstedet, da disse billeder, jo
ikke kan overfares til DocumentView og dermed heller ikke til handholdte.

g 2. Video-veerkstedet:

Traekkes videovaerkstedet ind pa arket, abnes en dialogboks med en stifinder, hvorfra man
kan hente videoer gemt i formatet flv:

®3 Veelg en video der skal indsasttes | PublishView™ &

Soegi fe

- Bem @

B_OL-filer

age

pire_CAS_Teacher_Software-3.2.0.1114 g Hypotesetestvideo_08-11-2011(16.55.01).fiv

Fﬁ Videos

ﬂ Dokumenter

Q Calculus rapsody video_02-08-2011(21.24.38).flv
Q Exam calculus video_02-08-2011(22.03.41).flv

Q Interferensmenster video_10-09-2011(18.45.05).fiv

= Lady Tasting Teavideo_25-09-2011(16.02.51)Av

Q Rodney King video_21-08-2011(17.19.24) fiv
£ Snells law video_08-08-2011(14.21.37)fiv

4

L] ¥

Filnavn: 'LadyTasung Teavideo_25-09-2011(16.02.51).fiv

Filtype: IAlle videoer (* flv)

I 00:05 nee 02:45 sl
= | = | = |

Indszet video ‘ | Annuller |

Videoer er et steerkt medie til at introducere nye emner, herunder til instruktionsvideoer i
brugen af TI-Nspire CAS ©. Men de kan altsé kun vises i PublishView-formatet.

3. Tekst-veerkstedet:

Traekkes tekstverkstedet ind pa arket, abnes en tekstboks som man kender den fra Word.
Det abner mulighed for simpel formatering af teksten:

[
(]
®

s - A - Tnspire -1z - B I

—_—
[Indtast din tekst her
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Vi far dog ikke mulighed for at benytte haevet skrift, senket skrift eller overstreget skrift,
ligesom vi ikke kan indsette skabeloner. I forhold til Note-verkstedets muligheder er det
altsa en pauver omgang, hvor det alene er muligheden for at justere linjerne (venstre-
justeret, centreret osv.) samt muligheden for at indsette et hyperlink # der dbner nye
muligheder. Men et hyperlink kan man jo lige godt indsatte med Hyperlink-varkstedet.
Alt1i alt er det altsa svaert at se fordelen med tekstverkstedet i dets nuverende udform-
ning, og da det ydermere ikke kan overfores til DocumentView skal der tungtvejende
grunde for at begynde at blande det ind i PublishView ©.

84. Hyperlink-veerkstedet:

Traekkes hyperlinkverkstedet ind pé arket, abnes en dialogboks, hvrofra man kan indsztte
et hyperlink til en anden fil p&4 computeren eller til et websted.

Hyperlink =)

Tekst |Er pigervenstreorienterede? |

Adresse: | hitp:/iwww.youtube.comiwatch Pv=mWnERZMIQT o ] W

Henvis til en fil pa din computer eller dit netvaerksdrev.

(a9 Henvis til en internetressource. Hvis du vil 52 mere 5d klik her

Er piger venstreorienterede ?
oK Annuller

Som det ses, indsettes der en tekstboks med hyperlinkteksten skrevet i bla understregning,
for at understrege at der er tale om et hyperlink. Man kan sé efterfolgende som vist supple-
re med lidt forklarende tekst. Klikker man pé linket abner man i dette tilfeelde for YouTu-
be filmen Er piger venstreorienterede?

'u » Er pigervenstreorier 41 x YR Google x Y9 Calculators and Education x
€« C ff [ www.youtube.com/watch?v=mWnERzMfQ70
2% ppplikstioner [ Foresldede websteder [ Tilpaslinks [ Custom search g Physics at a Researc... Google [ Custom search [Y Startside

Youl® I
- lﬁull JMEI mm

GUIDE

Er piger venstreorienterede?

Hyperlinks er et staerkt vaerktoj til at henvise til fx en instruktiv YouTube-film, som den
ovenstaende, eller et uddybende dokument, fx et andet PublishView dokument, der gar
mere 1 dybden med en eller anden detalje.

Tl“ﬂspir € CAS 22 Version 3.6



0: Dokumentstyring

Et eksempel pad et PublishView dokument

Du kan nu eve dig i at opsztte et PublishView dokument med brug af mange af de omtal-
te feerdigheder. Det folgende eksempel indeholder verkstederne: Noter, Lister og Reg-
neark, Diagrammer og Statistik, Grafer samt PublishView-varkstedet Hyperlink.

Prov selv at genskabe dokumentet nedenfor — ikke ved at kopiere gammelt arbejde til
PublishView, men helt fra bunden af. Det er sddan du kommer til at arbejde med opgave-
losning i TI-Nspire CAS ©

Temaopgave om tryk og dyhde

Tiyk og dybde

Vi skal finde ligningen for trykket som funktion af
dybden.

Som udgangspunkt har vi en tabel med
sammanherende vardier af dybde og tryk:

dybde + | 10,

dybde [Eyk  © P

L 4
; 10 1.96
13,35 40,100 | B | |
| B 13 225
3
4
5

k- 1.9, }
tryk - 4 1. 35- 4.36_

1,484,106 |
40| 4.84
100, 10.6]

i afbildertabellen i et diagram og armvender linesr
regression il at finde ligningen.

Det ser ud som om punkterne bgger fint langs den
rette linfe ] —
=stat.RegEqn (1) * 1=0.0050%- x+1 000& Az 10

Bestem trykket i dybden 60 m:

Vikan spore trykkat pa grafen, men deter lidt mana
praecist at beregne det &

stat, RegEqn (60) » 6.76019

tryk

| dybdan 60 mater er trykket altsa §.8 atm.

Vi skal ogsa finde den dybde, hvor trykket er 15
atm. Det igger udenfor grafomradet, 53 vi finderdat
ved atlesa en ligning:

solve|l5-stat.RegEqn (1)1} » =145.54 10 20 30 40 théio 70 BO 90 100
yode

Vi skal altss ned i dybden 145 meter for atkomme ap

pa trykkat 15 atm.

o1 i1 \-'I/:'I’
//

./’

Her kan du kese mere om tryk: -
Tivk i en starre saminenheng /

o fl [1] stat. RegEqn (x]
Lo 6,76 )

| dybde tryk )

| -

TO[Ter 150

Temaopgaven er udarbejdet i samarbejde med ...
1af1

Den feerdige opgave kan du udskrive med menuvalget Filer » Udskriv...

Samspillet mellem DocumentView og PublishView

Nér man har arbejdet i DocumentView, fx fordi det er hurtigere at arbejde med i timerne
pa skolen, sé ville det vaere rart efterfolgende at kunne konvertere tns-dokumenterne til
tnsp-dokumenter, dvs. PublicView-dokumenter, fx fordi der skal udarbejdes en rapport. |
sé fald er der nogle specielle forhold man skal vere serligt opmarksomme pa.

For det forste vil man ofte arbejde med sideopdeling i ruder i DocumentView, sd man har
flere veerksteder pa samme side. For man konverterer et tns-dokument, ber disse ruder
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derfor opleses og fordeles pé serskilte sider. Det sker hurtigt ved at gd dokumentet igen-
nem og taste Ctrl/Cmd 6 pa de sider, der skal opleses.

Dernast ber man overveje om det kan betale sig at konvertere hele dokumentet i ét hug.

Det kan man nemlig gere ved hjelp af
Filer » Konverter til ... » PublishView

% Dokumentl - TI-Nspire™ CAS Student Software

Rediger Indszt Vaerkisjer Vindue Hijzelp
2 Nyt TI-Nspire™-dokumentet - Sidestarrelse til handholdt  Ctrl+N
Nyt TI-Nspire™-dokumentet - Sidestarrelse til computer  Cirl+Alt+Shift+N
: Nyt PublishView™-dokument Ctrl+Shift+M
= Abn dokument... Cirl+0
Afslut Cr+wW
Gem dokument Cirl+S
Gem som...
Eksporter * | T-Mspire™-dokumentet - Sidesterrelse til computer
Indstillinger 4
Seneste dokumenter r
Afslut Alt+F4

Man kan imidlertid ogsa velge at kontrollere processen selv, hvilket giver langt storre
fleksibilitet i hvad man vil have overfert og hvordan. Man skal da &bne for stifinderen
D i sidepanelet under TI-Nspire™ dokumenter, der giver adgang til ens tns-dokumen-

ter:
Tl-Nspire™_-dokumenter *
Veelg dit arbejdsdokument
Dokumentvmsktajslinje |;
= o
| THASpre ™ appilkatoner £
3 “* B
BUN= w3 Vaelg dit arbejdsdokument =5
WRSIE
[Tilpie doramanies = Segi | | Forste del
Vadg ar arbejdsdckument
s aa0sgaes | mgoniroating oo B | afdrag pa geeldins | Udsmykning i geometri tns
ARG S || Analytisk geometri tns
e o . | chi2- test for uafhaengighed.ins
) | DataQuestins

[

= DokumentB.tns

| Goodness offitins

*| Karaktersammenligninger.ins
Opgave i figonometritns

*| Parablen i porten.tns

|| terningespil.ins

+| Trigonometriopgave tns

=

[

[

2

[2

Filnawn: |ngave itrigonometritns ]

Filtype: [TI-NspireT"—do kumenter (* tns) - ]

[ Abn l [ Annuller ]

Herefter kan man treekke de sider fra tns-dokumenterne man har brug for, ind i den rekke-
folge der nu métte vaere passende.
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Alternativt kan du
lave tildelingen séle-
des 1 — a, hvor pilen
findes i symbolpalet-
ten - eller du kan

bruge genvejen =:
(lig med kolon), dvs.
1:=a. Endelig kan du
bruge define-kom-
mandoen, dvs. taste
definea=1

TI-725pire cAs 25

Variabelstyring

I arbejdet med TI-Nspire CAS er det meget vigtigt at forsta, hvad variable er, hvordan
de handteres, samt at kende betydningen af konkrete variable, der har faet tilskrevet en
veerdi og symbolske variable, der endnu ikke har féet tilskrevet nogen veerdi.

Variable kan deekke over mange ting, men her vil vi forst og fremmest fokusere pé
talvariable, dvs. variable hvis verdier er tal. Man kan tenke pa en variabel som et spil-
lekort, hvor variablens navn stér pa den ene side, dens veardi pa den anden side. S&
leenge man kun spiller med navnesiden opad, handteres variablen som en bogstavvaria-
bel, der opferer sig pa praecis samme méade som tal, nr man regner pé den, fx legger
den sammen med andre bogstavvariable. Men nar variablen tildeles en vardi, dvs. man
vender kortet, skifter den status og der regnes udelukkende videre pé talverdien.

En egentlig symbolsk variabel er sa et kort, hvor der godt nok star et navn pé den ene
side, men der er endnu ikke indskrevet nogen vardi pa den anden side af kortet.

Toppunktsformlen for en parabel

I dette afsnit benyttes som eksempel toppunktsformlen for en parabel

(53]
2a 4a

hvor &, b og ¢ er koefficienterne i parablens ligning y=a- X* +b-X+C, mens
d =b’ —4a-c er diskriminanten herende til parablens ligning.

Vi vil som udgangspunkt arbejde i Note-verkstedet, som er et interaktivt dynamisk
verksted, hvor man for alvor kan se variablene udfolde sig. Det kan godt i starten virke
lidt mere forvirrende end det beskyttede Beregnings-verksted, hvor udregninger ikke
opdateres. Men det er afgjort umagen verd at veenne sig til at arbejde i Note-verkstedet
©. Hold godt gje med hvad der sker med matematikfelterne undervejs, nar du gennem-
arbejder det folgende eksempel ©

Variablene optreeder ogsa i de evrige varksteder, hvilket vi undervejs vil se mange

eksempler pa.

1. Tildeling af talvaerdier til variable

I det konkrete eksempel, Y= X" +2X—1,er a=1, b=2 og c=—1. P TI-Nspire
CAS kan du gemme talvaerdier i navngivne variable:

Et 1-tal gemmes i variablen a ved at taste: a:= 1 i et matematikfelt (Ctrl/Cmd M), og
tilsvarende for de andre variable, se skeermbilledet neste side.

Du kan ogsé gemme vardien af et udtryk/formel i en variabel, fx kan du gemme veaerdi-
en af b” —4a-C i en variabel med navnet d. Du skal blot taste d :==b”*—4a-c.

Man siger at @, b og ¢ er uafhaangige variable, idet det star frit for at udskifte deres
veerdi som det matte passe os.

Til gengaeld er d en afhaangig variabel, idet dens verdi aftheenger af vaerdien af de frie
uafhangige variable a, b og c. Vi kan derfor kun udskifte vaerdien for den athangige
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Tip

Du behaver ikke at
taste Enter efter hver
tildeling, men du ma
gerne. Det bliver
mere overskueligt,
hvis tildelingerne
adskilles af et kolon
og udferes som en
samlet kommando
indenfor et enkelt
matematikfelt.

Obs

Gemmer du en ny
verdi 1 en variabel,
vil den gamle vaerdi
blive slettet. Indhol-
det af en variabel kan
ses ved blot at skrive
variablens navn i et
matematikfelt efter-
fulgt af Enter.

Obs

I matematikfelter
bliver variable, der
har fiet tildelt veerdi-
er, noteret i fed,
symbolske variable
noteret i Kursiv og
matematikkomman-
doer i normal skrift.

1: Variabelstyring

variabel d indirekte ved at aendre pa veerdierne for de uathaengige variable a, b og C.
Hvis vi forsegte os med at tildele variablen d en talverdi direkte ved en kommando pa
formen d :=... ville sammenhangen med variablene a, b og ¢ blot blive brudt.

a:=1:b:=2:c:=-1 » -1 Dette er et eksempel pa en multipel kommando!

d::b274-a-c -8

Det er vigtigt at skrive gangetegn mellem a og ¢ i udtrykket b”> —4a-c. Udelader du
gangetegnet, opfattes ac som navnet pa en variabel. Derimod behgver du ikke at skrive
noget gangetegn mellem 4 og a — her benyttes underforstdet multiplikation. Kravene
til et variabelnavn ger dette muligt, idet et variabelnavn skal starte med et bogstav.

TI-Nspire CAS genkender godt nok underforstdet multiplikation, men det kraever sé et
mellemrum mellem de to variabelnavne. Det ville altsa have varet korrekt at skrive
d:=b’—4a c. S snart du trykker Enter indsztter TI-Nspire CAS selv det underfor-

stdede gangetegn og alt er som for. Vi vil dog generelt anbefale at man sa vidt muligt
undlader underforstaede gangetegn, da de nemt kan bidrage til forvirring omkring

formlernes struktur.

Du kan nu se, at selv om variablen d er gemt som en formel, udregnes verdien af d som
tallet 8. I samme gjeblik du @ndrer pa verdierne af a, b og c, &ndres selvfolgelig ogsa
veerdien af den athaengige variabel d. Andrer du fx de verdier, der er gemt i variablene
a, bogctila=2,b=12ogc=13, og tjekker d’s verdi, ser du, at denne @&ndres som
forventet (gron indramning):

abic -

d - 40|

di=b2-d-a-¢c + 40
a:=2:b:=12:c:=13 = 13

Ups! Nu blev de oprindelige tildelinger ophaevet!

Men samtidigt ser du ogsa at den oprindelige tildeling af veerdier til variablene a, b og
ophaves og de udregnes nu blot med deres aktuelle verdier (rad indramning). Det er i

overensstemmelse med det generelle princip:

Det er altid kun den sidst udferte tildeling af en vaerdi til en variabel, der er gyldig!

TI-725pire cAs
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Det er derfor man skal vaere forsigtig med navngivningen af variable. Hvis man ved et
uheld indferer en variabel med samme navn som pa en tidligere side indenfor den
samme opgave ophaeves den oprindelige definition og den oprindelige side genberegnes
i overensstemmelse med den nye definition: The past is not protected!

2. Sletning af variable

Du skal nu lave det hele en gang til, men i omvendt orden. Forst skal du slette de veer-
dier, &, b, ¢ og d har faet tildelt. Du kan nemt klare sagen ved at vaelge

fE 6:Beregninger » 1:Definere variable » 2:Slet variabel...
— eller blot skrive kommandoen DelVar direkte (red indramning):

|'3§ |G- - A [ ~[n A A |B | I U A A abc e Alle matematikfelterne pavirkes
R sl dinger, ' b2-4-a-c*b3~4ac starktaf at variablene slettes!
'-’H 2:Skabeloner » . . .
. 2:12:13 ¢ 13 De bliver omdannet til symbolske variable
¥ 3indszt v
e d-d eller fiernes helt fra matematikfeltet!
M 4:Formater ’

|8 5indstillinger for matematikfelt »

B:Beregninger

DelVar a,b,c,d * Uri)%n]

® 1:Definere variable | 1:Define

2:Slet variabel. ..

3:Bibliotek 4

s aTal ,
X=3:Algebra 3
fd 4:Differential- og integralregning *
EE‘ S:Sandsynlighedsregning v
X 6:statistik '

[SS 7 Matricer og vektorer v

Obs

Husk at en variabel
kan kun slettes med
DelVar-kommando-
en. Den forsvinder
ikke bare fordi man
sletter et matematik-
felt!

$€ 8:Finans b

Virkningen er som det ses dramatisk: De uafhaengige variable @, b og ¢ genopstar som
rent symbolske variable uden en verdi. Den afthaengige variabel d genopstar ogsa som
en symbolsk variabel uden verdi, idet sammenhangen til variablen @, b og ¢ nu er
brudt. De forskellige tildelinger af veerdier degenerer til deres talvaerdier: De har ikke
leengere gyldighed som vardier for variablene, da disse nu er slettet fra listen over vari-
able i den pagaeldende opgave.

3. Tildeling af formler til variable

Nu er variablene &, b og ¢ udefinerede symbolske variable, og nar du igen udferer tilde-
lingen d = b’ —4a-c (gren ramme) til den athangige variabel d er det derfor udtryk-

ket b* —4a-c, der gemmes i d, mens variablen d ikke i sig selv har nogen veerdi, for de
uafhaengige symbolske variable a, b og c tildeles verdier (red ramme).

abec ¢

b2 -tac b dac
2:12:13 » 13
drbi-dac

d-b>-dac

abee » -1

b2-4ac-8
2:12:13 - 13

Ups! Nu forsvandt Del Var—kommandoen!

d=b2-dac- b2—4-a-(|]

Sé er vi tilbage hvor vi startede!

TI-72Spire cAs
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En ulempe er naturligvis, at sd snart du tildeler veerdier til a, b og ¢, vil du ikke leengere
umiddelbart kunne se, hvilken formel der er gemt i d — det kan du kun, hvis a, bog
er udefinerede.

4. Midlertidig tildeling af veerdier til variable

Slet nu variablene a, b og ¢ med kommandoen DelVar a, b, ¢ — se venstre skermbillede
nedenfor (gren ramme). Udregningerne af d opdateres nu, idet maskinen svarer ved at
give dig formlen, der er gemt i d (se udregningerne oven over DelVar kommandoen).

Du kan nu udfere en midlertidig tildeling af verdier til variablene i d og beregne ver-
dien af d ved at skrive:

dja=landb=2andc=-1

I denne kommando star den lodrette streg | for with-kommandoen, der kan leses som
*givet at’ eller "hvorom det geelder at’, sédan som du méaske kender det fra meengdeno-
tationen. Hele kommandoen kan altsé lases saledes

Udregn veerdien af d givet at a har vaerdien 1, b har verdien 2 og € har verdien -1.

Under selve udregningen vil de symbolske variable a, b og ¢ da midlertidigt tildeles de
ovenfor nevnte verdier (se igen venstre skaermbillede nedenfor i red ramme).

Efter denne midlertidige tildeling kan du let tjekke, at du stadig kan fremkalde formlen
id, samt at a, b og ¢ stadigveek er udefinerede symbolske variable (se igen venstre
skaermbillede nedenfor i rad ramme, hvor fx vardien af a tjekkes i den efterfelgende
linje).

abe v c bidac b dac =
bl dacrblidac 21213 > 13

21213 » 13 d-b2sac

d-bi-tac d-bidac

drb3-dac d=b3-t2ac+b2-2ac

d=b2-dacrbi-dac

1:2:-1 = -1
DelVar abe » Udjort dja=1 and b=2 and c=-1 * 8
dja=1 and »=2 and c=-1 * 8] Et eksempel pi en midlertidig variabeltildeling. ara
e top:={i,l} . ji-l ach”h Den forste listeformel!
B 2a 4a |3'(r 4 a
=1+ {-1,2}

1:2:-1 = -1

Nu er d igen en rent symbolsk vanabel!
DelVar a,b,c » Udfort

topla=1 and b=2 and ¢

For at lave en formel, der bestemmer toppunktets koordinater, behgver du nu blot at
taste folgende:

De krollede parenteser { og }, er vigtige at fa med, men betydningen skal du ikke be-
kymre dig om lige nu. Her bemaerker vi blot at variablen top er en athaengig variabel,
idet dens vaerdi afhenger af variablene a, b, ¢ og d, samt at veerdien af top er et koordi-
natset, dvs. en kombination af to tal,

nemlig X-koordinaten X=—-— og y-koordinaten Yy=-——.
2a 4a
Herefter skal du blot lave en midlertidig tildeling af veerdier til variablene i formlen top
for som vist at fa beregnet toppunktets koordinater i et konkret eksempel.

Tl-nspir € CAS 28 Version 3.6



Tip

Lag merke til, at
formlen for d udnyt-
tes ved udregning af
listel.
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5. En brugerdefineret funktion

Toppunktsformlen kan ogsa implementeres som en brugerdefineret funktion af 3 vari-
able. I Note-varkstedet skriver du da (se skarmbillede gron ramme):

2 - .
toppunkt(a, b, ¢) := {_Z_t;,_b4_‘;?0}

Herved defineres en funktion med navnet toppunkt. For at bestemme toppunktet for
parablen Yy = x> +2x—1, indtaster du toppunkt(1,2,-1):

o ——trr -t
121+ -1
DelVar a,b,c » Udfort
dja=1and b=2and c=-1 * 8
a*a
”

b d J’ b 4acb”|
top:={ —,— " | — ————

2'a 4a l}a 4 a J
topla=1 and b=2 and c=-1 * :12}

Den forste bruger—

b2 4@
tol.vl.)unkt(a,al*u,CJ:={i,-{E};4aC)l » Udfort
: 4-a J

definerede funktion!

Laeg marke til at navnene pa inputvariablene for en funktion kun er midlertidige
variabelnavne, der oprettes nar du skal udregne en funktionsverdi, og som midlertidigt
tildeles veerdierne, som star pa deres plads, nér du beder om at f& en funktionsvaerdi
udregnet, fx toppunkt(1,2,—1). Man kan derfor bruge hvilke som helst navne for disse
inputvariable, men man bruger normalt neutrale navne, altsé ikke navnene for allerede
navgivne variable med allerede tildelte verdier, selv om det i de fleste tilfelde ikke
ville spille nogen rolle.

6. Lister

I ovenstiende indskrivning af toppunktsformlen satte du krellede parenteser om top-
punktets koordinater — du lavede en liste. Vi vil nu se neermere pa lister. De folgende
indtastninger ligger altsd i forlengelse af de foregdende! En liste er en samling af ob-
jekter (tal, udtryk/formler, strenge/tekster), som ikke nedvendigvis er relaterede. Som
meangder angives lister med krollede parenteser og de enkelte elementer separeres af et
komma, men til forskel fra mangder, kan en liste indeholde dubletter.

Lister kan indtastes manuelt eller vare resultat af anvendelse af en operation, der retur-
nerer en liste - fx zeros, som du har stiftet bekendtskab med tidligere i eksempelsamlin-
gens forste del. Nedenfor er vist nogle eksempler pa lister:

listel:={abed} - {1,2-1,8]

liste2:={7,8.11,17} » {7,8,11,17}
Liste1[2] - 2

liste 1+liste2 > {8,10,10,25 |
|
J

liste22 + {49,64,121,289

Pé skaermbilledet er vist, hvordan du kan trackke et specifikt element, her det andet
element ud af liste2, ved at sztte en kantet parentes om elementets nummer (red ind-
ramning). Du kan regne pa lister praecis som pa tal og herunder benytte alle standard-
funktioner, selvom det naturligvis stiller visse krav til listens elementer.
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1: Variabelstyring
Oversigt over variable

Hvis du har arbejdet de foregéende afsnit igennem, sé har du haft ganske mange variab-
le i sving: Simple talvariable (uafthangige variable), udtryk/formler (athaengige variab-
le), funktioner og lister. Vi vil nu kigge lidt neermere pa hvordan TI-Nspire CAS hand-
terer variable for at fa en bedre fornemmelse for hvordan de kan udnyttes. Vi vender
senere tilbage til toppunktsformlen for en parabel som det gennemgaende eksempel,
hvor vi vil ga dybere ind i hvordan formlen kan settes i sving i de forskellige varkste-
der. Men forst vil vi prave, at danne os et bedre indblik i hvordan variable handteres i
TI-Nspire CAS.

Nér man tildeler en veerdi til en variabel ved hjeelp af tildelingskommandoen := gem-
mes variablen i et variabelregister (ogsé kaldet et symbolregister), der herer til den
pageldende opgave. Separate opgaver opretter altsa separate variabelregistre. Men
forskellige sider indenfor den samme opgave traekker pa det samme variabelregister.

Nér TI-Nspire CAS forseger at reducere/udregne et matematisk udtryk skelner pro-
grammet mellem tre forskellige komponenter: Symbolske variable (variable, der ikke er
tildelt en veerdi), konkrete variable (variable, der er tildelt en veerdi) samt MATEMA-
TIKKOMMANDOER. Symbolske variable forbliver ubererte, konkr ete variable erstattes
af deres vaerdier og MATEMATIKKOMMANDOER udfores efter de geeldende algoritmer
for den pageldende matematikkommando. For at kunne anvende variablene tilknyttet
en opgave er det derfor vigtigt at have overblik over hvilke konkrete variable, der pt
ligger pa kel i variabelregistret ©.

Du kan fa en oversigt over de variable, du har i sving, ved at taste ’L_ '_3"—', ved at bruge
genvejstasten Ctrl/Cmd L (for Listen over variablene) eller ved at bruge kommandoen
GetVarinfo().

De to forste metoder giver blot listen over variabelnavnene, mens den sidste giver en
oversigt over variablenes attributter, dvs. deres navn, type, bibliotekstilknytning og
lasestatus. Variable har nemlig attributter pd samme méde som geometriske figurer har
det. Men man kan ikke fa adgang til deres attributter ved at hgjreklikke pé en variabel:
Man er nedt til at sperge generelt via GetVarInfo()-kommandoen (eller bruge special-
kommandoer til at treekke type, biblioteksadgang og lasestatus ud for de enkelte variab-
le en ad gangen, men det vil vi ikke komme narmere ind pa her).

For at frembringe den naste skeermside skal du begynde péa en ny opgave ©

a=1 -1
bi={1,2,3} - {1,2,3]
12 12
€=y 4|3 4 FrdrEntersécIenséledesud:c::{{l,z},{3,4},{5,6}}
56 5 6
)

test:="dreng" - dreng

keu:={"dl\eug",“pige"} - :"dl‘eug","1.)ige"JI
"ken"  "har" "ken"  "har" a "IUM" "o
skema:= "dreng”  "lys" | " |"dreng”  "lys" b "LIST" ]
"pige" "merk” "pige" "merk" c "MAT" 0
Far Enter: skema::{{"kﬁn","hﬁr" },{ "dreng","lys" },{ "pige,"mork" getVarlnfo() » f "FUNC" "0
formel:=vtw » viw formel "EXFPR" t o
N ken "LIST" "0
flof=x* + Udfort skema "MAT" "0
{1 test  "STR" "0

Af variabellisten fremgar, at der pt. er 8 variable i brug. Af piktogrammerne foran vari-
abelnavnene kan du se, hvilken type variable, der er tale om, dvs. hvilken slags verdier
den pagaeldende variabel antager.
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Tip

Du kan altid benytte
t."_'.'_'__'? tasten eller
genvejstasten
Ctrl/Cmd L til at
indsatte (lange)
variabelnavne — det
er langt hurtigere (og
ogsa langt sikrere!)
end at skrive dem
selv. Du piler blot
ned til (eller klikker
pa) den variabel, du
vil indsette, og taster
Enter.

Obs

Ved tekstvariable
skal man vere om-
hyggelig med at sette
gésegjne korrekt:
Man ma ikke satte
gasegjne inde i gase-
gjne: Forst afsluttes
de gésegjne man er i
gang med, sa piler
man videre og satter
nye gasegjne!

Tip

Tabeller indsettes
nemmest ved hjelp af
tabelskabelonen

fra veerktejet mate-
matikskabeloner i
venstre sidepanel.
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Lad os prove at se lidt nermere pa hvilke typer variable, der understeattes af TI-Nspire
CAS. Forst og fremmest skelner vi mellem numeriske variable og kategoriske variable,
dvs. variable, hvis vardier er tal, og variable, hvis verdier er tekststrenge. Variable kan
vere 0-, 1- eller 2-dimensionale. Det svarer i geometrien til punkter, linjer og flader.

Numeriske variable kan vaere 0-dimensionale, dvs. indeholde et enkelt tal (fx a:=1), 1-
dimensionale, dvs. indeholde en liste af tal (fx b:={1,2,3}, eller 2-dimensionale, dvs.
indeholde en tabel med tal (fx c:={{1,2},{3,4},{5,6}}).

Kategoriske variable kan tilsvarende vare 0-dimensionale, dvs. indeholde en enkelt
tekststreng (fx test:="dreng”), 1-dimensionale, dvs. indeholde en liste af tekststrenge
(fx ken:={"dreng”,”pige”}), eller 2-dimensionale, dvs. indeholde en tabel med tekst-

strenge (fx. Skema:={{"keon”,”har”},{ dreng”,”lys”},{ ’pige”, mork”} }

En talvariabel har typen "NUM” (for Number) med piktogrammet "1z (leeg maerke til
tallene 0, 1 og 2).

En tekstvariabel har typen ”STR” (for Streng) med piktogrammet == (laeg meerke til
ellipsen ...).

En listevariabel, hvad enten den indeholder tal, tekst eller formler har typen "LIST”
med piktogrammet f~4 (&g maerke til de krollede parenteser).

En tabelvariabel, hvad enten den indeholder tal, tekst eller formler har typen "MAT”

(tabeller hedder ogsa Matricer!) med piktogrammet ] (leeg maerke til de kantede pa-
renteser).

En formelvariabel, der bygger pa et udtryk indeholdende symbolske variable, har typen
“EXPR” (for Expression) med piktogrammet = (leg maerke til lighedstegnet).

En funktionsvariabel har typen "FUNC” med piktogrammet fix1 (leeg maerke til funkti-
onsparentesen).

En programvariabel har typen "PRGM” med piktogrammet @ (leeg meerke til de bi-
nare koder). Vi vil ikke beskaftige os med programmer i dette hafte.

Kigger vi i GetVarinfo-listen over attributter, dukker der ud over navn og type to attri-
butter mere op: Biblioteksadgang og Lasestatus.

Ingen af de variable vi har oprettet har biblioteksadgang, men det er altsa i princippet
muligt at gemme variable, fx matematiske konstanter som det gyldne snit, i et biblio-
teksdokument, og sa treekke dem ind i andre dokumenter/opgaver. Biblioteksadgang er
ikke noget vi vil komme yderligere ind pa i dette hefte.

Til gengald kan |asestatus vere vigtig. I almindelighed er data ikke beskyttede. Hvis vi
indtaster variable, er der mange méader de kan @ndres pa, fx ved at man traekker i data-
punkter i et tilherende diagram. Sddanne @ndringer kan veaere utilsigtede og det er for at
beskytte mod utilsigtede aendringer at man kan lase en variabel (hvorved lasestatus
skifter fra 0 til 1). Dette kan kun geres i et Beregnings-varksted og det sker med
Lock-kommandoen:
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koef.a:=1+1
koef.b:=2 + 2
koef.c:=-1» -1

Foef. P12
1z b
"1z ¢

- 3 =~ =
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5.

1:Handlinger N 1:Define

1
%5 2Tal

X= 3AIgebra
faf 4-Differential- og integralregning
E& 5.Sandsynlighedsregning

X & statistic

3

2:Genkald definition

K 3:Slet variabel

4:Rens a-z...
SiSlet histarik
E:Indsast bemasrkning

7:Eibliotek

0

2 8| 7:Matricer og vektorer ’ 1:Las variabel
2:Las variabel of
$€ 8Finans 4 P
b10 3:Hent laseoplysninger
101 9 Funktioner & programmer »
Lock a Udfort
getLockInfo(a} 1

Navngivning af variable

En variabel kan bade have sit eget navn og et familienavn, men typisk bruger vi kun
"fornavnet’. Hvis der ogsé skal vaere et familienavn settes det forrest og det adskilles
fra fornavnet ved et punktum. Man kan altsa fx give koefficienterne til et andengrads-

polynomium navnene:

koef.a, koef.b og koef.c

for at markere at de er i familie med hinanden. Nar man skal referere til disse variable
kan man da nejes med at skrive koef., hvorved der nér man taster punktummet abnes
for en rulleliste af mulige variabelnavne indenfor familien.

Vi vender om lidt tilbage til variable med familienavne, men ser i det felgende pa vari-
able uden familienavn. Her kan navnet besta af op til 16 tegn, tal og bogstaver og un-
derstregningstegnet . Et variabelnavn skal veere ssmmenhaengende, dvs. det ma ikke
besta af adskilte ord. Man kan imidlertid sette en _ i stedet for mellemrummet.

Et variabelnavn kan ikke starte med et tal, men ellers er opbygningen meget fleksibel.
Der kan anvendes almindelige latinske bogstaver, der kan anvendes sarlige nationale
bogstaver, s som @&, @ og 4, ligesom der kan anvendes bogstaver med accent. Endelig
kan der anvendes indices, dvs. dele af variabelnavnet kan skrives med samnket skrift. Det

er altsd helt 1 orden med navne som
Xtop 0g ytop

(som er noget helt andet end variablene med navnene xtop og ytop). Hvis det drejer sig

om simple indices fx

X og Y,

sé er det nok nemmest at skrive indices ved hjelp af den nederste del af tegn-oversig-
ten. Men ellers ma man bruge skabelonen for senket skrift:

L

Der findes nemlig ingen tastaturgenve;j til seenket skrift. Leeg maerke til at skabelonen
for seenket skrift ogsé findes pa formateringsbjelken foroven ©.

% - -

- A = THNspire

|11 A A-

-

B 1 u o)

b b
Ktop, =—— " ——

2a 2a

i'my‘

Nar man navngiver variable er det vigtigt at man undgar at bruge allerede reserverede
navne pé fx matematikkommandoer, grafer, koordinater osv. Det er fx ikke en god ide
at kalde en variabel for sum, da dette allerede er navnet pa en matematikkommando.

32
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Man kan tjekke om det er navnet pd en matematikkommando ved at se om programmet
skriver det i NORMAL SKRIFT.

Det er heller ikke en god ide at kalde en variabel for x1 eller y2, da disse navne er re-
serverede til grafer for parameterfremstillinger. I stedet ber man kalde dem X, og Y,

eller benytte understregningstegnet til at skille bogstav og tal, dvs. kalde dem X 1 og
y_2.

Endelig ma det kraftigt frarddes at bruge aksebetegnelser som X, Y og z eller parameter-
betegnelser som t, 6 og U som variabelnavne. Det kan have helt utilsigtede konsekven-
ser, da disse navne ogsa indgér i forskrifter for funktioner og parameterfremstillinger!

Vi vender nu kortvarigt tilbage til variable med familienavne. Sddanne variable oprettes
automatisk af TI-Nspire CAS under bestemte omstandigheder. Fx oprettes der helt
automatisk en stribe statistiske variable med familienavnet stat., nar man udferer en
statistisk beregning, fx en lineer regression.

Tw A AB T U T oame fl x_data:=]1,2,3,45} - 11,2,3,4,5
- y_data:={1,3,6,10,15} » {1,3,6,10,15
LinRegMx x_data,y_data,1: Copy Var stat.RegEqn, f1: stat.results

Y "Titel"  "Linesr regression (mx+b)"
4 Formater " " " "
A RegEqn m- xtb
% Sincsallinger tor matematiiten + noom 3
. - m 35
oo (SIS S i
ozt ' e 0.972222
= 3 Augats v
X 2 Hgecea r 0.986013
S 4 Dtterentisl- og integraliegning + oy
B 5 sanammigheasagning . o
2] 7-Matsicer og vertorer o atator 2 Statstik med to varable
S ausom . T

*| aLineser regrassion (a+bx)

S Fomelinger * | 5 Median=mediantine
E:Konfisensintervaller  * | & Andengradsregression

ToStatistiske tasts * | 7 Traajegradsregrossion,

Det er nu afgerende at forsta at disse variable overskrives naste gang man udferer en
statistisk beregning indenfor den samme opgave. Hvis man vil beskytte resultatet af den
statistiske beregning m& man derfor gd omhyggeligt frem! Der er to forskellige strate-
gier: I Lister og regneark-varkstedet beskyttes resultatet automatisk ved hjelp af en
CopyVar kommando, der overferer indholdet af de statiske variable fra den lineare
regression til nye statistiske variable:

D=LinRegMx('x_data,'y_data,1 ): CopyVar Stat.RegEqn,'/7: CopyVar Stat., Stat1.

F=QuadReg('x_data,'y_data,1 ): CopyVar Stat.RegEqn,'£2: CopyVar Stat., Stat2.

® ~Ax_data By_data [C D E F
= =LinRegMx(" =QuadReg(
1 1 1|Titel Linezer regr... Titel Andengrad..
2 2 3|RegEqn |m*x+b RegEqgn |a*x"2+b*x..
3 3 6|\m 3.5|a 0.5
4 4 10/b -3.5|b 0.5
5 5 15|r 0.972222|c -1.e13
6 r 0.986013|R? 1.
7 Resid {1.,-0.5,-1.,... |Resid {1.e714,76...
8
3
10 =
5]
D|=LinRegMx('x_data'y_data,1 | : CopyVar Stat.RegEqn,'fl: CopyVar St
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I Note-vaerkstedet er man ikke sa heldig: Her ma man selv beskytte den statistiske ud-
regning. Det sker ved at beskytte matematikfeltet med resultaterne fra den forste stati-
stiske beregning, idet et beskyttet matematikfelt ikke opdateres (med mindre du giver
lov til det ©). Du beskytter et eller flere matematikfelter ved at svaerte det/dem til, hoj-
reklikke og veelge: 9:Handlinger » 4:Deaktiver. Uden beskyttelse fas en fejlmeddelel-
se, nar man forsgger at udfere den anden regression.

x_data:={1,2,345} - {1,2345] y data:={1,3,6,10,15} - {1,3,6,10,15]
LinRegMx x_data,y_data,1: Copy Var stat.RegEqn,fl: stat.results

"Titel"  "Liner regression (mx+b)"
"RegEqn" "m- x+b"
"m" 35
b 3.5
"2t 0.972222
" 0.986013
"Resid" AR

QuadReg x_data,y_data,1: Copy Var stat.RegEqn f2: stat.results
» Fejl: Endringen kan ikke accepteres: Cirkulzer reference.

LinRegMx x_data,y_data,1: Copy Var stat.RegEqn f1: stat.results
"Tite]"  "Lineger regression (mx-+b)"
"RegEqn" "m- x+b"
"m" 3.5
"b" -3.5
2" 0.972222
"r" 0.986013
"Resid" Mool
QuadReg x_data,y_data,l: CopyVar stat.RegEqn f2: stat.results
"Titel" " Andengradsregression”
"RegEqn” "a- x"2+b- x+c"
"a" 0.5
"b" 0.5
"e" -1.e13

x_data:=11,23,45] - 11,2,345] y_data:=11,3,610,15] * |1,36,10,15]
"R2" 1. I

"Resid" "

Uden beskyttelse!

"L
Med beskyttelse!

Automatisk oprettelse af konkrete variable

I Beregnings-varkstedet og Note-varkstedet sker tildeling af veerdier til en variabel
typisk ved hjelp af en tildelingskommando, typisk :=. I de ovrige vaerksteder er der
derimod forskellige mere skjulte procedurer for at indfere navngivne variable med
verdier, som ikke kreever brug af tildelingskommandoen := . Det kan vare nyttigt at
kende de vigtigste af disse tilfelde:

1. Lister og regneark

Obs . I lister og regneark-varkstedet arbejder man typisk med listevariable. I samme gje-
Husk at variable, der 31 man navngiver en sojle i regnearket, oprettes der en listevariabel med dette navn i

stammer fra navngiv-
ne sgjler ikke for-
svinder fra variabel-

variabelregistret. Listen er tom indtil man begynder at indtaste vaerdier i sgjlens celler
eller frembringer verdierne via en formel i formelfeltet lige under navnefeltet. Navn-

registret bare fordi givne sgjler er derfor tilgeengelige fra andre verksteder og det er fx fuldsteendigt afge-
man @ndrer navnet rende for at man kan oprette grafer over data i regnearket. Den eneste made fx Dia-
pé sojlen eller evt. grammer og Statistik-varkstedet kan hindtere grafer for data er, hvis det kan hente de

sletter segjlen helt.
De kan kun fjernes

fornedne data i variabelregistret. I Lister og regneark-varkstedet er det tilrddeligt at

fra variabelregistret ~ navngive variable med mere end et bogstav, da det ellers kan forveksles med sgjlenav-

ved hjzlp af Delvar-  ne (eller cellebetegnelser).
kommandoen!

® Ax_data By_data [C E 16
]

1 1 1 |Titel L

124
2 2 3|RegEgn |n
3 3 6/m @
4 4 10/b g
5 5 15)r >
6 E @
7 Resid { 4l
] @
3

@
10 = o
—————
101.52025303.54045 50
A7 x_data
34 Version 3.6
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1: Variabelstyring

Tilsvarende kan man ksade indholdet af en eksisterende listevariabel til en sgjle ved
simpelthen at skrive variablens navn i navnefeltet eller hgjreklikke i det tomme navne-
felt og vaelge menupunktet

3: Variable » 3: Kaed til » (liste over tilgaengelige listevariable)

Nar vi kigger pa de enkelte celler sé kan de jo indeholde et tal, en tekst (skrevet i gase-
gjne), en formel (skrevet med et lighedstegn) eller et matematisk udtryk indeholdende
symbolske variable (dvs. tekst og formler uden gasegjne eller lighedstegn). Det sidste
er ikke sa velkendt sa lad os lige se et enkelt eksempel pa anvendelsen af et symbolsk
regneark: Hvis a og b er symbolske variable, dvs. de er ikke tilskrevet nogen veerdi og
star derfor ikke i variabelregistret, kan vi blot indskrive ai celle A1 og bi celle A2. 1
celle A3 kan vi sa indskrive formlen = A1+A2, og treekke den ned gennem regnearket,
dvs. enhver ny celle er netop summen af de to foregdende celler. Celleformlerne vil da
blive udregnet som symbolske udtryk. Leeg merke til koefficienterne, som ikke overra-
skende afspejler Fibonaccitallene ©.

TI-725pire cAs

A E IS D E ]

a
b
at+b

a+2*b
2*a+3*h
3*a+5*h
S5*a+8*h
8*a+13*b
13*a+21*b
21*a+34*b

——— 15
Ad|=al+a2

Wl |~ |@o|fv|~|w o =fne

=)
KL

E=

Men tilbage til en enkelt celle i en sgjle, hvor sajlen ikke er navngivet eller drevet af en
sgjleformel: Indholdet af cellen kan da lagres som en variabel ved hjelp af tildelings-
kommandoen :=, dvs. ved simpelthen at skrive folgende i cellen

variabelnavn:=udtryk,
Eller vi kan hgjreklikke i cellen og vaelge menupunktet

7: Variable » 1. Gem var.

® Ax_data By_data |[C D E F
= =LinRegMx('x

1 1 1|Titel Linezer regr... Titel

2 2 3|RegEqn |m*x+b RegEc¢
3 3 6/m 3.5 3.5|a

4 4 10b -3.5 b

3 5 15|r? 0.972222 c

6 r 0.986013 R=

7 Resid {1.,-0.5,1.,... Resid

8

3

0 5
E3(slope:=d3

Her har vi saledes gemt haeldningen for den rette linje (celle d3) i variablen slope.

Pa samme made kan vi kaede indholdet af en tom celle til en eksisterende simpel vari-
abel ved at skrive fglgende i cellen
= variabelnavn
Eller vi kan hgjreklikke i cellen og vaelge menupunktet
7: Variable » 3: Keed til » (liste over tilgeengelige simple variable)
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Obs

Hvis man fjerner en
forskrift fra en funk-
tion pé graflisten
forsvinder funktionen
0gsa fra variabelregi-
stret.

For én enkelt gangs
skyld er det altsa ikke
nedvendigt at bruge
DelVar for at fjerne
en variabel fra varia-
belregistret ©
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Der er altsa rige muligheder for at lagre resultater fra regnearket i variable, der kan
bruges i andre veerksteder, eller lade regnearket afspejle variable i andre varksteder.
Lister og regneark er séledes i hgj grad et fuldbarent symbolsk interaktivt dynamisk
regnevaerksted med kvaliteter, der fuldt ud matcher de to andre regne-vaerksteder: Be-
regnings-varkstedet og Note-verkstedet.

2. Grafer

O sl

10 1 10

“6.72

Naér vi opretter en graf via indtastningslinjen lagres forskriften automatisk som en funk-
tionsvariabel med det navn, den er blevet tildelt, dvs. typisk 1(x), f2(x), ...(men du kan
ogsa selv vaelge navnene for dine funktioner). Det samme gelder for de gvrige grafty-
per (fx punktplot og parameterfremstillinger). Forskrifterne for alle de funktioner, vi
tegner i grafrummet havner altsa automatisk i variabelregistret og er derfor automatisk
til rddighed for andre varksteder, ikke mindst Note-vaerkstedet.

Derudover kan man lagre fx mélinger og koordinater i navngivne variable. Det sker ved
at hgjreklikke i malingen/koordinaten og vaelge menupunktet lagre. Hvis vi fx har fun-
det nulpunkterne for et tredjegradspolynomium kan vi efterfelgende lagre dem i variab-
lene X, X, og X; og efterfolgende beregne deres sum:

Xitxatxs » 1713

nulpunkter:=zeros (flf,r) ,.1':|
» 1-1.87939,0.347296,1.53209 |

sum(nulpunkter) + 1.e-13

/
. I
\‘( 0.347, 0) .

(_1_5:’:%3%; '\/'(_1.53,0)3

/ f1l)=c -3 1

Tilsvarende kan man kade fx malinger og koordinater til navngivne variable. Det sker
ved at hgjreklikke og vaelge menupunktet:

Variable » Keed til » (liste over tilgeengelige simple numeriske variable)
Det sidste abner for eksempel muligheden for som vist at kaede aksernes start- og slut-

verdier til navngivne variable og dermed til at styre udstrekningen af koordinatsyste-
met fra andre veerksteder ©
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6. 7240 v mins="2 * -2 3y Xmini="2 * 2
1:Seneste 4 Xmaxi=2 * 2
=" 2
2 Attributter Rinas: = < Ymini=3 * 3
2:Skjul Ymini="3 * -3 Y3 * 3
4:Fjern ymaxi:j - 3
S:lagre 7 0.2 X
2 0.2 2|
d Dl_z 1. ¥max
: P15 2: %min
10
AcBetingelser ... 213] 4:ymin
T 3

Her keedes til Ymax.

TI-72Spire cAs

Her er aksevaerdierne kaedet til Xmin, Xmax, Ymin 09 Ymax!

3. Diagrammer og statistik

Endelig er der tegnevarkstedet Diagrammer og statistik, hvor man afbilder diverse
diagrammer for allerede eksisterende liste-variable.

£3():=10

o] T T T T T T T T T
30 35 4.0 4.5 5.0

2.5
x_data

Men man kan ogsa tilfeje grgafer for funktioner eller plotte veerdier som lodrette linjer

ved hjelp af menupunktet [+ 4:Undersgg data. Forskrifterne for disse funktioner
lagres da automatisk som funktionsvariable, ligesom de plottede verdier lagres automa-
tisk som simple numeriske variable.

Gensyn med parablen*

Vi vender nu som lovet tilbage til toppunktsformlen for en parabel

y=a- X +b-x+c
med diskriminanten

d=b’-4a-c
Denne gang inddrager vi ogsa et Graf-varksted, sa man ogsé kan se parablen og ikke
bare dens ligning ©. Vi arbejder os nu hen mod diverse interaktive illustrationer af dels
koefficienterne a, b og C's betydning, dels betydningen af diskriminanten d.
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Obs

Hvis du flytter et
Note-vearksted over
pa en ny side, hvad
enten det sker ved en
opsplitning af en
eksisterende side eller
ved at kopiere og
indsette Note-
vaerkstedet pa en ny
side, er note-
veerkstedet som
udgangspunkt inak-
tivt, dvs. matematik-
felterne passive.
Vealg dem alle
(Ctrl/Cmd A), hgjre-
klik og velg
9:handlinger » 1:
Evaluer det marke-
rede
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a=1:h:=2:c:="1 * -1

d::b2*4' ac*-8

\ 675 1v |

1 ’fl(x)=a-x2+b x+e
/
-5 1 5

-6.75

Det forste trick er at handtere variablene som skydervariable, sé& vi kan traekke i dem.
Skyderen er den arketypiske repraesentation af en numerisk variabel, hvor man for alvor
kan se og fole, at den er variabel. For bedre at kunne se skyderne splitter vi de to verk-
stedsruder ad, s& Graf-vaerkstedet far sit eget vindue (fx med genvejen Ctrl/Cmd 6):

f1l(x)=a x24b e

-6.76.

Husk at genaktivere formlerne pad Note-siden, nér du splitter veerkstederne ad.

Laeg marke til forskellige raffinementer: Skyderne for de uath@ngige variable a, b og
C, dvs. koefficienterne til andengradspolynomiet er alle afsat lodret. De er ogsa alle
afsat, s& nulpunktet pé skyderens skala netop falder pa x-aksen. Det er altsa visuelt me-
get nemt at se deres fortegn! Endelig er skyderen for ¢ anbragt opad y-aksen og skalaen
er netop tilpasset y-aksens skala, s& det visuelt bliver meget tydeligt at C netop regulerer
skaeringen med y-aksen. For yderligere at fremhave denne pointe har vi tilfojet skee-
ringspunktet med y-aksen og fremhavet skaeringspunktet ved at fede punktet op og
farve det blat.

Traekker vi i skyderne for a, b og ¢ overtager vi nu tildelingen af verdierne til @, b og c
fra de tilsvarende tildelinger pa Note-siden. P4 denne méade kan vi altid konvertere en
almindelig numerisk variabel til en skyder variabel. Vi kan endda oprette flere eksem-
plarer af den samme skyder som kan operere fra forskellige sider i dokumentet. Hver
gang vi trekker i en skyder et eller andet sted i dokumentet er det s& denne skyder der
overtager tildelingen af vaerdier til variablen i variabelregistret og alle de andre skydere
retter bare ind © .

Laeg ogsa maerke til, at vi har afgreenset skyderen for den athengige variabel d af et
grat rektangel. Det skal tjene som en reminder om at vi ikke under nogen omstaendig-
heder matraskkei skyderen for d! Ger vi det overtager vi jo kontrollen med tildelin-
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gen af veerdier til variablen d, og sa er den ikke leengere athangig! Den skal bare folge
med nar vi treekker i de andre skydere. Ydermere har vi placeret skalaen for skyderen d,
s& nulpunktet falder pa y-aksen. Det er altsd meget nemt at se om den er negativ eller
positiv. Det har som bekendt konsekvenser for skaringen mellem X-aksen og parablen:
Hvis d er negativ er der ingen skaeringspunkter. Hvis d er nul er der netop et rarings-
punkt og hvis d er positiv er der to skeringspunkter. Vi har derfor tilfojet skaerings-
punkterne mellem X-aksen og parablen og fremhavet dem ved at fede punkterne op og
farvet dem grenne.

Prov nu selv at treekke i skyderne for a, b og € og se hvilken indflydelse det har pé pa-
rablens form og placering.

Den ovenstaende illustration er serlig rettet mod at vise betydningen af koefficienten C.
Det er mere udfordrende at vise betydningen af koefficienterne a og b!

Her star a for parablens krumning eller hulning. Det er nemt at se a's fortegn, der jo
afspejler om parablen er glad eller sur. Men det er svaerere at se storrelsen af a! Det kan
dog geres pé forskellige méder. Fx kan man overveje, hvad der sker, nir man bevager
sig stykket 1 vaek fra toppunktet.

Tilsvarende star b for haeldningen af grafen i skeeringspunktet med y-aksen. Man kan da
med fordel tilfgje tangenten i skeeringspunktet, dvs. den lineaere del af andengradspoly-
nomiet

f2(x)=b-x+c
Det gor det muligt at illustrere betydningen af b som en haldning.

Vi gar ikke ind i detaljer men lader det st som en udfordring at frembringe passende
interaktive illustrationer, der viser betydningen af koefficienterne a og b ©

I stedet vender vi os mod toppunktet for parablen: Vi vil altsé nu inddrage toppunkts-
formlerne og tilfejer derfor disse til Note-varkstedet.

abe * 1.5

d=b2-dac--1.82

»-1.03093

Xtop. =

[
=

-d
4-

- 0.469072

Yiopl =

-]

Laeg merke til den forste linje: Det er ikke leengere Note-verkstedet, der styrer veerdien
af a, b og ¢ ©. Det forste matematikfelt afspejler nu blot den aktuelle indstilling af sky-
derne for a, b og ¢ (og da det er en multipel kommando ser vi kun den sidste veerdi).

Vi skal nu have overfort toppunktsformlen til Graf-varkstedet. For ikke at edeleegge
den Graf-side vi allerede har bygget op til illustration af koefficienten c, overforer vi
denne side til en ny Graf-side. Det gores nemmest ved ude i sidesortereren at tage en
kopi af graf-siden og sé& indsatte den som den neeste side!
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=4 Gensyn med toppunktsformlen - TI-MNspire™ CAS Stude

Fil Indszet  Veerkigjer Vindue Hijzlp

Vis

Rediger

@ Eksempelvisning af dokument -

Y

rFy
6.76
a =15 b =5 fl(x}=a-x2+h-x+c
259 25+
4 E
1 - .
. | 1
X
= 5
| & Kip Ciri+X | b
IE Kopier  Ciri+C 8 E
ndsat  Cirl+ i i -5
1 side cti+l | | ] =
‘@ Opgave L
5 25
3 slet Delete | r7 =5
I T T T ' T T T T T 1
-25 25
-6..76. L
-
empler pa ... beltildelinger Xl j]—eﬂdmm xl " Gensyn med toppunktsformlen x]{ rE
Sidestarrelse:Computer 12 Indstillinger Zoom: [150% |~ Tykkelse: [oow ~| - +

Fil Indsat  Veerkisjer Vindue Hjzlp

Vis

Rediger

@ Eksempelvisning af dokument -

Dokumentvarktajslinje =

rFY
6.76
a =lEF 5 fI(x)=a x2+b x+c
(| 25 45 1
, 4 4
-
N !
[y | - 1
I-\fz"' .
I s
I ‘ ' 2 1 7
. - 2.5
| -
2.5 25 -
1 =88l
. ; ; A ; ; . . .
35 a5
-6.76.
~ empler pa __beltildelinger Xl frﬁdmm xl :Gensynmedtoppunktsform\en x]{ F B
Sidesterrelse:Computer | 1.3 | Indstillinger Zoom: [150% |~ Tykkelse: 100% <[ - +

Vi skal s have overfort toppunktsformlerne til graf-veaerkstedet. Det kan gares pa rig-
tigt mange mader. Her kaeder vi simpelthen et frit punkts koordinater til variablene Xiop

08 Yiop- Du indferer altsa et frit punkt (sé det ma fx ikke ligge pé parablen, men skal

indszttes i et tomt rum pa Graf-siden), bestemmer dets koordinater og kader! Pa figu-
ren har vi fedet toppunktet op og farvet det rodt.
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6.76 | ¥

F1(x)=a x2+b- xte

o0
2a

c 5
o 2 0469
4a
v

A

graf f14°

-6.76

Vi har ydermere tilfojet tekstbokse med formlerne for x-koordianten og y-koordinaten
og beregnet disse (hvor vi har tastet L for at fa indsat veerdierne for de variable a, b, ¢
og d). Disse vaerdier kan sé overfores til akserne (sma rede punkter), og endelig kan vi
tilfeje lodrette og vandrette vektorer, der peger pa toppuntket.

Som altid i TI-Nspire CAS er der mange forskelige méder at opbygge en sadan
illustration. Vi har bare antydet nogle fa — kun fantasien setter en graense for hvordan
man kan udnytte interaktiviteten og dynamikken indbygget i TI-Nspire CAS ©
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Tip

Det er ikke sikkert,
at du far n1 i los-
ningen. Naste gang,
du leser en ligning
af denne type, ud-
trykkes losningen
ved n2 osv. indtil
n255, hvor der
startes forfra.

Tip

Du kan ogsa tvinge
Solve-kommandoen
til at finde losninger
i gradtal ved at
tilfoje et gradtegn til
variablen, dvs.
Solve(sin(v°) = 0.65,
v)|0<v<180

Ligninger og uligheder

Losning af ligninger og uligheder med Solve-kommandoen

Du har allerede set nogle eksempler pé savel symbolsk som numerisk ligningslgsning med
Solve-kommandoen, men der er meget mere at se pa i den forbindelse:

* trigonometriske ligninger
* to ligninger med to ubekendte
* ligninger med parametre

» numerisk nulpunktsbestemmelse
* uligheder

1. Trigonometriske ligninger

Los ligningen sin(V) = 0.65, hvor 0° <v <180°

Indset et Note-vaerksted og lgs ligningen med betingelsen 0<v<180:

solve{sin{.v]:o. 65,v]|0<v<180
» ¥=6.28319- n1+0.707584 and -0.112616<1.- n1<28.5353
and 0.=n1<28. or
v=6.28319- n1+2.43401 and -0.387384<1.- n1<28.2605 and 0.=n1<28.

[

Hyvis du far et resultat, som det du ser i skermbilledet ovenfor, er det fordi din TI-Nspire
CAS som generel fabriksindstilling er indstillet til at regne i radianer.

Du kan let tjekke din indstilling ved holde markeren over feltet Indstillinger :

[ “pokumenti x| “Dokumentz x| 4b B

Sidestarrelse:Computer 1.{ Indstillinger] > Tykkelse: [100% | - +

RAD AUTO REE Ll

Det er meget nemt at fa a&ndret resultatet til grader i Note-verkstedet:

Hgjreklik pa resultatet og veelg 8:Attibutter for matematikfelt, og skift til grader i den dia-
logboks der popper op — og du far det enskede resultat (venstre skaeermbillede forneden).
Uden betingelsen 0<v<180 ser losningen derimod lidt underligt ud, men viser, hvordan TI-
Nspire CAS tackler en ligning med uendelig mange losninger (hojre skaermbillede forneden).
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solvel{sin
»v=6.2
and 0
v=6.2

P

i1
L4

.112616<1.-n1<28.5353

87384<1. - n1<28.2605 and 0.<nJ<28.
4 Inds==t

5:5let
6 Formater tekst
7:Farve 4

8 Attributter for matematikfelt.

S Handlinger v

tenleidad o e din 100

Attributter for matematikfelt (Aktuel) @

616<1.- n1<28.5353

N \
| it tput: |V It tput -
Pt 0g ouiput: [V1S pLTog ovtpy 84<1.- n1<28.2605 and 0.<n 128,
Indszet symbol: B -~ |

Cifre i display: IAuto -

Vinkel: Auto

Omslut udtry Auto
Radian

¥ Vis advarsel{Emmm

™

ol
bk

solve(sin(v}=0.65,v]|0<v<180 » v=40.5416 or v=139.458

solve(sin(v}=0.65,v)|0<v<180 » v=40.5416 or v=139.458
solve(sin(v]=0.65,v) » ¥v=360.- (n4+0.112616) or v=360." (n4+0.387384)
| de ovenstaende matematikfelter er vinkelmalet sat til grader!

Tip

Du kan ogsa hente n
fra symbolpaletten
— eller skriv @n4,
hvor @ fortaller, at
der kommer et
specialtegn.

Variablen n4 stéar for en heltallig konstant.

Lesningerne i intervallet 0<v<180

finder du sé ved at sette N4 = 0. Det klarer du sddan: Ko-

pier losningerne til et nyt matematikfelt og tilfej [n4 = 0, idet du ogsa kopierer og indsatter
n4, som ikke er en almindelig bogstavvariabel.

solve(sinfv)=0.65,v)J0<¥<180 » v=40.5416 or v=139.458
solve(sin(v)=0.65,v) » v=360. (n4+0.112616) or v=360." (14+0.387384)

v=360. (14+0.112616) or v=360.- (n4+0.387384)|n4=0
» y=40.5418 or v=139.458

| de ovenstaende matematilcfelteb' er vinkelmalet sat til grader!

Bemaa kning: Du kan i princippet ogsa &ndre indstillingerne permanent ved at dobbelt-klikke

pa Indstillinger i statuslinjen og andre Vinkel til grader. Men vi vil ikke anbefale at man

@ndrer pa de generelle indstillinger, da man sé kan have svert ved at sammenligne ens egne
resultater med de resultater, de andre i klassen far ©. Hvis alle kerer med de samme fabriks-

indstillinger, sé er der allerede et problem mindre at slds med, nar der sker noget uventet.

Husk ogsa at du kan tvinge TI-Nspire CAS til at regne i1 grader ved at tilfgje velvalgte grad-

tegn, fx ved at skrive sin(30°) i stedet for sin(30), hvor du overlader det til TI-Nspire CAS

selv at veelge vinkelmélet ©
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2: Ligninger og uligheder

2. To ligninger med to ubekendte

Lgs ligningssystemet
X +2X+y —4y-3=0 A y=4x

Geometrisk svarer opgaven til at finde skaringspunkterne mellem en cirkel og en linje. Disse
kan indtegnes ved brug af graftypen Ligninger i et Graf-varksted:

1:Funktion E 6.72 1y ’,""I
2:Vaelg fra historik 1:Linje v !
F:FParameterfremstiling | 2-Parabel ( 1, 4)
4 Tabel ' | 4:Polzer ligning 1 (e-B) (k)=
5:Funktplot 4Elipse | ‘I.‘"I _
6:Liste fra formel ' | 5:Hyperbel » i Yl x2+y2+2 x+{-4)'y+(_-3)=0
7:Differentialligning 6:Keglesnit » 11/
X X
10 1 10| [ 10 1 10
(-0.176,-0.706
y=4'/'l
-6.72 76.72
Du indtaster nemmest ligningssystemet ved at benytte skabelonen for to ligninger med to
ubekendte. Her er ligningssystemet lost i et Note-vaerksted — forst med Enter for at f4 en
eksakt lgsning og derefter med Ctrl/Cmd Enter for at fa en tilnarmet lgsning:
2,15 12 0 | - -12
solve {; 2T o4 y—3=0 ,.\'J' - .1':—3 and y:I— or x=1 and y=4
ly=4x [V 17
(Enter!)
: 242 2430 |
Tip solve|* 4A Ty 4y Xy (CtrlUCmd Enter!)
\lv=4-x /

Hvis du ikke bruger
skabelonen til ind-
tastningen af lig-
ningssystemet, skal
du skrive
system(ligning1,
ligning?2).

TI-725pire cAs

» v=-0.176471 and y=-0.705882 or r=1. and y=4.

3. Ligninger med parametre

Maske har det undret dig, at du altid skal skrive, hvilken eller hvilke variable du vil lgse lig-

ningen med hensyn til. Det haenger sammen med, at TI-Nspire CAS ogsa kan handtere lig-
ninger med parametre:

Los ligningssystemet
2X—y-1=0Ay=3x"—a-x-1

Geometrisk svarer denne opgave til at finde skeeringspunktet mellem en ret linje og en para-
bel. Indtast nu ligningssystemet som vist nedenfor:
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2:Vaelg fra historik

2: Ligninger og uligheder

([2: x-y-1=0 |
solve ” Xy
=3 xr"-a -1 |

at2 2-a+l
y=——and y=
3

or x=0 and y=-1

Hyvis vi skal illustrere lgsningen geometrisk skal vi gé lidt mere forsigtigt frem. Vi kan igen
indtegne kurverne ved brug af graftypen Ligninger i et Graf-varksted, men denne gang skal
vi ogsa indfere en skyder for parameteren a. For at undga at pdvirke resultatet af den oven-
stdende beregning i Note-varkstedet er det nu afgerende at vi opretter Grafvarkstedet i en ny

1:Linje

opgave, sa Note-vaerkstedet beholder parameteren a som en Symbolsk variabel, mens Graf-
vaerkstedet handterer parameteren a som en konkret numerisk variabel.
1:Grafindtastning/Redigér » KR

4:Tabel

2:Parameterfremstilling
' | 4:Polar ligning

p=| 5:Punktplot

6:Liste fra farmel

7:Differentialligning

2:Parabel

3:Cirkel 4

4:Ellipse  *

S:Hyperbel *
8:Keglesnit +

10 y=a-(x-h)*+k

3 x=ar(y-k)°+h

4 x=ay*+by+e 11

06

‘ 3
I"\ 2a+1
ﬁ T 311
-10 (0;1}"-‘{ 1,-”! 10|10 (Oﬁl)'\ 10
\V
' -6.72 ' - -6.72 '
Ikke blot kan du da se, at linjen og parablen altid skerer hinanden i punktet (0,-1). Du kan
ogsa se, at det andet skeeringspunkt passer med den fundne formel, idet du som vist kan
indfere tekstbokse med lgsningsformlerne for X og y og derefter f& dem udregnet (hvor du
taster L som verdi for a for at treekke skyderens veardi ind i formlen).
4. Numerisk lgsning af ligninger
Les ligningen X+2 =2
Tip
Dué‘an S5TE f;""e Hvis du lgser ligningen i et Note-varksted, vil du se en lille advarselstrekant. Klikker du pé
$ﬁg;: gfz;i pa fos- denne, vil du se, at advarslen skyldes, at der kan vere flere losninger.
solve(x’+2 =25
x=1)

TI-725pire cAs
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2: Ligninger og uligheder

solve[r+2:2"',.\') » v="1,69009 or x=2./&

=x=)

Advarsel

[Der kan vazre flere l@sninger. Forsag at -
specificere relevante nedre og @vre graenser
ogleller et gaet.
Eksempler ved hjzelp af solve():
+ solve(Ligning, Var=Gaet)|nedre (-1.69, 0_31) l
greense<Var<gvre granse ¥ X
+ solve(Ligning, Var)|nedre -10 1 10
graense<\Var<gvre greense
+ solve(Ligning, Var=Gaet)

-6.72

Tip

Du kan ogsa styre
nsolve med et get
pa lesningen. Det er
specielt nyttigt, hvis
solve helt mé opgi-
ve at komme med
en lesning, og du
ved, at der er en.

Laeg marke til, at TI-Nspire CAS denne gang opgiver at regne symbolsk og i stedet regner
videre numerisk. I den slags situationer er det specielt vigtigt at bruge Graf-varktgjet for at
se efter, om alle lgsninger nu ogsa er fundet ©

Det haender at solve-kommandoen mé opgive at finde en lgsning fordi den kaster sig ud i alt

for vilde forseg pa at finde den. Sa kan man lige sa godt skifte til den numeriske solver nsol-
ve() og lade den preve krefter med ligningen.

5. Lgsning af uligheder

Du kan ogsé lgse uligheder ved hjelp af Solve-kommandoen:

Les uligheden —4 x> —6X—16 <2x+14

Uligheden indtastes pracis som en ligning — blot skal du anvende et ulighedstegn 1 stedet
for et lighedstegn. Ulighedstegnet < kan hentes i tegn-oversigten eller blot indskrives pa for-
men <=. Pa det hejre skeermbillede ser du en grafisk illustration af lgsningen, hvor vi har
tilfojet losningsintervallerne med handkratft.

o n
solve|—: ,\'2—6- 1=16=2 v+14,x| * ¥v=-10 or v=6 /
2

15

TI-725pire cAs 46

Du kan imidlertid ogsé fa TI-Nspire CAS til at tegne losningsintervallerne automatisk ved at
bruge en stykvis defineret |@sningsfunktion, som kun er defineret, nér uligheden er opfyldt.
Vi giver lgsningsfunktionen verdien 0, s& grafen/lesningsintervallerne treekkes op langs x-
aksen. Husk at opfede grafen for lesningsfunktionen, da den ellers falder i et med x-aksen!
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Tip

I stedet for at bruge
skabelonen '{::
der godt kan drille
lidt, kan du i stedet
bruge When-kom-
mandoen
When(betingelse,
sand-veerdi, falsk-
veerdi), dvs. skrive
f3(x) = when(

Vo x?-6-x-16 <2:x-14
, 0, undef)

TI-72Spire cAs 47
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5
%4 Lasning af uligheder - TI-Nspire™ CAS Student Software L SHRCE X

Fil Rediger Vis

Indseet Veerktejer Vindue Hjelp

@ Eksempelvisning af dokument -
Dokumentvarktajslinje i i »|

[l 2

X @ B

IHI{E Matemnatikskabeloner |

Dobbeltklik pa ikonet for at indsatte elementet 5 y
oo
no

-1
0 . . n —— 0, ——xP-f-x-1622-x+14
= 2
§ o O Vo " me|{E))
—_— undef. Else

e {g {E ||:|| glj:llj: [gg] [unjtykkavisfunktmnmedZsiykker

G B & B0 &

dzq  dn
& &l

i fun 2 O, 5 ! 5
[ # Guider til 1 4
stykkevis funktion med 2 stykker fl(x)z? x7=6x-16
|
(|
= Tegn | =
(i Kalalog | £2(x)=2" x+14
jz Matematiske operatorer |
%- Enheder og naturkonstanter | -10 -
(11 Biblioteker | " Lesning af ligni Sl i x‘ "“Lesning afuligheder X |4 » B

Tykkelse: [100% - | - +

Sidestarrelse:Computer 13 Indstillinger

Losning af ligninger uden brug af Solve-kommandoen

Der er mange situationer hvor det er fint nok at lade CAS-varktgjet lose ligninger med
Solve-kommandoen. Men der er ogsa mange situationer, hvor det er vigtigt for forstaelsen at
man selv kan lese simple ligninger og ligningssystemer i hdnden.

Sa vi vil nu se n&ermere pa hvordan man kan treene sddanne feerdigheder med stotte fra TI-
Nspire CAS uden at stette sig til Solve-kommandoen, men med brug af de samme teknikker,
som man bruger nar man arbejder med papir og blyant. TI-Nspire CAS er en fantastisk
treeningspartner, fordi programmet ikke bare har en engels tdlmodighed men ogsé tydeligt
viser, hvornar man ger det rigtigt og hvornar man ger det forkert ©.

1. Lgsning af en simpel linezer ligning

Vi legger ud med at dikutere hvordan man kan lgse en simpel lineer ligning som fx
—2X+5=4+X

Geometrisk er der tale om skearing mellem to rette linjer, givet som grafer for henholdsvis

venstresiden og hgjresiden af ligningen. Det er nemmest at lgse ligninger i Beregnings-

vaerktajet, sa vi viser forst teknikken her. Vi opretter altsé en delt side med et Beregnings-

vaerksted til venstre og et Graf-vearksted til hgjre:

-2 x+5=dx 52 x=x+4 [ \13.52

(0.233,433)

1

10

f1(x)=2 x+5

-13.52

L
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2: Ligninger og uligheder

Efter at have indskrevet ligningen i Beregnings-varkstedet overvejer vi nu lesnings-
strategien. Vi skal have samlet X'erne pa venstre siden og konstanterne pa hgjresiden. Vi
leegger derfor X til pa begge sider af ligningen, ligesom vi treekker 5 fra pa begge sider af
ligningen.

I forste omgang taster vi derfor - pa tastaturet. Her svarer programmet med et spergsmal: Er
det et regne -minus eller et fortegns -minus (negation):

2:(-) Megere

Da det er et regne-minus velger vi den forste mulighed og taster derefter X og Enter

-2 x+5=4+x 5-2 x=x+4 -2 x+5=4+x 5-2 x=x+4

Ans—] (5-2- x=x+4)—x 5-3 x=4

For det afsluttende Enter indsettes automatisk et Ans (for Answer). Efter det afsluttende
Enter erstattes Ans af det sidst udregnede udtryk, dvs. det reducerede ligningssystem.

I neeste trin treekker vi nu 5 fra pd begge sider pa samme méade ved at taste -

-2 x+5=4+x 5-2 x=x+4 -2 x+5=4+x 5-2 x=x+4
(5-2- x=x+4)-x 5-3x=4 (5-2- x=x+4)-x 5-3x=4
Ans-9) (5-3 x=4)-5 =)=l

Vi har nu féet samlet X'erne pa venstresiden og konstanterne pd hejresiden. Selv om det ikke
er afgarende anses det for en skanhedsfejl at koefficienten til X er negativ. Vi skifter derfor
fortegn pé begge sider af ligningen ved denne gang at taste - og vaelge fortegnsskiftet. Denne
gang ma vi selv skrive Ans!

-2 x+5=4+x 5-2- x=x+4 -2 x+5=4+x 5-2- x=x+4
(5-2 x=x+4)—x 5-3-x=4 (5-2 x=x+4)—x 5-3-x=4
(5-3-x=4)-5 -3 x=-1 (5-3-x=4)-5 3 x=-1
-And| (-3 x=-1) 3-x=1

Sadan! Nu ser det paenere ud. Sé skal vi blot dividere ligningen med 3 pa begge sider for at
isolere X. Denne gang taster vi derfor /

-2- x+5=4+x 5-2 x=x+4 -2 x+5=4+x 5—3 x=x+4
(5-2 x=x+d)x 5-3x=4 (5-2- x=x+d)—x 5-3 x=4
(5-3-x=4)-5 3x=1 (5-3-x=4)-5 -3 x=-1
(-3 x=-1) 3 x=1 (-3 x=-1) N
Ans/3 3 x=1 1

3 3

Og dermed er X isoleret og vi finder den samme lgsning som i Graf-varkstedet ©.

TI-725pire cAs
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Kunne vi i princippet ikke have gjort det samme i et Note-veaerksted? Jo, i princippet, men
ikke lige sé fleksibelt, gennemskueligt og elegant © Note-verkstedet understotter sdledes
ikke Ans og man kan fx ikke lige pile op og hente tidligere brugte udtryk.

Der er nu flere strategier man kan vaelge mellem: Hvis man gerne vil dokumentere lgsnings-
metoden skriftligt, udferer man selve lesningsmetoden i Beregnings-varkstedet og traekker
derefter de enkelte trin over i et Note-varksted og tilfejer passende kommentarer, sa tanke-
gangen fremstar tydeligt. Leeg marke til at Beregnings-vearkstedet er et beskyttet veerksted,
sa uderegningerne forsvinder ikke fra Beregnings-varkstedet, nar man treekker dem over ©
Efterfolgende kan man jo sa slette Beregnings-varkstedet, hvis det ikke leengere tjener sit
forméal som dokumentation af lesningsmetoden.

e = [ . .
Ligningen indskrives
-2- x+5=4+x)" 5-2- y=x+4

Der traekkes x fra pa begge sider
45-2- x=x+4)-x|* 5-3- 1=4

Der traekkes 5 fra pa begge sider
153 x=4-5) -3-2=1

Der skiftes fortegn pa begge sider
:

Der divideres med 3 pa begge
sider, hvorefter x er isoleret

% 3 x=1 1
- Ey=—
3

Losningen er altsd x = 1/3.

=

I en lidt mere avanceret strategi, der kreever lidt fortrolighed med programmering, kan man
selv indfere en nummereret Ans-variabel, der holder styr pa udregningerne. I et Note-
vaerksted vil den samme lgsning af ligningen fx kunne se saledes ud:

-2 x+5=dix
(5-2" x=x+4)—x
(5-2-x=4)-5
(-3 x=-1)
3 x=1

3

—
52 xx+4 (]| |ans0:=-2 x+5=d+x * 5-2- x=r+4 Vi gemmer ligningen i AnsO0.
5-3-x=4 ansl:=ans0-v = 5-3 x=4 Vi treekker x fra pa begge sider.
3x=-1 ans2:=ansl-5 * -3-y="1 Vi traekker 5 fra pa begge sider.
3x=1 ans3:=-ans2 * 3- =1 Vi skifter fortegn pa begge sider.
1 3 1 R . .
e ans4:=al;s g _r=§ Vi dividerer med 3 pa begge sider.

Denne gang er alle ligningerne i Note-varksted kaedede, sa retter man i fx den forste ligning
slér rettelserne igennem i de folgende ligninger ©. Til gengeeld er det ikke helt sa tydeligt,
hvad de forskellige ans-variable star for — der skal man ind og narlese linjerne trin for trin!

Endelig skal vi bemerke at teknikken selvfolgelig ogsa virker pé rene bogstavligninger, som
fx
a-x+b=c-x+d

Prov selv ©. Undervejs i lasningsprocessen far du en advarsel. Husk at kommentere denne!
Hvorfar far du en advarsel og hvad er det helt praecis vi skal tage hajde for?
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2. Lgsning af to linezere ligninger med to ubekendte

De samme teknikker kan bruges til losning af lineare ligningssystemer, fx
2X—y=5
-X+3y=4
Geometrisk er der igen tale om skeering mellem to rette linjer. Linjerne tegnes nemmest ved
at skifte til Graf-typen ligninger

0 o NPTy =
2 x—p=5 2-x—p=5 13.49
x+3 p=4 3 y—x=4

2 x-y=5

A3.49

Vi vil nu lgse ligningerne med lige store koefficienters metode. Vi vil da fx ferst finde x. Vi
skal da have elmineret y. Ved at gange den everste ligning med 3, opnér vi at de to ligningere
far samme koefficient til y, dog med modsat fortegn. Derefter kan ligningerne leegges
sammen og leddene med Yy forsvinder ud af ligningen. Da Ans refererer til den sidste ligning
skal vi denne gang gé lidt anderledes frem. Vi taster 3 ganget med parentes, piler op og
henter den forste ligning og leegger en parentes til, hvorefter vi piler op henter den anden

ligning:
2-x=y=5 2 x=y=5 2-x=y=5 2 x=y=5
x+3 y=4 3 y—x=4 x+3 y=4 3 y—x=4
3 (2 x—y=5)+(3- y—x=4) 3 (2 x-p=5)+(3 y-x=4) 5 x=19

Derefter dividerer vi pa begge sider med 5 og vi har isoleret X.

2 x—y=5 2 x-y=5 2 x—p=5 2 x—p=5
x+l =4 I y—x=4 x+3 y=4 3 y-x=4
3 (2 xp=5)+(3- yx=4) 5 x=19 3- (2 x-y=5)+(3- y-x=4) 5 x=19
Ansfs 5 x=19 19

5 i

Vi kunne nu gere det samme med y. Men ofte skifter man nu til substitutionsmetoden og
indsatter den fundne vardi af X i fx den forste af ligningerne. Vi piler derfor op og henter den
forste ligning, taster | og piler op og henter den fundne veerdi af x:
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B g
2-x—p=5 2-x—p=5 2-x—p=5 2-x—p=5
x+3 p=4 3 yp-x=4 x+3 p=4 3 yp-x=4
2 (2 x—3=5)+(2 yx=4) 5 x=19 2 (2 x—3=5)+(2 yx=4) 5-x=19
5-x=19 19 5-x=19 19

X — A
5 5 5 5
10 19 28
3 x—p=5x=— 2 x—p=5Sp=— —-¥=5
g 5 5

Derefter isoleres y pa seedvanlig vis og tilsidst piler vi op og henter de to fundne lgsninger ind
i en krollet parentes — og vi taster Ctrl/Cmd Enter for ogsa at se den tilneermede losning:

[]
2 x—y=5 2-x—p=5 [] 13.49
x+3-y=4 3 y-—x=4
3 (20 x—p=5)+(3 y—x=4) 5 x=19
5 x=19 19
Y=—
5 5
2 =5p= -t =1
BT 5 = -:-:+3-y=41’_,
38 38 -12 [|F10
=52 =
5 5 5
-13 13 2 x—p=5
[ L )
5 5
19 13 =3.8)=2.6
91 {x=3.8y-26}
5 5
= 713.49

Som det ses er der fuld overensstemmelse med den grafiske lesning ©

Igen bemerker vi, at teknikken selvfolgelig ogsa virker pa rene bogstavligninger, som fx
a-x+h-y=g
a,-Xx+h,-y=c,

Prov selv ©. Undervejs i lasningsprocessen far du en advarsel. Husk at kommentere denne!
Hvorfar far du en advarsel og hvad er det helt praecis vi skal tage hajde for?

3. Gensyn med skaringen mellem en cirkel og en ret linje*
Vi vender nu tilbage til ligningssystemet
X +2X+Yy —4y-3=0 A y=4X

Denne gang bestar det altsa af en forstegradsligning (ret linje) og en andengradsligning
(cirkel). Vi har allerede set pa den grafiske reprasentation af ligningssystemet:
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6.72 | v

e (1,4)

-

I‘;"I‘ w2ap2a2 xe(-4) po(-3)=0
1 ‘,""I‘
i X

-10 |1 10
(-0.176,-0.706 )y

Vi vil nu forsege at lose det uden brug af Solve-kommandoen. Vi skal da valge en passende
losningstrategi. Det er nemt at isolere fx y i den linezere ligning (i dette tilfelde er den faktisk
isoleret pa forhand). Indsattes udtrykket for y i cirklens ligning fas en andengradsligning i X
og det er den vi nu skal arbejde videre med:

2 2
xr +2-xty —4-y-3=0

y=4-x

2 2
¥ +2- vty —4- y=3=0|y=4-x

2 2
x +2-xty —4-y-3=0

y=4-x

2
17-x —14-x-3=0

Vi kunne nu selvfolgelig indfere en lgsningsformel for andengradsligningen fx

-b—.]bz—-’L' ac -b+jb2—4' ac

egrad2ligning|a,b,c):-=
2-a

 Udfort

2-a

Men sé kunne vi vel lige s& godt have brugt en solve-kommando ©. Vi ma altsa i stedet
teenke strategisk. Ideen bag losningen af andengradsligning er at udfere en kvadratkomplet-
tering. Vi skal altsé laegge et passende led til vesntresiden, s& den kommer til at besta af et
kvadratled (p& formen X°), et dobbelt produkt (pa formen ...- X) og endnu et kvadratled
(uden x). Det kraever lidt gvelse, s& hvis man lgber sur i det kan man evt. i starten udnytte at
der findes en kommando CompleteSquare i kateloget, der kan udfere det automatisk

CompleteSquare(udtryk, var)

Men her snyder vi ikke pa veegten ©
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Vi er nu ganske taet pa! Vi skal bare ud af absolutverdifunktionen, dvs. vi er nedt til at
arbejde os sarskilt igennem de to tilfelde. Vi skal altsa splitte ligningen i to tilfaelde:
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X242 x4y -4 y-3=0p=4 x 17 x2-14-x-3=0
© Vi dividerer med 17 pd begge sider
17 x%-14 x-3=0 17-x2-14-x-3
17 17
© Vi slar breken i stykker
. 17-x2-14-x-3 0] A MEE S o
expand | ———————=
17 17 17
© Vi flytter = over pa den anden side af lighedstegnet
17
14-x 32 3 14-x 3
2————=O e x2— =
17 17 17 17 17
7 .
@ Vilegger nu det manglende kvadratled |—|* til pa begge sider
17
, 14x 3| (72 L2 x 49 100
o = |+|—=
17 17 17 17 289 289

© Hvis alt er giet godt skal venstre siden nu veere kvadratet pa en toleddet sterrelse @ . Vi
tiekker med en faktorisering

(17-x-7)2 22.52
289

2 14-x 49 100
factor{x* ——+—=——
17 289 289 5

17

© Det gik godt! 53 vi ganger nu med 289 pd begge sider
(17 x-7)% 100 (17 x-7)?=100
—_— 289

289 289,

© Til sidst uddrager vi kvadratroden pd begge sider

(17 x-7)?=100 |17 x-7]=10

17-x=7=%10

N I

© Til sidst uddrager vi kvadratroden pa begge sider

(17 x-7)?=100 |17 x-7]=10
© Ferste tilfzlde
17-x-7=10 17- x-7=10
(17 x-7=10)+7 17-x=17
17 x=17 x=1
17
© Andet tilfzlde
17- x-7=-10 17- x-7=-10
(17 x-7=-10)+7 17-x=-3
17 x=-3 -3
i) .
17 17
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2: Ligninger og uligheder

-3
Vi finder altsé via lidt krellede omskrivninger, at der er to lasninger: X = ﬁ og X=1.

Men dem kan vi jo s sette ind i ligningen for y. Vi piler altsa op og henter ligningen for y og
substituerer de fundne vardier for x:

17-x=17 x=1
17

© Andet tilfzelde

17- x-7=-10 17- x-7=-10
(17 x-7=-10)+7 17-x=-3
17 x=-3 -3
.
17 17
-3 -12
Y=t xpe=— y=—
17 17
y=4 xp=1 =4
3 -12 30 -12
K= — Y= — X=—, Y= ——
177 17 177 17
{x=1y-4} {x=1y=4}

<

Dermed har vi fundet de samme lgsninger som med den grafiske metode, men denne gang
helt uden at bruge Solve-kommandoen ©

P& samme made kan vi finde skaeringspunkterne mellem en parabel og en ret linje svarende
til det ligningssystem vi allerede har kigget pa

2X—y—-1=0Ay=3x —a-x-1
Det giver selvfolgelig en ekstra udfordring, at der nu ogsé er en parameter a involveret! Prov
nu selv kraefter med dette problem ©

Gensyn med toppunktsformlen for en parabel*
Vi slutter med et gensyn med toppunktsformlen for en parabel, som vi konstruerede en inter-

aktiv illustration af i slutningen af det foregdende kapitel. Du ber derfor arbejde med denne
interaktive illustration forst ©

-6.76.

Vi vil nu satte fokus pa toppunktets opfarsel nar vi treekker i skyderne for a, b og . Vi kig-
ger 1 forste omgang kun pa variationen af koefficienten a. Vi satter derfor et spor pé top-
punktet (fx ved at hejreklikke og veelge Geometrisk spor)
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2: Ligninger og uligheder

& 6.76 Ty
L J

a =144 p =2,

5 @
+h'xi -0.694
o 2a

c 5
- ] - 2@ o306
] ] 4
| | 1

d =-4 64

fl(_x)=a'x2

Det kunne da godt se ud som om sporet fulgte en ret linje. Hvordan kan vi nu finde ligningen
for denne rette linje? Ved at veelge konkrete paene veerdier for koefficienterne b og ¢, kan
man godt geette en ligning i det konkrete tilfeelde. Fx kan vi jo legge en ret linje lige oven i
sporet og aflaese dens ligning:

6.76 | ¥ yee1 5

a =144 p =2,
5 25 2 0 60a
2a

fl(x)=a'x

— 0.806

I det konkrete tilfeelde finder vi altsa ligningen Y = X+1.5 . Prover vi flere konkrete tilfeelde

af kan vi nok godt gaette den generelle ligning, men det ville vere rart med en symbolsk
strategi. Noglen er toppunktsligningerne

-b
X=—
2a
_—d_—(b’-4ac
4a 4a

Her er det kun parameteren a vi varierer, sa hvis vi kunne eliminere a kunne vi finde den
enskede ligning. Det kunne vi selvfolgelig gare med en Solve-kommando

—b
X=—
2a
solve
[ o
4a
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2: Ligninger og uligheder

Ved at lose med hensyn til @ og y opnar vi netop for det forste at a ikke optraeder i lasnings-
formlen, for det andet at y isoleres, s& vi netop far y udtrykt som en funktion af X (og parame-
trene b og C).

Men lad os nu ferst preve om vi ikke kan gere det selv © Den forste ligning er den simpleste,
sa vi isolerer a1 den forste ligning og indsetter det fundne udtryk for ai den anden ligning
(husk at skifte opgave, sa koefficienterne nu optraeder som symbolske variable!):

=
b -b
X=— Y= ——
2a 2-aq
- {b2—4 a-c] 4a c—b2
4 a 4a
A 5 2-a x=b
- @
2-a
A 2 a x=>b -b
a=—
2'x 2'x
. 2 b x+2 ¢
A =4 a c-b = b p=
4a iz 2
b x+2 ¢ b x
expand|y= y=—tc
2 2
=

Den sogte ligning for sporet er altsa givet ved Yy = E X+ C i fin overensstemmelse med det

konkrete eksempel. Tilfejer vi grafen for den linezre funktion Y= E X+ C ser vi da ogsa at

sporet falder pa denne rette linje ogsé for andre valg af b og c!

M 6.76

-6.76.

Herefter er turen kommet til at se hvad der sker, hvis man i stedet varierer pa b, henholdsvis
¢, men nu er du jo fortrolig med teknikkerne, sa det opfordrer vi dig til selv at udforske ©
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Funktioner

Du har allerede set flere eksempler pa, hvordan funktioner handteres. Hovedsagelig har du
foretaget indtastningen i indtastningsfeltet i Graf-verkstedet og refereret til funktionerne via
dets standardnavn, f 1, f 2, osv. Men du kan selvfelgelig ogsa valge helt andre navne til
funktioner.

I dette afsnit vil du lere at
« definere funktioner i Beregnings- eller Note-vearkstedet
* bestemme grensevardier
* bestemme differentialkvotienter og finde tangenter
» finde stamfunktioner og benytte disse til arealbestemmelse

Funktioner i Beregnings- eller Note-vaerkstedet

I indtastningsfeltet i Graf-veerkstedet skal du bruge X som uafheengig variabel. Definerer du
en funktion i Beregnings-varkstedet eller i Note-varkstedet, er der derimod frit valg af
navnet pd den uathangige variabel (input variablen). En definition af funktionen

f(t)y=t>—4t+3
vil 1 Beregnings-vearkstedet eller Note-vearkstedet derfor se saledes ud:
f(t)=t"—4t+3
Indszet et Note-vaerksted og split skeermen i to med et Graf-varksted til hejre. Du splitter
med knappen i Husk at funktionen defineres i et matematikfelt ©.

Grafen tegnes kan herefter tegnes i Graf-vearkstedet ved at indtaste f1(x) = f (x) 1 graffeltet
(venstre skeermbillede) eller ved blot at taste Y = f(X) i et tekstfelt og derefter traekke tekst-

feltet ind pa en af akserne (hgjre skaeermbillede).

1) =t2-4 43 » Udfors £10x)=slx]] = ) =24 143+ Uidore 13.52 ¥
11 (x)-1(x) ‘;B' petls)
1 X 1 X
-10 NS 10 -10 1 10
“13.52 -13.52

Grafen for den omvendte funktion og andre trickede grafer

TI-Nspire CAS understotter ikke generelt omvendte funktioner. Men man kan fa tegnet gra-
fen for den omvendte funktion Yy = f ~'(X) ved at skrive X= f (y)1i et tekstfelt og trackke

det ind pa en af akserne. Det gaelder ogsé selv om funktionen f strengt taget ikke har en enty-
dig omvendt funktion fordi den ikke er monoton.

P& samme made kan man f4 tegnet grafen for en lodret linje ved at skrive X=Vvaadi i et
tekstfelt og treekke det ind pa en akse. Det sidste kan man dog ogsé klare under Graftypen
Ligninger ©
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3: Funktioner

fit:=12—4- t+3 » Udfont 9,01 1y x=2

(0,2) )
x=tly]

(0.697, 0,807 )\
> --;""'-—--‘,_7_7__ 6
\ y, (2, U) -

‘1.8 '|('2;1)

P& samme méde kan man 4 tegnet grafen for uligheder pa formen Yy >... eller X>... ved at
indskrive dem i tekstfelter og treekke dem ind pé en koordinatakse:

fit:=12—4- t+3 » Udfont .01y x=2

)
I
.

(0.697,0.607)\ /
-2

-1.8 |

Gransevaerdier

Vi ser forst pa en konkret greenseveerdi:

En funktion f er givet ved f(X)=2X" —4X+3. Bestem graznsevaerdien af differensbreken
f2+h)—f(2)
h

, nar h gar mod 0.

Definer funktionen f i et matematikfelt i Note-veerkstedet ved f(X):=2X>—4x+3 og
f2+h)—-f(2)

beregn differensbroken (der angiver sekantheldningen med udgangspunkt

h
i X, =2 og tilvaeksten h:
Obs
Der er en god pointe i Advarsel =
advarslen. Differens- . ‘
breken er kun define- ﬁ,\'): :2 R _1..|_4_ 1+3 . L‘r(f_)%f? ?;:::;t;fi;eiﬁt;tet kan vaere starre end |
ret for h # 0, mens ﬂ’? ) ﬂ"’) puter
det reducerede udtryk 2th)112 » 2 (B+2) &‘
er defineret for alle h. h o
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Tip

I den valgfrie plads-
holder skal du skrive
+, hvis du vil finde
grensevaerdien fra
hajre, og —, hvis du vil
finde grenseverdien
fra venstre.

TI-725pire cAs

3: Funktioner

Granseverdier bestemmer du ved hjalp af oversigten over matematikskabeloner

=i Matematikskabeloner |

Dobbeltklik pa ikonet for at indszette elementet
o o O Vo " mn {i
{5 {5 Iol fun [Be] B
B [ 2o fio 40 Lo $p

Edn Iudu | [

I:I:|

lim0O
00

der vil indsaette greensevardiskabelonen

En af pladsholderne i skabelonen er grd — det betyder, at det er valgfrit, om du skriver noget
i denne (i almindelighed udregnes den tosidede greenseverdi, men du kan altsa veelge kun at
beregne greenseverdien fra den ene side).

flv):=2- x2-4- 1+3 » Udfort
M c 2 (+2)A
h
fl2+0)-f2)| A
h

lim

h—0

Graenseveardien er altsa 4.

1. Grafisk illustration af greenseveerdibegrebet

Nu er greensevardibegrebet et temmelig abstrakt begreb, sa det kan vare godt at fa ideen
illustreret lidt mere konkret, enten numerisk eller grafisk. Vi gentager derfor greensevaerdi-
processen i en ny opgave, med et Note-verksted og et Graf-varksted, hvor vi opretter en
skyder for tilvaeksten h, der leber fra 0 til 1 i trin af 0.001.

I Note-varkstedet indskrives

flv):=2- x2-4- 43 Udfort
2-+h)-(2
aif Sz l:) )56
h

Laeg mearke til at Note-varkstedet henter veerdien for h i skydervariablen.
I Graf-varkstedet tegner vi grafen for f, samt sekanten herende til X=2.

Sekanten er lidt tricket ©: Punktet (2,3) afseattes som et grafpunkt, hvor vi tilretter x-koordi-
naten til 2. Punktet (2+h, f(2+h)) afsettes ved at indskrive tekstboksene og

y= f(2+h)| og trekke dem ind pa akserne. Derved fremkommer en vandret og en lodret

linje, der netop skeerer hinanden i punktet (2+ h, f (2+h)) . Nu kan sekanten tegnes som en
linje, der forbinder punkterne (2,3) med (2+ h, f (2 + h)) og vi kan fastlegge dens ligning.
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3: Funktioner

Endelig skriver vi dif i en tekstboks, som vi beregner ved at taste L for variablen dif, sa vi
ogsé kan se verdien af differensbreken i Graf-verkstedet.

Differensbreken angiver da netop sekanthaldningen, som vi kan se af tekstboksen, der
udregner differensbroken (ligesom graensevardien netop svarer til tangentheeldningen):

2]y .'!c=_7+11 /
/
/ y=56x-8
=1
y=f{2+h)
/
Vi
/
/ ar 46
(2.3)
/'/
1 / .
2 0.2 / 6
h
T —N 1
1
-4

Traekker vi nu i skyderen for h, sd den naermer sig 0, kan vi nu se hvordan sekanten svinger
over i tangenten og hvordan differensbreken nermer sig tangenthaldningen 4, i overens-
stemmelse med at graenseverdien netop var 4.

2. Graenseovergange med funktioner

Efter dette konkrete eksempel vender vi os mod et mere abstrakt eksempel:

En funktion f er givet ved f(X)=2x>—4x+3. Bestem grensevardien af differensbreken for
f(x+h)—f(x)

f, dvs
h

, nar h gar mod 0.

Definer funktionen f i et matematikfelt i Note-vaerkstedet ved f(X):=2Xx" —4x+3, beregn
differensbreken og udregn graenseveardien som for:

ﬂ\')::} ,\'274- x+3 » Udfort

w c 3 (2 i)
im 'M' v 2 (1)
\ h /
h—0 ' !

-"w
i
L

Men da grenseverdien er et temmelig abstrakt begreb, sa kan det igen vere godt at fi ideen
illustreret lidt mere konkret, enten numerisk eller grafisk. Vi opretter derfor igen en ny
opgave med et Note-varksted og et Graf-varksted pa hver sin side og indferer en skyder for
tilveeksten h, der leber fra 0 til 1 i trin af 0.001.
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Tip

Hvis du ikke bruger
skabelonen til indtast-
ningen af differential-
kvotienten, skal du
skrive

3: Funktioner

I Note-veerkstedet gentager vi sé definitionen af funktionen f samt udregningen af
differensbroken.

I Graf-varksted kan vi nu tegne graferne for savel funktionen f(X), som for
f(x+h)y—f(x)
h

differensbreken g(X) = , der nermer sig den afledede funktion 4-(X—1),

nar tilveeksten h géar mod 0.

Nar vi treekker i skyderen for h og lader h neerme sig 0 ser vi da netop hvordan grafen for
differensbraken nermer sig grafen for den afledede funktion 4-(X—1).

x F16):= Y260:= Y360:= T
f(x) (fox+h)—F(J4*(x—1)
1. 1. 0.414 0.
2. 4.414 4,
3. 8.414 8.
4, 19.| 12.414 12.'
5. 33 16.414 16.
6. 51.| 20.414 20.
7. 73.| 24.414 24,
8. 99.| 28.414 28.
- ; Ch 129.] 32.414 32.5

Til slut gar vi ind under menupunktet Tabel og far vist funktionstabellen. Man kan
selvfolgelig ogsa bare taste Ctrl/Cmd T © Nu kan vi ogsé se i tabellen, hvordan
differensbrekfunktionen narmer sig 4-(X—1).

Differentialregning

. . . d . . .
Differentialkvotienter bestemmer du vha. skabelonen Eu. Forst indtaster du, hvilken varia-
bel der skal differentieres med hensyn til, og dernaest det udtryk, der skal differentieres:

derivative(expr, var). d[_
Du kan dog ogsé
Eggf:t(g(f %;egzltztlf;:{ Pa skaermbilledet til venstre kan du se nogle eksempler (hvor grundtallet e for den naturlige
eksponentialfunktion findes under Tegn-paletten eller skrives som @e).
di"z] 2y flv):=e"-2-x-2 ~ Udfort
X
(=) - v
dits-_\-%z-"_] > In(2): 2¥415 42 fpls d_\'{ «) - Udfort
X
fply) » e"-2
t o’

i{ _\'2+5-.\'} L ”2;5

dx

L5

i{xz. 52- 1‘] = tz. _,3+3. _,J. ez'
dt
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Det er fornuftigt at definere en ny funktion fp ved (se hejre skeermbillede)
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Obs

TI-Nspire CAS under-
statter ikke notationen
f '(X). Faktisk kan
merket ' ikke engang
indga i et variabel-
navn. Det nermeste vi
kan komme er derfor
betegnelser som fp
(prime, dvs. maerke).

3: Funktioner

fp(x) :=%(f(x)>

Sa vil fp altid rumme den afledede af funktionen f, og f kan jo skifte indhold. Herefter kan
du arbejde med den afledede funktion fp som med enhver anden funktion — herunder fx
bestemme nulpunkter.

En funktion f er givet ved forskriften

f(X)=€"—2x-2
Bestem de punkter, hvor f har vandret tangent, og bestem tangentligningen i punktet med
forstekoordinaten 1.

Forste del klares ved at lose ligningen f’(X)=0. Til den anden del, kan du med fordel be-

nytte kommandoen tangentline(f(x),x,1), der umiddelbart giver dig et funktionsudtryk for
tangenten til grafen for f i punktet med X-koordinaten 1.

Opgaven lgses pa en opdelt side med et Note-verksted til venstre og et Graf-varksted til
hgjre. For bedre at udnytte pladsen er skillelinjen trukket lidt til hgjre.

I sidste linje er vist, hvordan tangenten kan defineres som en funktion af X, sa den kan over-
fores til graf-vaerkstedet.

I Graf-veerkstedet har vi ydermere udnyttet at vi kan arbejde med eksakte koordinater nér vi
fx afsetter grafpunkter ©

Ferst defineres funktionen f{x) og dens
afledede furktion fp(x):
fli) =e¥-2 -2 » Udfart
fpf,x_’::i{ﬂﬂ) » Udfert
dx

For at finde de punkter, hvor fhar vandret
tangent, leses ligningen f'(x)=0:

y=fix)

solve(f'pfx,:OJ,\'} » x=In(2)

Altsd har fvandret tangent i x = In(2).

0.5 3

v=tlx)

2)) (1. e-¢)

Tangentligningen til punktet med
farstekoordinat 1 findes:

-{) -

y=tangentLine(fl) x,1) » y=(e—2) x-2

Tangenten har ligningen y=(e=2) x=2.

t(x) =tangentLine {ﬂx'l,xJ 1] » Udfort

1. Monotoniforhold

Vi kan ogsa nemt fastlaegge monotoniforholdene for en funktion. Som et eksempel ser vi pa

femtegradspolynomiet

f(x):i‘xs—L-x“—g' el raxas
15 20 3 6

som vi definerer 1 et Note-varksted sammen med den afledede funktion

f’(x)=&f(x)
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For at finde ud af i hvilke intervaller f er voksende henholdsvis aftagende skal vi nu lgse
ulighederne

f'(X)>0 og f'(X)<0

1 1 2 31 .
ﬂ\":=— PEINLINNE TR N Py Udfort
15 20 3 6

4 3 :

fp(\'):=£(ﬂ\'” » Udfort fply) - LI 524t

dx 3 5 3
Sa lgser vi uligheden f'(x) > 0 for atfinde de intervaller hvori f er
voksende:
solve(fp(x)>0,1) » -1.08557<1<1.15566 or 1<-1.93795 or 1>2.46786
Eunktionen f er altsa voksende i intervallerne ]-22:-1.837...[
]-1.085...;1.155...[ samt ]2.467...; [
Pa samme made finder vi de intervaller hvor f er aftagende ved at lgse
uligheden f'(x) < 0:
solve(fp(x)<0,x) » -1.93795<r<-1.08557 or 1.15566<x<2.46786

dvs. fer aftagende i ]-1.937...;-1.085...] og 11.55...'2.467...[‘

Farst definerer vi funktionen f og finder den afledede funktion #p:

Det kan vi naturligvis ogsé illustrere grafisk. Det er da bekvemt at indfere ekstremums-
vardierne ved at lose ligningen f’(X)=0:

top:=zeros{fp(x),x) » {-1.93795,-1.08557,1.15566,2. 46786 |
Sa kan vi nemlig referere til dem som top[1]....,top[4].

I grafrummet tilfojer vi derfor tekstboksene X =top[l], X=top[2], Xx=top[3] og
X =top[4] og trekker dem ind pa akserne. Det giver anledning til fire lodrette skillelinjer,

der skiller de intervaller hvor f er voksende fra de intervaller hvor f er aftagende. Vi kan nu
supplere med skeeringspunkterne mellem skillelinjerne og grafen for f (dvs. ekstremums-
punkterne) samt skeeringspunkterne mellem skillelinjerne og x-aksen.

Tilsvarende kan vi tilfgje monotoniintervallerne pa x-aksen som grafer for de betingede
funktioner
f 2(x) = when( fp(x) > 0,0,undef ) (Her er f voksende)

f 3(x) = when( fp(x) < 0,0,undef ) (Her er f aftagende)

Graferne skal naturligvis fedes op, sa vi kan se dem og de skal farves sé vi kan kende
forskel. Her har vi brugt gren farve for de intervaller, hvor f er voksende og rade farve for de
intervaller, hvor f er aftagende.

1 31
fllx)=— x"—— x*-= x7+=-x
6

7'lax) >0 £(x)<0 1 fldso £'lx)<0 7'(x) =0
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2. Dynamisk tangent

I Graf-verkstedet finder du et sterkt tangentverktej, hvormed du kan klistre en dynamisk

tangent pa en graf. Tegn forst grafen for f(X)=€*—2X—2 i Graf-varkstedet. Vlg s&
@,‘»8:Geometri » 1:Punkter og linjer » 7:Tangentlinje

Klik i et punkt pé grafen, og en tangent tegnes i dette punkt — skaermbilledet herunder viser

situationen umiddelbart for punktet placeres. Grib punktet, og traek det langs kurven (naste
skaermbillede igen):

1 =5 15x-8.92

F10 \1/ﬂ 10

6.72
6.7 f 652 i
v=1t) 1 f@hsx-s.gz vt 1 /
X X
10 1 10| [10 minimum 10
J T )
6.72 6.72
Du kan fa vist reringspunktets koordinater saledes: Vealg
Tip |% 1:Handlinger » 8:Koordinater og ligninger.
Passerer du interes- Klik pa punktet, og flyt tangenten passende. Du kan endda springe til et bestemt punkt ved

ii?;esgugﬁifr‘ider' simpelthen at indtaste x-koordinaten (eller for den sags skyld y-koordinaten, som vi her har

holdt underrettet. sat til 4 ©):

(2.37,4)
¥=8 75x-16.78

10 1 10
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3. Naesten-linearitet*

Nu hvor den dynamiske tangent er kommet pé plads kan vi se lidt pa mulighederne for at
illustrere ideen bag differentialregning. Vi har allerede set hvordan man kan illustrere en
sekant, der svinger ind til tangenten, nér tilveeksten gar mod 0. Vi vender os nu mod den
tilsvarende illustration af en indzoomning pa grafen, hvor grafen bliver mere og mere lineaer
for at smelte sammen med tangenten i greensen. Det kan illustreres meget enkelt ved at vaelge
Zoom Ind i Vindue/Zoom-menuen og sa zoome ind gentagne gange pé et givet grafpunkt
med tilherende tangent.

Men man kan ogsa opbygge en interaktiv illustration, hvor man bibeholder det oprindelige
grafbillede, men omkranser grafpunktet med et zoom-kvadrat, der styres af en skyder,
samtidigt med at man viser indholdet af zoom-kvadratet i et separat graf-vindue. Det er mere
kompliceret, men den feerdige interaktive dynamiske illustration giver et langt bedre overblik
over processen, hvor man glider rundt langs grafen og valger et sted man efterfolgende
zoomer ind pé og ser hvordan grafen indenfor zoomkvadratet bliver mere og mere retlinjet
og til sidst smelter sammen med tangenten.

Vi skal altsa have opbygget to Graf-varksteder, hvor det ene skal afspejle indzoomningen pa
det andet. Det kan da vaere bekvemt at lade indzoomnings-rummet vere kvadratisk. Vi
splitter derfor arbejdsvinduet i tre veerksteder: Et stort Graf-verksted til venstre og et lille
kvadratisk Graf-verksted til hgjre oven pa et tilsvarende Note-varksted, hvor vi kan gemme
diverse definitioner af funktioner og hjelpevariable. Det kan vere lidt sveert at udskille et
precist kvadratisk grafvindue, men bare det ligner s& nogenlunde gar det ogsa ©. I det
folgende skeermbillede har vi afbildet femtegradspolynomiet

f(x)=L- X’ _ L x* —gx3 +l~x2 +2X+5

15 20 3 6

i et passende graf-vindue: —4 < X< 4 og —0.65 < y<7.50 . Der arbejdes pa en stor skaerm, sa

man bedre kan se detaljerne ©

7.5 v [ why

/ \.I\“\_/”Hv—t(,r) A LT

10 |

1 = 1 2 1 4
fa)im— 1 —— B
15 20 3 [
+2: x+5

[ » Udfort

0.65

Vi skal sa have indfert et punkt pa grafen som vi kan treekke rundt i og en skyder for
tilvaeksten h, der som sadvanlig gar fra 0 til 1 1 trin af 0.001.

Ferstekoordinaten til grafpunktet lagres i variablen X, (ved at hgjreklikke pé koordinaten)

Tl-nspir € CAS 65 Version 3.6



(o )

(ot )

[oomin, )m)

TI-725pire cAs

3: Funktioner

og derefter indskrives tekstboksene | X=X, —h|, |[X=X,+h| , |[y= f(X)—h| samt

y = f(X)+h| . Leg marke til at vi treekker h fra f(X,) ligesom vi leegger htil f(X,).

Vi er altsa i faerd med at omkranse grafpunktet med et kvadrat med centrum i grafpunktet og
’radius’ h.

Disse fire tekstbokse traekkes nu ind pa en koordinatakse og vi har konstrueret skelettet til
zoomkvadratet. For at finde hjernerne i zoomkvadratet konstruerer vi skeringspunkterne.

Derefter lagres koordinaterne til to af hjernerne, der ligger diagonalt overfor hinanden 1
variablene X . , Y. samt X, Y . Vikan nuskjule hjzlpelinjerne og koordinaterne

og treekke zoomkvadratet op som en polygon, der fedes passende op og farves gron i kanten
og lysegra i det indre. Vi klistrer ogsé en dynamisk tangent fast til grafpunktet.

[ 7s Ty | why
. r=xo—h r=xoth | t
. i |
™, l
f/ \'.\ I.'II P Il :_ P I.
_}," _/ p—r(,r) 10 I 10
(2.44.4.83) (01445 4.83) :
/ y [{xo}'h 1
S~ :
T 10|
{ 1 - 1 2 1
I.'I I'(l):——_'l“ —'\'1 ;'lsl—'l-
[(2:44.2.83) (-01445,2.83) s "
| v f{xn} h .
{ + Udfort
'I 0.5
| v
4 0.5 4

0.65

Herefter vender vi os mod det kvadratiske Graf-verksted, hvor vi kader aksernes endeveer-
dier til variablene X , V... » X, 08 Y. sadet kvadratiske grafvindue netop afspejler

zoomkvadratet. Vi kan sé teende for grafen for f og tilfaje et frit punkt med en dynamisk
tangent klistret fast til grafpunktet.

Vi kader s x-koordinaten for dette frie grafpunkt til variablen X (ved at hejreklikke pa x-

koordinaten og vaelge Variable » Kaed til), sé det afspejler det samme punkt som i det store
Graf-varksted.

Endelig kan vi traekke et kvadrat, der folger randen af det lille graf-vindue, treekke kanten op
i gront og det indre i lysegrét efter preecis samme opskrift som i det store graf-vindue, dvs. vi

indskriver tekstboksene | X=X, —h|, | X=X, +h| , [y= f(x)—h| samt |y= f(x,)+h|.

Disse fire tekstbokse treekkes derefter ind pa en koordinatakse og vi har konstrueret skelettet
til kvadratet. For at finde hjernerne i kvadratet konstruerer vi tilsidst skeeringspunkterne.

Dette kvadrat felger nu med ved indzoomningen pracis ligesom aksernes endevaerdier gor
det ©
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7.5 v Iu' 4.46
Ih L} 1 III
// N\ / I N) 6x+2.97
, \\_ _ // y_m_) \mh_—'/’_
/ *«r\[(x)
y '—"\ //
/ | . 2.07 -0.819
|'II: . I'(\}:—L'\5 L'|'l i'\jil'\:
[ . 15 20 3 [3
: +2- 445
| * Udfort
.'I X+ -1.44121
| 3132
| P
| r
I|
( 0.5
| .
4 : 05 4
| 0.65

Sa er vi sddan set feerdige. Tilbage er blot at traekke i skyderen og se hvordan grafen og
tangenten smelter samme inde i zoomkvadratet. Samtidigt kan man selvfolgelig ogsa treekke

i grafpunktet, sa man kan se de smelter sammen overalt langs grafen.

75 y I.' 3.85
1 { -
| | y=—0.58r+2.99
{ =
/ TN | —£{x)
/ \ /
/ \\ / o,
/ ~ / y—I(.t') \
/
,/f \() .II//

/ =~ 7,45 -1.4

15 1 2 1

In" . I'(\):——'\) —'.4 —'\j-i—'\:

[ . 15 20 3 6

.'I b +2- x+5

| v Udfort

| Xo ¥ ~1. 4265
|I Kmin 1
( Yomin * 3.845
{ "
I|
| 5
| 0.5
| '

4 [ 0.5 4
0.65

4. Grafen for den afledede funktion*

Sa er det heldigvis noget nemmere at opbygge grafen for den afledede funktion f’ ud fra
den dynamiske tangent. Her skal vi bare udnytte at f’(X) netop svarer til tangenthaldningen
i X. Det er afgorende for eksemplet at det kan gennemfores far man ved hvordan man diffe-

rentierer symbolsk ©. Vi tager igen udgangspunkt i femtegradspolynomiet
f(x):i- -t 2o le foxss
15 20 6
Der afsettes et frit punkt pa grafen og vi klistrer en dynamisk tangent fast til grafpunktet.
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Tip

For at udfere en paral-
lelforskydning kan
man fx gé saledes
frem med pa-
rallelforskydnings-
varktejet 1 Transfor-
mations-menuen
under Geometri: Forst
klikker man pa start
og slutpunkt for for-
skydningsstykket,
derefter pa det objekt,
der skal forskydes.
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10.49

-

Vi skal sa have fat i tangenthaeldningen. Det kan geres pa flere méder. Her valger vi at kon-
struere haeldningstrekanten med den vandrette side 1 og den lodrette side svarende til haeld-
ningen rent geometrisk. Det vil tillade os senere at udnytte verktajet geometrisk sted. Vi
kommer derfor til at statte os kraftigt til parallelforskydninger i det folgende! Som udgangs-
punkt skal vi har konstrueret haeldningstrekanten ud fra grafpunktet, hvor vi altsé gar 1 hen
og tangenthaldningen op (s man lander pa tangenten).

-2.96

Vi trekker derfor den vinkelrette fra grafpunktet til x-aksen og konstruerer fodpunktet. Til-
svarende afsatter vi begyndelsespunktet (0,0) og enhedspunktet (1,0) pé x-aksen. Herefter
kan haldningstrekanten konstrueres via passende parallelforskydninger. Forst forskydes
grafpunktet det vandrette stykke 1, derefter traekker vi den vinkelrette linje pa X-aksen gen-
nem det forskudte punkt og endelig konstruerer vi skeeringen med tangenten. Heldningstre-
kanten kan nu treekkes op som vist

10.49

(1,0)

il

Vi skjuler hjelpelinjerne og flytter nu haeldningstrekanten ned pé x-aksen ved hjelp af pas-
sende parallelforskydninger. Det er afgerende, at den forskudte trekant har en lodret side der

netop falder sammen med X = X,, s den netop slutter i samme hejde som tangenthldnin-

-2.96

gen © . Det gverste hjernepunkt for den forskudte haeldningstrekant spiller altsa netop rollen
som grafpunktet (X,, f '(X,)) for den afledede funktion.

Vi forskyder derfor dels fodpunktet lodret op det samme stykke som i trekanten, dels vandret
bagud stykket 1 (klik forst i de to punkter, der fastleegger parallelforskydningen og derefter i
fodpunktet pa x-aksen). Kontrollér, at du kan treekke grafpunktet rundt langs grafen og at de
to haeldningstrekanter folger med som forventet ©
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10.49

-2.96

Tilbage er der sé blot at spore grafpunktet for den afledede funktion (i heeldningstrekanten pé
x-aksen). Men fordi vi har varet s& omhyggelige at konstruere grafpunktet rent geometrisk,
kan vi nu konstruere sporet som et geometrisk sted ved at udpege forst grafpunktet pa grafen
for f som det drivende punkt, og derefter grafpunktet for den afledede funktion (toppunktet
for haeldningstrekanten langs x-aksen) som det punkt, der frembringer det geometriske sted:

\ 10.49 Ty [

4 e 0.2 (10) / 4

Faktisk er det ikke helt uoverkommeligt at gette ligningen for den afledede funktion (red
graf) fx via en passende regressionsmodel — men vi kunne selvfolgelig ogsa bare have dif-
ferentieret den oprindelige funktion: Vi overlader detaljerne til laeseren ©

Integralregning

Stamfunktioner bestemmer du ved at benytte skabelonen ‘ Indn ‘ Forst indtaster du, hvilket
udtryk der skal integreres og dernaest den variabel der skal integreres med hensyn til

Ji af

Her ser du nogle eksempler:

==

Obs

Ved at bruge integral- 3 5
tegnet | ( fra katalo- .Kl'2+3'.1'—7)d.1' R L
get kan du fa integra- 32
tionskonstanten med. I Fxgy ek
Syntaksen er € ! k

[(F (9, %, k). 1 -

Du kan ogs4 skrive i dr -2y
kommandoen direkte - N
sdledes: (EJrl]d.r -2 luﬂ.\’|:‘+£
Integral(f(X), X, K). \x 2] 4
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Bemaa kning: Da integralregning er det modsatte af differentialregning kan du faktisk ogsa
finde stamfunktionerne ved at differentiere baglans

Tip

1 35,2
For at differentiere d—_[,\'2+3- 1) - "—+5+—7- ¥
baglens skal du bruge dx B2
dup a1 ) eFa
skabelonen | da | eller L[k )
p dvl k
tilfaje en ekstra para-
meter — il Derivative- ali) N
kommandoen a U T
O RS 111(_‘.1’|:|+£
a1y 2 -

1. Stamfunktionsbestemmelse

En funktion f er bestemt ved
f(x)=3x"-21x+30
Bestem den stamfunktion til f, der gar gennem punktet P(2,42).

Start med at definere f. Du kan ikke benytte navnet F for en stamfunktion til f, da TI-Nspire
CAS ikke skelner mellem store og smé bogstaver i variabelnavne. Brug fx navnet sf i stedet.

Nér du bruger skabelonen til at bestemme stamfunktioner, far du ikke en integrationskon-
stant med i resultatet — den ma du selv tilfgje. Du skal derfor definere stamfunktionen ved:

s () = [ FO0 dx+k

Opgaven er lost pd nedenstidende skermbillede

Farst defineres funktionen fix) og dens tilherende stamfunktion sf(x).

flx):=3 x2

sﬂ..\'.lFJ'ﬂ.xJ dx+k = Udfort

9
3 21 x*
sflx) » x7— +30° x+k
"
2

~21 x+30 » Udfort

Sa fastlzzgges integrationskonstanten ved at lgse ligningen F(2) = 42:
solve(sf(2)=42,k) » =16

Den stamfunktion til £ der gér gennem punktet P(2 42) har derfor forskriften

2
21
F(3) = x 022 430 x+16.
2

2. Det bestemt integral og arealbestemmelse

Til det bestemte integral benytter du skabelonen -[Ed" ‘ . Du udfylder som ved det ubestemte
integral — blot skal du her medtage graeenser. Husk, at du navigerer mellem pladsholderne
med TAB (eller piletasterne):

{ Ll
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Grafen for f(X)=X —9X afgrenser sammen med Xx-aksen i anden kvadrant en punkt-
mangde. Bestem arealet af denne punktmangde.

Ferst defineres furktionen f: 121y )
=flx
flx) =20 x » Udfart
Sa findes skaeringspunkterne mellem grafen og x—aksen ved at lase
ligningen fix) = 0 2025
solve(ﬂ:xJ=0,x) » x="3 or x=0 or x=3 /
b [
Til sidst findes arealet ved at udregne integralet | flx) dx, hvoraogb er de ‘Z X
a -5 ?'(-340) (0.0} /'(3,0) 5
fundne graenser: )
g /
0
ﬂ:xJ dx » ﬂ
4 4
Det segte areal er altsd 81/4 =20.25.
| -12
Tip
Bestem forst ske- P4 det hgjre skeermbillede ser du opgaven lost med

ringspunkterne med X- —
aksgefved at bruge &l 6:Undersgg grafer » 7:Integral.

geometrivaerktojet til  Med dette veerktej skal du ferst udpege graenserne, dvs. de to skeringspunkter med x-aksen
bestemmelse af skze- et efter et — du kan ogsa indtaste graeenserne direkte. Husk at sette antallet af decimaler for
ringspunkter (udpeg  yordien af integralet, da det ellers vises som 20.3 ©. Du setter antal decimaler op ved at

-ak det . . .
zb?elsg SOMEEENE hgjreklikke og valge attributter.

3. Integralet som en sum*

Det sidste emne vi vil se pa i dette kapitel er hvordan man kan illustrere integralet som en
sum. Vi vil benytte en venstresum til illustrationen, men den kan sagtens udbygges til ogsa at
vise andre former for summer. Vi tager endnu engang udgangspunkt i grafen for femte-
gradspolynomiet

f(X) LIV R VI +2X+5

15 20 3 6

I grafvinduet skal vi nu udpege to punkter pa x-aksen, der skal fungere som granser for
arealet. Vi bestemmer deres koordinater og lagrer forstekoordinaterne i variablene a og b.
Endelig indferer vi en heltallig skyder n, der antager vaerdierne fra 1 til 20 i spring af 1. Den
skal styre hvor mange delintervaller, vi opdeler integrationsintervallet [a;b] i. Da det er en
diskret skyder med heltallige vaerdier minimerer vi den.

4 / (-2.28,0) 0.2 (2.31,0) 4
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Driller konstruktionen
for meget kan man
med fordel skifte
funktionen midlertidig
ud med en passende
linezer funktion.
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Vi skal nu have konstrueret delintervallerne. Da antallet af delintervaller er dynamisk kon-
struerer vi dem ud fra et Lister og Regneark-varksted. I dette regneark indferer vi listerne
x_int, y_int og nul, der stér for intervalendepunkternes x-veerdier, deres y-vardier samt en
hjelpeliste fyldt med nuller. Listerne opbygges ved hjelp af den sakaldte Seq-kommando
(for Sequence), der som udgangspunkt tager en formel med en indeksvariabel, som gennem-
lgber en reekke indeks-verdier.

Intervaltilvaeksten AX er givet ved . De tre formler ser nu séledes ud

b-a
,a+
n n

) b-a ..
X _int:= seq(a+—-|,|,0, nj, der udregner listen {a, a+
n

y int:= f1(X_int), der udregner listen { fl(a), f l(a+B],..., f l(b)}
n

nul := seq(0,i,0,n), der udregner listen {0, 0,0,..., 0}

® Ax_int By_int C nul D E

= [=seq(‘a+('b—'a)/'n*,i,0,'n)|=f1(x_int) |=seq(0,i,0,'n)

1 -2.28213| 3.74449 0

2 -1.36426 3.7862 0

3 -0.446395  4.19656 0

4 0.471473  5.90921 0

5 1.38934| 6.47134 0

6 2.30721 5.25551 0

7

8
9_ . I |E
A x_int:=seq|'a+ 'bll—l'a Ci,,0,'n

Vi skal nu have tegnet de tilherende rektangler og skal derfor overfore regnearkets lister til
to passende punktplot:

(x_int, nul) og (x_int, y_int)
Herefter er det nu afgerende at vi skruer op for skyderen til dens maksimale verdi, sé vi far
tegnet alle rektanglerne!

127y
1 1 2 3.1
f1fx)=— R R T
15 20 3 6

2+2 x+5

(x_int,y_int)

(x_int, uu.l)

(-2.28.0) (2.31,0) 4

Vi trekker nu lodrette linjer gennem skillepunkterne og tilsvarende vandrette linjer gennem
grafpunkterne. Herefter konstruerer vi skaringspunkterne herende til venstresummen. Det
kreever betydelig tdlmodighed og man skal nok konstruere sma portioner ad gangen og un-
dervejs treekke i greensepunkterne for at fa skilt punkterne tydeligt ad: Hvis de ligger i sam-
me hejde har de tendens til at falde sammen, sa man ikke féar klikket pa de rette punkter ©.
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Til sidst treekkes rektanglerne op (som polygoner) og de farves gule.

(x_int,y_int)

(x_int, ml.l)

'

4 /(-z.ss,o) 0.2 (2.43,0)

Tilbage er der sa blot at skjule punktplottene og tilfgje vaerdien af venstresummen henholds-
vis integralet. Venstresummen udregnes fx i regnearket som en celleformel:

pi|vsum:=sum(leftly_int 'n})-
'n

J
=

Integralet udregnes nemt grafisk.

€12 n-=s

vsum = 22 898232
Integral = 24 564795

4 /{—2.55,0) 0.2 (2.43,0)

/ .

Har man overskud til det kan man nu tilfgje hejresummer, midtsummer osv. og udnytte
Betingelser til at lade en skydervariabel velge, hvilken type sum man vil have vist ©
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Regressionsmodeller

Regressionsmodeller omfatter de mest fundamentale vaekstmodeller med funktioner:
Lineer vaekst, eksponentiel vaekst og potensvakst. I Lister og Regneark-varkstedet
har du adgang til et vaeld af veerktejer, der gor arbejdet med regressionsmodeller me-
nustyret og meget fleksibelt. I dette afsnit vil du laere at

. plotte data i Diagrammer og statistik

. udfere linesr regression

. udfere eksponentiel regression

. udfere potens regression

. opstille andre former for regressionsmodeller

Linezr regression

En typisk eksamensopgave (omformuleret):
Skemaet viser trykket i forskellige dybder under havoverfladen

10 13 35 40 100

4,84

Dybde (m)

Tryk (atm) | 1,96 | 225 | 4,36 10,6

Det oplyses, at trykket y med tilnarmelse er en lineer funktion y=ax+b af dybden x.

Bestem tallene a og b.
Find trykket i en dybde pa 150 m, og bestem den dybde, hvor trykket er 30 atm.

Data indtastes i et Lister og Regneark-vearksted. Sgjlerne navngives dybde og tryk.

# A dybde Etryk

1 10 1.96
2 13 2.25
3 35 4.36
4 40 4.84
5 100 10.6

For at f4 udfert liner regression pa disse data skal du vaelge
E4:Statistik » 1:Statistiske beregninger » 3:Lineeer regression (mx+b)

Dette &bner en dialogboks, hvor der vaelges dybde som X-liste og tryk som Y-liste:

Linezer regression (mx+b) W ﬁ Linezer regression (mx+b) @
ObS H-liste: H-liste: I'dybde -1
Internt i Lister og | - N EE—
regneark markeres : !
. Gem RegEgn i: |f1 - Gem RegEqni: [f1 -

variable med en Sl Em Regsan|
apostrof ' foran Frekvensliste: |1 -] Frekvensliste: |1 ~|
navnet for at undgéa Kategoriliste: | - Kategariliste: | |
forvekshng med Medtag kategorier: [ | Medtag kategorier: [ -
s@jle- og cellenavne . . |
9 1. resultat kolonne: |d[] | 1. resultat kelonne: |c[]
i regnearket.

oK | | annuiter | OK | |- Annutier |

- ~y .
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Tip
I en matematikboks
kan man konvertere
reduktionstegnet

» til et lighedstegn
= under attributter.

Tip

Ligningen for re-
gressionslinjen i
Diagrammer og
Statisk vises kun
nar regressionslin-
jen er aktiv. For at
vise den permanent
skal den indskrives i
en tekstboks.
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I det tredje felt skal du angive det navn, som regressionsfunktionen skal have. Her
foreslar programmet navnet f1. Uanset om man selv valger et navn eller accepterer det
foreslaede navn, bliver regressionsfunktionen tilgaengelig i alle andre varksteder.

I det nederste felt 1. resultat kolonne skrives her c[ ]. Det betyder, at resultatet af
regressionen indsattes i regnearkets c- (og d-) sejle.

Efter klik p4 OK fremkommer resultatet:

® |~ dybde |Btryk C D

=LinRegMx('dybde,'tryk,1 ):

10 1.96 Titel Linezer regression (mx+b)

1

2 13 2.25RegEgn m*x+b

3 35 4.36/m 0.09599
4 40 4.84b 1.0008
] 100 10.6/r* 1.
6 r 1.
7 Resid {-6.9976395342e-4,0.0013..

Koefficienterne i den lineare model y=ax+ber altsd a=0,09599 og b=1,0008 .

For at besvare de naste to spargsmal oprettes en side med Noter:

Trykket i en dybde péd 150 meter findes ved at indszette 150 | funktionen f1
f1(150) = 15.2993

Altsa er trykket 15,4 atm i en dybde pa 150 m.

For at finde den dybde, hvor trykket er 30 atm, l@ses ligningen f1(x)=30:
solve(f1(x)=20,x) fx=202.107
Altsa skal man ned i en dybde pa 302 m for at finde et tryk pa 30 atm.

Resultatet af regressionen viser tillige to andre sterrelser:

korrelationskoefficienten r og forklaringsgraden rz.

I dette tilfeelde er forklaringsgraden meget taet pa 1 eller 100 %. Det haenger sammen
med, at data passer meget fint med antagelsen om en linezer model. Vi kommenterer
betydningen af forklaringsgraden i et senere afsnit.

Grafisk modelkontrol

Hyvis der ikke er givne oplysninger om modellen, skal valget af model begrundes. Det
gores meget overbevisende med en grafisk modelkontrol. Der oprettes et Diagrammer
og Statistik-vaerksted, hvor dybde og tryk indsettes pa akserne.

Regressionslinjen kan tegnes ved at plotte funktionen f1. Her skal du vaelge Plot funk-
tion fra Undersgg data-menuen (venstre skaermbillede). Man kan ogsé tegne regressi-
onslinjen ved at veelge menuen

s

¥z 4:Undersgg data » 6:Regression » l:Lineser regression (mx+b)
i Diagrammer og Statistik-vinduet (hgjre skeermbillede).

Vi ser, at datapunkterne ligger paent pa den rette linje. Den linesere model ma derfor
anses for at vare en rimelig model.

Vi kan yderligere underbygge modellen ved at kigge pa residualplottet, der inddrager
de finere detaljer i datapunkternes fordeling omkring den rette linje.
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ERN £2(x) := £1(x) ER ¥ = 0.09559 x+1.0008
4+ 44
24 249
0 T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T T
o] 10 20 40 50 60 70 80 <0 100 o] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
dybde dybde
Residualplot
For at vise residualerne kan du arbejde videre med det foregaende diagram.
Velg
1A . . .
“4+ 4: Undersgg data » 7: Residualer » 2: Vis residualplot
o]
6_
¥ =0.09599-x+1.0008
3]
B
0 T T T T T T T T T
10 20 30 40 60 0 80 90 100
dybde
00012 @
S o008
E 0.0000 °
@
00006 o °
Obs

Residualerne er
afbalancerede. Fx
er summen af resi-
dualerne netop nul.
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Residualplottet viser, at datapunkterne ligger rimelig tilfeeldigt fordelt omkring regres-
sionslinjen, og afvigelserne mellem de maélte vaerdier af trykket og modellens verdier

er af starrelsesorden 0,001 atm og derunder. Med tilfzldige afvigelser p& under 1 pro-
mille mé den linesere model siges at give en god beskrivelse af de foreliggende data.

Tegningen af regressionslinjen og det medfelgende residualplot udger de vigtigste
ingredienser i en grafisk modelkontrol.

Mindste kvadraters metode

Vi kan ogsa illustrere ideen bag den lineare regression. Vi ma da skifte det ovenstien-
de datasaet ud med et, som ikke er helt lige s overbevisende, for ellers er det sveert at
illustrere ideerne © Vi ser derfor pa det folgende dataszet:

En elev gennemforer en test pa en ergometercykel (kondicykel).
Skemaet viser sammenhgrende vardier af den effekt eleven yder og elevens puls

Effekt/Watt 75 100 150 200
Puls 92 108 131 154

Undersgg sammenhangen mellem pulsen og den ydede effekt.

Afsettes disse data i et Lister og regneark-vearksted med tilherende punktplot ses en
rimelig, men ikke meget praecis lineeer ssmmenhang.
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& Aeffekt |Spuls @| ® ~effekt [Bpuls [C ®
= 1404 = 140
1 75 92 @ 1 75 92
2 100 108 o 2 100 108
3 150 131 100 3 150 131 100
4 200 154 P @ 4 2000 154 4 @
: ? m2(x) = 095 x -19
6 60 6 80
7 7
8 8
g 20 9 20 A
o i | iz ——
B5 0 40 80 eﬁego 160 200| (a7 75 0 40 80 eﬁe?(%o 160 200
Vi kan nu som vist tilfeje en flytbar ret linje til modellen ved at veelge
% 4: Undersgg data » 2: Tilfgj flytbare linjer
Denne linje kan flyttes rundt ved at gribe ude i enderne, hvor linjen drejes (dvs. man
regulerer pd heldningen), eller inde pa midten, hvor linjen flyttes op og ned (dvs. man
regulerer pé startveerdien/skaeringen med anden-aksen). Samtidigt kan man tilfeje resi-
dualkvadraterne ved at vaelge
4 4 Undersgg data » 7: Residualer » 1: Vis residuelle kvadrater
® ~effekt |5 puls C 180 ® Aeffekt |B puls C 180
1 75 92 1 75 92
2 100 108 0 2 100 108 0
3 150 131 3 150 131
4 200 154 2100 4 200 154 © 100
5 & 5 2
6 6
7 60 7 60
8 8
9 o4 m2(x) =0.801 x + 4.2 9 04 m2(x) = 0.502-x + 55
Sum af kvadrater = 1479 .28 Sum af kvadrater = 10.2845
O— |I—|E T T T T T T O_ H—\E T T T T T T
1|75 0 40 80 We%%ktWEiO 200 240| |47 75 0 40 80 L%%ktﬂio 200 240
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Vi ser da ikke bare kvadrater, der forbinder datapunkterne med den rette linje via den
lodrette forbindelseslinje fra datapunktet til den rette linje, men ogsd summen af disse
kvadraters arealer, i dette tilfelde 1479.28. Ved at gore kvadraterne sa sma som muligt
(malt pé deres samlede areal), kan man nu flytte linjen s teet som muligt pa datapunk-
terne. Her har vi fx reduceret kvadratsummen til 10.2845.

Denne metode til at finde den bedste rette linje gennem datapunkterne kaldes derfor
ogsé for mindste kvadraters metode.

Vi kan betone sammenhangen med den linesre regressionsmodel ved at tilfoje denne
og efterfolgende tilfeje de residuelle kvadrater til regressionslinjen. Vi finder da en
kvadratsum som er endnu mindre, her 8.23729. Ligegyldigt hvordan vi placerer den
flytbare rette linje vil vi nu opdage, at det ikke er muligt at komme under kvadratsum-
men for regressionslinjen: Regressionslinjen er nemlig konstrueret, sa den har den
mindst mulige kvadratsum © Vi ser med andre ord

Regressionslinjen er fundet ved hjadp af mindste kvadraters metode.

77
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& A effekt |5 puls C 180
1 75 92
1401
2 100 108
3 150 131
v =gff487458 x+57 2712

4 200 154 100+ S af kvadrater — 8.23729
. B

6

. 60

8

2 201

10 =
<] — 131 T T T T T T
il 75 0 40 80 120 160 200 240

Forklaringsgraden

Vi har nu givet en forklaring pa fremkomsten af den lineaere regressionsmodel, men
nar vi udferer den lineaere regression i regnearket fremkommer der yderligere oplys-
ninger, herunder forklaringsgraden r?, der i dette tilfzelde er pa 99.62%.

®|C D E 180 4
= =LinRegM
1 |Titel Lineaer r...|Sum af k...

140
2 |RegEqgn...|m*x+b 8.23729)
2 m 0.487458

y =giF487458 x+57.2712

4 b 57.2712 2100+ sifn af kvadrater = 8.23720
5P 0.996254 -
6 |r 0.998125

60
7 Resid {-1.8305...
8
S 20
10 =
[l — 151 T T T T T T
Z3|8 23729 0 40 80 120 160 200 240

Vi vil nu preve at forklare hvor dette tal kommer fra, og herunder prove at kaste lys
over betydningen af dette tal. Regressionslinjen fremkommer ved hjeelp af mindste
kvadraters metode, og i en vis forstand er der derfor tale om den bedste rette linje
gennem datapunkterne. Men det siger jo ikke i sig selv noget om hvor god modellen er.
Det kunne jo veare, at der slet ikke var nogen linesar sammenhaang mellem effekt og
puls, eller endnu verre: At der set ikke var nogen som helst sammenhaang mellem
effekt og impuls. Den sidste hypotese kaldes for nulhypotesen (jfr. hypotesetest, men
her bruger vi altsé begrebet indenfor rammerne af den deskriptive statistik). Hvis den
linezere model giver en god beskrivelse af data, er det klart, at den ma vere vasentligt
bedre end nulhypotesen, ellers kunne vi lige s& godt bruge den til at beskrive data og
konkludere, at den tilsyneladende lineaere sammenheng netop kun er tilsyneladende ©

Hyvis der slet ikke er nogen sammenhang mellem effekt og puls (nulhypotesen), dvs.
pulsen svinger bare tilfaeldigt op og ned uden indflydelse fra effekten, sa er den funk-
tion, der beskriver ssmmenhangen (eller rettere den manglende sammenhang)
konstant, dvs. athanger ikke af effekten. Vi griber derfor den flytbare rette linje og
retter den op, til den er vandret. Det kraever lidt behandighed, men det er altsa
afgerende for at den flytbare rette linje nu kan reprasentere nulhypotesen. Vi kan da
stadigvaek regulere pa hgjden af den vandrette linje og justerer hejden indtil den
tilhgrende kvadratsum er sa lille som muligt, her 2198.77 ved en hgjde pa 121. De 121
svarer da netop til middelvaerdien af pulsen, da vi skal ligge sa taet pa pulserne som
muligt. Udregnes middelpulsen f&s som vist 121.25, men da det er en grafisk metode
kan vi ikke ramme middelveerdien teettere end 1 pixels afstand ©
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®C ] E Bl 1e0d ®cC D E Bl 1e0d
= =LinRegM = =LinRegM
1 |Titel Lineaer r...|Sum af k... 1 |Titel Linezer r...[Sum af k..,
2 |RegEqn...|m*x+b 823729 | ] 2 |RegEqn.. [m*x+b 823729 | ]
:m 0.487458 i m 0.487458 |middelpu..
4b 57.2712 21001 4 |b 57.2712| 121.25| 2 100
5 p2 0.996254 - 5 p2 0.996254 -
6 r 0.998125 6 ir 0.998125
7 Resid |{-1.8305.. &0 7 Resid  |{-1.8305.. 0
8 8
9 204 m2fx) =0 x+ 132 9 204 m2fx) ;= 0-x + 121
Sum af kvadrater = 2689.66 Sum af kvadrater = 2198.77
L — i N — L — 2 ——————
£2(8.23729 0 40 80 We%f%ktmo 200 240 E4 =111ean(puls3- 1. 0 40 80 l%f%kt160 200 240

Vi ser da at kvadratsummen herende til den bedste vandrette linje er 2198.77. Men
kvadratsummen herende til bedste skra rette linje var kun 8.23729, dvs. vesentligt
mindre. Det er jo netop, hvad vi ma forvente, hvis vi skal tro pa en lineaer sammen-
hang. Hvis de var af samme storrelsesorden kunne vi jo lige s& godt antage, at der slet
ikke var nogen sammenheng.

Vi kan ogsé indfere et mal for hvor meget bedre den bedste skra rette linje (regres-
sionsmodellen) er sammenlignet med den bedste vandrette rette linje (nulhypotesen).
Seetter vi kvadratsummen for nulhypotesen til 100%, s& kan vi udregne hvor mange
procent, vi fjerner, ved at overgé til regressionsmodellen:

®|C D E 180
= =LinRegM
Titel Linezer r..[Sum af k..,
2 RegEqn../m*x+b 8.23729 140+
3 m 0.487458 middelpu...
4 b 57.2712| 121.25 1004
5 0.996254|nulhypot... | || 2
6 r 0.998125| 2198.77
7 Resid {-1.8305...|Gevinst 60
8 99.6254
. c - m2(x) = 0 x+ 121
[0 — 5] Sum af kvadrater = 2198 77
;‘2%' 0 0 40 80 120 160 200 240
effekt

Men dermed finder vi jo netop forklaringsgraden r*, der altsd kan ses som et mal for
hvor god regressionslinjen er i forhold til nulhypotesen (at der slet ikke er nogen sam-
menhang).

Summen af de residuelle kvadrater kaldes ofte for variationen. Vi kan altsa fjerne
99.6254% af variationen i datasattet ved at gi fra ingen sammenhang til en linezr
sammenhang.

Hvad s& med korrelationskoefficienten r? Der skal vi bare bemarke, at forklarings-
graden netop er kvadratet pa korrelationskoefficienten. Det er altsé kun fortegnet for
korrelationskoefficienten vi mangler at gere rede for. Men det er nemt nok: Hvis
haeldningen for regressionlinjen er positiv, er korrelationen postiv, og hvis heldningen
af regressionslinjen er negativ, er korrelationen negativ.

Men i modsaetning til korrelationen, kan forklaringsgraden anvendes pé en vilkérlig
model. Hvis vi beskriver dataszttet ved hjelp af en eller anden modelfunktion
y = f(X) kan vi nemlig altid udregne summen af de residuelle kvadrater og sammen-

holde dem med summen af de residuelle kvadrater for den bedste vandrette linje.
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Eksponentiel regression

En typisk eksamensopgave (omformuleret):
Tabellen viser ssmmenhgrende vaerdier af temperaturen T (mélt i °C) i en fryser og
holdbarheden D (malt i dage) af en rullepelse, der opbevares i en fryser.

Temperatur (°C)

=25

-20 -15

-10

Holdbarhed

(degn) 280

154 91

49

Det oplyses, at D med god tilnermelse er en eksponentielt aftagende funktion af T.
Bestem en forskrift for denne funktion.
Bestem ved hjzlp af denne forskrift holdbarheden ved en temperatur pa —18°C,
og bestem temperaturen, hvis holdbarheden er 180 degn.
Bestem ved hjzlp af den fundne forskrift halveringstiden for holdbarheden, og
bestem den procentvise @ndring i holdbarheden, nér temperaturen eges 2 °C.

a)
b)

¢)

Tast data ind i et Lister og Regneark-varksted, navngiv sejlerne, og udfer regressio-
nen i regnearket med

Tip

Brug beskrivende
navne til listerne.
Undgé at bruge
navne med ét bog-
stav, da de kan
forveksles med
sgjlenavnene i
regnearket.

Obs

TI-Nspire CAS
giver forskriften pa
formen a-b*,

dvs. tallene aog b
er byttet om i for-
hold til normal
dansk notation.

X 4:Statistik » 1:Statistiske beregninger » A:Eksponentiel regression...

Eksponentiel regressicn vl

X-liste:
Y-liste:

Gem RegEqgn i: ‘
Frekvensliste: ‘1
Kategoriliste: ‘

Medtag kategorier: ‘

1. resultat kolonne: ‘c[]

[0k | [ Annulter

|5

® "temp |Ehold C D E
= =ExpReg('temp,'hold,1 ): Cop;

1 -25 280|Titel Eksponentiel regression

2 -20 154|RegEqn a*bx

3 -15 91|a 15.7109

4 -10 49 b 0.891277

5 r? 0.999114

6 r -0.999557

7 Resid {0.8203017574474,-3.01723...

8 ResidTrans [{0.0029339489557688,-0.01...

)

10
1<l 161
D) =Epreg('te111p.'hold.1 ]: CopyVar Stat.RegEqn,'fI: CopyVar Stat., Stat*

Resten af besvarelsen skrives i Noter. Tallene a og b i forskriften bliver automatisk
gemt under navnene stat.a og stat.b. Det kan undertiden betale sig at gemme disse
vaerdier med de seedvanlige danske betegnelser, b og a jf. ¢) nedenfor.
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Tip
De variable, der er
gemt, kan findes i
variabelregistret ved
at trykke pa knap-
pen

PN

(Var)

A
Man kan ogsa taste
stat. i et matema-
tikfelt. Sa dukker
der en liste op over
de gemte statistiske
variable i opgaven.
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a) Ved eksponentiel regression har vi fundet forskriften: fl{:x} =15.7109- {:0.8912??)3(.

Holdbarheden som funktion af temperaturen er derfor givet ved

D=15.7109- (0.891277)7
by For at finde holdbarheden ved —18°C beregnes fl{:-ls} =124731.
Altsa er holdbarheden ca. 125 degn, nar rullepolsen opbevares ved -18°C.

For at finde den temperatur, der skaltil, for at rullepglsen kan have en holdbarhed pa 180 deign,
lgses ligningen f1(x)=180:

solvelfl(¢)=180,¢) » r=-21.1868
En holdbarhed pa 180 dogn kraaver altsé en temperatur pa ca. -21°C.

c) Funktionens parametre gemmes under de sadvanlige navne:
a:=stat.b » 0 891277 h:=stat.a » 15 7109,

dvs, a=0.8%1277 ogb =15.7109.

Halveringskonstanten T,, bestemmes ved formlen T,, =

Inl0.5

208) _ ¢ o1
lnl[a}

Halveringskonstanten er altsa ca. 6°C. Det betyder, at holdbarheden halveres, for hver

gang opbevaringstemperaturen eges med 6°C.

MNar temperaturen gges med 2°C, endres holdbareheden med {ag—l}- 100%:

(a2-1) 100 = -20 5625

Holdbarheden falder altsa med ca. 20,6%, hver gang temperaturen oges med 2°C.

Metoden bag eksponentiel regression: Logaritmerne kommer pa banen

Spergsmalet er s hvordan TI-Nspire CAS udferer den eksponentielle regression. Man
kunne tro programmet brugte mindste kvadraters metode direkte, men det gor pro-
grammet ikke. Ved regressionsmodeller er der tradition for at man i stedet om muligt
transformerer data, sa de i stedet folger en linesa sammenhaang. Derefter udferer man
en sedvanlig linear regression pa de transformerede data. Til sidst transformerer man
sd den lineazre ligning tilbage til de oprindelige data.

Vi kan se i regnearket, at det er denne strategi, der er fulgt, for der oplyses to residualer
Resid og ResidTrans. Her star Resid for residualerne for de oprindelige data, mens
ResidTrans star for residualerne for de transformerede linezre data.

Tilbage er sa blot spargsmélet om hvordan man transformerer en eksponentiel vakst
y=Db-a* om til en lineeer vakst? Det er her logaritmerne kommer pa banen © Ifelge
logaritmeregnereglerne galder der nemlig

In(y) =In(b-a*) = In(b) + x- In(a)
In(y) = In(a) - X+ In(b)
Y =In(a) - x+ In(b)

Hyvis vi skifter til de transformerede data (X,Y)=(X,In(y)) er der derfor netop tale om
en lineeer sammenhang.

Vi skal altsa finde logaritmen til holdbarheden og indferer derfor en ny sejle log_hold
for de transformerede data
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¢mp [Ehold € log hold ® ®D E F G
= =In(hold)*1. 5.0 o = =LinRegMx('temp,' =ExpReg('temp,'hold,1

1 -25 280 5.63479 ® 1 itel Lineaer regression.. Titel Eksponentiel regressi...
2. -20 154 5.03695 4.0 ® 2 RegEgn |m*x+b RegEgn a*bx

3| -15 91 4.51086 3 m -0.1151|a 15.7109
4 -0 49 3.89182 E,BO* 4 b 2.75436|b 0.891277
5 g 5 r? 0.999114|r* 0.999114
6 204 6 r -0.999557r -0.999557

7 Resid {0.002933948955...Resid {0.8203017574474,"3...

8 104 8 ResidTrans [{0.002933948955768...

9 9

10 = 10 =
151 0.0 T T T T T T [— | 151
=5.6347896031693 24 20 716&%32 B 40 El =LinRegMx('temp, log_hold,1 ): CopyVar Stat.RegEqn,'f2: CopyVar Sta*
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Som det ses synes de transformerede punkter netop at ligge pa ret linje, hvorfor vi som
vist udferer en liner regression pa de transformerede data. Vi ser da, at forklarings-
graden r* og korrelationskoefficienten r netop er fzlles for den linezere regression og
den eksponentielle regression, der altsé arver disse vardier fra den lineare regression.
Vi ser ogsa, at residualerne for den linezere regression netop svarer til de transformere-
de residualer i den eksponentielle regression.

Tilbage star sa blot at transformere ligningen for den linere regression, dvs. 2, tilbage
til de oprindelige data. Det gores nemmest i et Note-vaerksted:

Farst opskrives den transformerede ligning:
In(y)=f2(x) » Inl(y)=2 75436-0.1151 x
Det er nzerliggende at solve for at isolere y — men for en gangs skyld gar det galt!

solvel[ln(y}=f2l{x},y) »o=(1) 5. 755E1Z x—1 27718E14

itransformerer derfor ligningen tilbage ved at bruge den omvendte logaritme, dvs. den
naturlige eksponentialfunktion
y=ef20) 5 _1e 9100 (0.891277)F

Sammenholder vi det med resultatet fra den eksponetielle regression, dvs. y = f1(x), ser vi
netop at der er fuld overensstemmelse

filx) » 15,7109 (0.891277)°

Sé nu ved vi hvordan den eksponentielle regression virker ©

Potensregression

En typisk eksamensopgave (omformuleret):
Tabellen viser for 3-sldet tovverk sammenheengen mellem tovverkets diameter (malt 1

mm) og tovets brudstyrke (malt i kg).

10 14 16 20 24 26

Diameter 4 5 6 8

Brudstyrke | 250 | 400 | 600 | 1000 | 1550 | 3200 | 4000 | 6000 | 8600 | 10000

Det oplyses, at brudstyrken som funktion af diameteren kan beskrives ved en model af
formen f(X)=b-x*.

a)  Bestem tallene a og b.
b)  Hvor mange procent skal diameteren ifelge denne model oges, hvis brudstyrken

skal fordobles?

82
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Tast data ind i et Lister og Regneark-varksted, navngiv sejlerne, og udfer regressio-
nen i regnearket med

Obs

TI-Nspire CAS
giver forskriften pa
formen a- X° s

dvs. tallene aog b
er byttet om i for-
hold til normal
dansk notation.

X 4:Statistik » 1:Statistiske beregninger » 9:Potensregression...

Potensregression =)
X-liste: I‘diameteriv‘
Y-liste
Gem RegEqn i: [
Frekvensliste: |
Kategoriliste: [ -]
Medtag kategorier: N
1. resultat kolonne: 'c[] ‘
k] [amnter |
# A diameter E brudstyrke (C D E
= =PowerReg('diamet
1 4 250|Titel Potensregression
2 5 400|RegEqgn a*x"b
3 6 600|a 17.0922
4 8 1000b 1.96192
5 10 1550|r* 0.999511
6 14 3200|r 0.999756
7 16 4000 |Resid {-9.413487917570...
8 20 6000|ResidTrans |{-0.036962349266...
9 24 8600
10 26 10000 =
il 5]
D =PowerReg('diameter,'bﬂldstyrke,1 ): CopyVar Stat.RegEqn,'fI: CopyV*

Resten af besvarelsen skrives i Noter. Se tip pa den foregaende side om statistiske va-

riable.

a) Potensregressionen ovenfor viser, at modellen er givet ved

Ax) = 17,0922 x1:96192

Funktionens parametre gemmes under de szedvanlige navne

a=stat.b * 1. 96192 og b:=stat.a » 17 0922,

dvs. resultatet bliver a =1.96192 ogb =17.0922 |

by Nar diameteren ganges med faktoren k bliver brusdstyrken &* gange s& stor.

Wignsker at faktoren k™ skal vaere 2, dvs. vi skal l@se ligningen & =2:
solve(ka=2,k) » f=1.42276
Heraf ses, at

Diameteren skal eges med 42%, hvis brudstyrken skal fordobles.

Metoden bag potensregression: Logaritmerne kommer pa banen

Spergsmalet er sd hvordan TI-Nspire CAS udferer potensregressionen. Igen kunne man
tro, at programmet brugte mindste kvadraters metode direkte, men det gor programmet
ikke. Ved regressionsmodeller er der tradition for at man i stedet om muligt transfor-
merer data, sa de i stedet folger en linesa sammenhaang. Derefter udferer man en saed-
vanlig linezr regression pa de transformerede data. Til sidst transformerer man sé den
lineere ligning tilbage til de oprindelige data.

Vi kan netop se i regnearket, at det er denne strategi, der er fulgt, for der oplyses to
residualer Resid og ResidTrans. Her star Resid for residualerne for de oprindelige
data, mens ResidTrans star for residualerne for de transformerede lineare data.

TI-725pire cAs

83

Version 3.6



4:Regressionsmodeller

Tilbage er sa blot spargsmélet om hvordan man transformerer en potensvakst
y=Db-x* om til en lineeer vakst? Igen er det logaritmerne, der kommer pé banen ©

Ifolge logaritmeregnereglerne geelder der nemlig

In(y)=1In(b- x*) =1In(b) + a- In(x)
In(y)=a-In(X) + In(b)
Y =a- X +1In(b)

Hyvis vi skifter til de transformerede data (X,Y) = (In(X),In(y)) er der derfor netop tale

om en linezr sammenhang. Laeg marke til, at haeldningen for denne linesere sammen-
haeng netop er potensen i potenssammenhangen.

Vi skal altsa finde logaritmerne til svel diameteren som brudstyrken og indferer derfor
to ny sgjler log_dia og log_brud for de transformerede data

# dia... E brud... | log_dia [© log_brud @ ®E F G H
= =ln(diame =In(brudsty o ... = =LinRegMx('log_dia,'l =PowerReg('diamet
1 4 250/ 1.38629| 5.52146 @ 1 itel Lineaer regression (... |Titel Potensregression
2 5 400| 1.60944| 5.99146 ° @ 2 RegEgn |m*x+b RegEqgn a*x"b
3 6 600/ 1.79176| 6.39693 6 @ 3 m 1.96192|a 17.0922
4 8 1000| 2.07944| 6.90776 E‘ @ 4 b 2.83862|b 1.96192
5| 10 1550| 2.30259| 7.34601 5’47 52 0.999511 r? 0.999511
6 14 3200| 2.63906| 8.07091 6 r 0.999756 r 0.999756
16 4000| 2.77259| 8.29405 7 Resid {-0.0369623492664... Resid {-9.413487917570...
8 20 6000| 2.99573| 8.69951 27 8 ResidTrans {-0.036962349266...
9| 24 8600| 3.17805| 9.05952 9
uﬁ 10000/ 3.25811 9.21 OB%E o R 0:_ H—F
D|log_brud:=In(brudstyrke)- 1. 000408 1‘213&2@0 242832 Fl =LinRegMx(log_dia,'log_brud,1 ): CopyVar Stat.RegEqn,'f2: CopyVar »

Som det ses synes de transformerede punkter netop at ligge pa ret linje, hvorfor vi som
vist udferer en liner regression pa de transformerede data. Vi ser da, at forklarings-
graden r* og korrelationskoefficienten r netop er fzlles for den linezere regression og
den eksponentielle regression, der altsé arver disse vardier fra den lineare regression.
Vi ser ogsa, at residualerne for den linezre regression netop svarer til de transformere-
de residualer i potensregressionen.

Vi leegger ogsa merke til, at haeldningen for den linezre regressionsmodel (1.96192)
netop svarer til potensen for potensregressionen.

Tilbage star sa blot at transformere ligningen for den linere regression, dvs. 2, tilbage
til de oprindelige data. Det gores nemmest i et Note-vaerksted:

TI-725pire cAs

Farst opskrives den transformerede ligning:
1n(y}=f2{.1nl{_:rc}] * In(y)=1.96192" Infx)+2.83862

Det er nzerliggende at solve for at isolere y — og denne gang gar det godt!

solve(ln(v)=f2(in(x)),y) » y=17.0022 176192

and xz0.

Men man kan ogsa transformere ligningen tilbage ved hjzelp af den naturlige
eksponentialfunktion:

yeef2nb)) | 17 gon. 196192/
Sammenholder vi det med resultatet fra potensregressionen, dvs. v = f1(x), servinetop, at der
er fuld overensstemmelse

£1(x) » 17.0922 196192
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Andre regressionsmodeller*

e o [E . Hidtil har vi kun set pa de tre klassiske regressionsmodeller: Den linezre regression,
— den eksponentielle regression og potensregressionen. Men der findes mange andre
T indbygget i TI-Nspire CAS, fx polynomiale regressionsmodeller (andengradspolyno-

mier, tredjegradspolynomier og fjerdegradspolynomier), trigonometriske regressions-

modeller og logistiske regressionsmodeller. De bygger alle pa mindste kvadraters me-
tode.

Men der er ogsd mange standardmodeller, som ikke er indbygget i TI-Nspire CAS. Der
ma man altsa sno sig © En mulighed er, at finde en snedig variabeltransformation, som
transformerer den sggte sammenhang over i en linezer sammenhang. En anden mulig-

hed er, at preve at udvide den linezre regressionsmodel med endnu en parameter, som

fastlegges grafisk. Vi viser eksempler pa begge metoder:

Forskudt omvendt kvadratisk proportionalitet*

Lomme- I
— A
D regner cBL I:I -0-

Da det areal lyset spredes over vokser med kvadratet pa afstanden til lyskilden, forven-
ter vi at lysintensiteten er omvendt proportional med kvadratet pé afstanden.
I et konkret forseg fik man felgende data

Afstand (cm) 10 15 20 25 30 35 40
Lysintensitet (mW/cm?) 0.631 | 0.399 | 0.255 | 0.178 | 0.134 | 0.107 | 0.095

Undersgg om lysintensiteten er omvendt proportional med kvadratet pa afstanden.

I virkeligheden ligger lysmaleren et stykke inde i sonden, og paren stér et stykke inde
pa breettet, hvorfor vi skal l&gge en overskydende laengde d til afstanden til paren.

Vi skal derfor modellere datasattet med en sammenhang af formen:

k
(afstand + d)?

Jk

afstand = ————-d

+/Lysintensitet

Vi ser derfor at afstanden er en lineer funktion af den reciprokke kvadratrod af

. . . 1 .
lysintensiteten. Setter vi med andre ord y =afstand og X=——-— fésen

+/lysintensitet

Lysintensitet =

linezer sammenhang pa formen
y=a-x+b ,hvor a=k og b=—d

Her er hldningen knap sé interessant, mens skaringen med andenaksen viser hvor
stor en nulpunktsfejl, der er pd malestokken.

Vi skriver derfor data ind i et Lister og regneark-varksted og transformerer data,
afbilder de transformerede data i et Diagram og statistik-vindue for tilsidst at udfere
en lineaer regression pa de transformerede data
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# ~ afstand |B lysinte... |C lys_tra... 40
= =1/(sqrt('l
! 10|  0.631| 1.25888 7
2 15/  0.399| 1.58312 .
3 20|  0.255| 1.9803
¢ 25| 0.178] 2.37023||, 101
s 30| 0.134 2.73179| |3

= 0
5 35  0.107| 3.05709 0

40|  0.095| 3.24443 161 .

8 —

m 08,
H =2 ®
<] — 1l % ®

1 r 00 5
c|lys_trans:= .
]'lysintensitet -0.84 °

Derefter kan vi transformere ligningen tilbage til de oprindelige data, hvilket gares
nemmest i et Note-vaerksted.

"Titel” "Linesr regression (mz+b)"
"RegEqn" "m-xz+b"
"m"
stat.results * ot
e
g
"Resid" (..}

Da vi allerede har navngivet variablene afstand og lysintensitet | Lister og regneark—
weerkstedet sastter vi et understregningstegn _ bag variabelnavnene | Noter:

[ 1 14 3936
afstand_=stat. Reg Eqn| = * gfiiand_=
|/ vsintensiter_ | iy
i 14.3936 ) 207.176
solve|afstand_ 8.36399,1y | v fysi ——_—
Jtvsintensiter_ (afstand_+8 36309)2

Nar afstanden korrigeres for nulpunktsfejlen er der en overbevisende omvendt kvadratisk
sammenhzng mellem afstand en fra lyskilden og lysintensiteten i denne afstand.

Forklaringsgraden r* er pa 99.2754% og residualerne herer til de transformerede data.
Men vi kan godt tegne grafen for den forskudte omvendte kvadratiske proportionalitet
ind sammen med de oprindelige data, herunder f4 vist residualerne for de oprindelige

data:

0,55

0.40

() - 207.176

0,254 (x+8.26399)
k2!
‘@
2
2 0104
=
g T T T T T T T T T T T T T T T T T T
= & 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42

afstand
(2]

0.016 e
! 0.008
% B (-]
@
© 0,000

@ @
-0.0089 ® ©

Der er altsé rige muligheder for grafisk modelkontrol. Med typiske afvigelse pa
omkring 2% synes modellen absolut rimelig.

En transformation til linezre data er selvfelgelig kun mulig, hvis modellen kun inde-
holder to frie parametre, der efter transformationen kan indga i haeldningen og skaerin-
gen med andenaksen. Modeller med fx tre parametre kan derfor ikke handteres pa den
ovenstdende méde. Det geelder fx logistisk veekst og harmoniske svingninger, der i
stedet handteres iterativt.
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Forskudt eksponentiel vaekst*

Som et eksempel p4 en model med tre frie parametre ser vi til sidst pa den forskudte
eksponentielle vakst

y=b-a“+c
Denne model optreeder fx i forbindelse med Newtons afkelingslov.

Ved atkeling af en kop te finder man fx de folgende data for teens temperatur som
funktion af tiden:

Tid i minutter 0 15 30 45 60 90
Temperatur i °C 88.0 | 795 | 722 | 65.8 | 60.3 | 513

I folge Newtons afkelingslov naermer teens temperatur sig stuetemperaturen eksponen-
tielt, dvs. via en athengighed af formen y=Db-a* +c, hvor c reprasenterer stuetempe-
raturen.

Undersog om de ovenstdende data med rimelighed kan beskrives ved denne model.
To af modellens parametre er linezere. Hvis vi omskriver modellen pa formen
y=b-X+cCc med X=a"

kan vi fore den tilbage til en lineaer model, hvor den sidste ikke-lineare parameter a er
gemt i den transformerede variabel. Vi opretter derfor en skyder for a (der gér fra 0.95
til 1 1 trin af 0.0001), transformerer dataene som vist i formlen, dvs.

x_var =a"

og afbilder de oprindelige data (tid, temperatur) grafisk, samtidigt med at vi udferer
en linezr regression pa de transformerede data (X_var,temperatur), hvor regres-

sionsfunktionen gemmes i f1:

& _x var |D = ®-x var D = o
= ='aMid =LinRegM = ='a’tid =LinRegM ——
93 93 1.

1 1.|Titel Lineaerr...| | 801 1 1.|Titel Lineaer r... 801
2 0.463291|RegEgn |m*x+b 2| 0.86791 RegEqn |m*x+b
210.214639m 31.8678 || _ 50| 210.753268 m 64.0577 ||| _ g0
4 0.09944|b 59.7793 ?} 410.653769 b 23.9314 ;5, - x

2 @ g £2(x) = ala }
5 0.04607|r* 0.823247 E 510.567413 r* 0.999998 5

40 204

510.009888|r 0.90733 510.427414r 0.999999
7 Resid {-3.6471... 7 Resid {0.01097...
8 204 8 20
5 9
0 = 10 =
<] — 151 — T [ — ip| ——
| :LiuRegM};('x_var.'temperatur,1 L 10 20 30 40 38 60 70 80 90 | [z :LiuRegM}gl:'x_var,'temperatur.1' 10 20 30 40 gg 60 70 €0 €0

Det geelder nu om at holde tungen lige i munden. For en given vardi af grundtallet a
finder vi de bedste verdier for b og ¢ med mindste kvadraters metode (den lineere
regression). Samtidigt far vi oplyst forklaringsgraden for den lineaere regression (gul
celle). Jo sterre forklaringsgraden er, jo mindre er kvadratsummen. Ved at kere pa sky-
deren for a kan vi derfor finde den verdi af @, der har den sterste forklaringsgrad og
dermed den mindste kvadratsum. Vi finder altsa modellen

temperatur = 64.0577-0.9906" +23.9314

Samtidigt ser vi at modellen har en forklaringsgrad r* pd 99.9998% og grafen passer
fortrinligt. Vi har altséd gennemfort en regressionsmodel baseret direkte p4 mindste
kvadraters metode for en forskudt eksponentiel vakstmodel ©.

Tl-nspir € CAS 87 Version 3.6



Deskriptiv statistik

Iden deskriptive statistik arbejder man med simple diskrete variable, dvs. variable,
der kun har et endeligt antal vaadier. Der findes ogsé teellelige diskrete variable,
men dem kommer vi ikke naermere ind pa her. Diskrete variable star i modsatning til
kontinuerte variable, der antager alle veerdier indenfor et interval.

Kontinuerte variable undersegges ved hjelp af funktioner, differential- og integralreg-
ning, mens diskrete variable underseges ved hjlp af lister og tabeller og summer og
differenser.

Diskrete variable og datasaet
De simple diskrete variable kommer nu i to hovedtyper:

1) De kategoriske variable, hvis vaerdier er tekststrenge, der altid indskrives
med gasegjne!

2) De numeriske variable, hvis vardier er tal. Serligt simpelt er det, hvis vaer-
dierne er hele tal, men det er ikke noget krav.

Med de kategoriske variable kan man kun foretage optellinger og udregne simple
procentdele. De numeriske variable kan man derimod regne pa, herunder udregne
vigtige Statistiske deskriptorer, som eksempelvis kan angive niveauet ved hjalp af
eksempelvis median og middelverdi, henholdsvis variationen ved hjelp af eksem-
pelvis variationsbredde, kvartilbredde og spredning.

Der findes ogsé en tredje type diskret variabel, der ligger midt mellem de kategoriske
variable og de numeriske variable. De kaldes ordinale variable, og her drejer det sig
typisk om kategoriske variable, der kan rangordnes, dvs. man kan sige hvilke verdi-
er, der gér forud for hvilke vardier. Det kan fx vare resultatet af en spergeskema-
undersggelse, hvor svarene rangordnes: Hvor enig er du i felgende udsagn ..., som
kan have vardierne “meget uenig”, ”lidt uenig”, “neutral”, ”lidt enig” og “meget
enig”. I mange tilfeelde vil man da ogsé kode vardierne som tal, eksempelvis -2, -1,
0, 1, 2, fordi man sé& ogsa kan udfere formelle udregninger pa vardierne, selvom man
kan diskutere hvor stor mening det egentlig giver. Men det giver et hurtigt overblik
over hvorvidt besvarelserne i én spergeskemaundersogelse er mere enige i udsagnet,
end besvarelserne i en anden spergeskemaundersogelse.

TI-Nspire CAS understotter dog ikke ordinale variable som en sarskilt variabeltype.

Nér man arbejder med flere variable herende til det samme datasaet kan de med
fordel opskrives som en tabel i et Lister og regneark-varksted. De enkelte variable
afsettes da som lister med lige mange elementer. Mangler der nogle data, markeres
det med et understregningstegn i en i gvrigt tom celle, dvs. _ . Et sddant datasat kan
ogsa afbildes i fx et Note-varksted. Listerne kan da enten afbildes enkeltvis eller
samlet, idet de omsluttes af krgllede parenteser, da en tabel/dataszt, jo bestar af en
liste af lister.

Man skal da blot huske pa, at man selv skal tilfgje variabelnavnene inde i tabellen
ved hjelp af sammenkaed-kommandoen augment, ligesom man skal huske pa, at
listerne nu som standard skrives vandret. Det sidste kan man dog rette op pa med en

transponeringskommando ‘ z ‘ (som du finder under Tegn i venstre sidepanel).

Her er det vist med et meget simpelt eksempel pé et dataseet, der bygger pa data om
planeterne i solsystemet:
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# |Aplanet [Btype  p[planet
> : "Merkur”,"WVenus", "Jorden", " Mars", "Jupiter ", " Saturn "
=] e
1 |Merkur Sten 3 :”Steu","Sten”,"Steu",”Sten”,"Gas","%s","Ga:","Gﬁ:'
lanet,type}
. i»
Venus Sten o |"Merkur" "Wenus" "Jorden" "Mars" "lupiter" "5
3 |Jorden Sten "Sten” "Sten” "Sten" "Sten” "Gas" "
"Merkur"  "3ten”
¢ |Mars Sten "Wenus" "Sten”
5 Jupiter Gas "Jorden" "Sten" b
"Mars"  "Sten"
3 T
6 [Saturn |Gas (1 pranet,cype ' - "Jupiter” " Gas"
"Satumn"  "Gas"
7 |Uranus |Gas CUranust Cas”
g INeptun | Gas "Meptun” " Gas"
"Pluto” "Is"
¢ |Pluto Is
10 <]
6] e—— ]
All"Merkur"

VU PTARELLYPE T "Jupiter”  "Gas"
A B
€ A planet type [ Feamm "G
- "Uranus" "Gas"
"Neptun" "Gas"
1 Merkur Sten "Plute”  'Is" V
2 'Venus Sten planet_titel =augment(_{ "PLANET" }:planet)
3 : "PLAMET","Merkur", "Venus","Jorden", "Mars", " Jupit
# Jorden Sten typeiﬁtel':augment({ "TYPE" }Jtype)
4 \Mars Sten » { "TYPE","Sten","Sten", "Sten", "Sten ", "Gas ", "Gag", " G¢
. "PLAMET" "TYPE"
5 Jupiter Gas "Merlur”  "Sten”
6 |Saturn Gas "Venus" "Sten”
"Jorden' "Sten”
7 Uranus | Gas (4 planet_titel type_titel })7 » | "Mars’  "Sten”
"Jupiter” "Gas"
8
Neptun |Gas "Saturn"  "Gas"
9 Pluto Is "Uranus" "Gas"
"Neptun" "Gas"
10 = "Fluto" "Is"
6] —— l"
A7l " Mer B
A1l "Merkur

Diagrammer hgrende til deskriptiv statistik

For at danne sig et overblik over hvordan verdierne for en diskret variabel fordeler
sig, er det vigtigt at kunne visualisere deres fordeling i et passende diagram. TI-
Nspire CAS understotter en lang rekke diagrammer til dette formdl. Vi starter med at
danne os et overblik over hvilke diagramtyper, der er til radighed.

Vima da skelne mellem enkelt-variabelstatistik, dobbelt-variabelstatistik og multiva-
riabel-statistik, der har hver deres egne karakteristiske diagrammer til radighed.

Ved enkeltvariabelstatistik er det alene typen, der afger, hvilke diagrammer, der er til
radighed: Drejer det sig om kategoriske eller numeriske data. Ved mere end én varia-
bel ma vi ogsé skelne uafheengige og afheengige variable.

Ustrukturerede diagrammer

Abner man et Diagrammer og statistik-varksted, vil det som standard &bne et
ustruktureret diagram, hvor de data-lister der er til stede reprasenteres af tilfaeldigt
placerede kugler med etiketter herende til de enkelte datakugler.

=] -
# |~ planet EMC Pastaift. planet ® ~Aplanet [Etype C [
1 |Merkur  |Sten planet sm,ml 1 Merkur |Sten
type: G

2 Wenus Sten = 2 Venus Sten =
3 |Jorden  Sten @uprn | 3 Jorden  |Sten .
4 IMars Sten 4 Mars Sten ;?

; Merdeur _ =
5 |Jupiter | Gas o 5 Jupiter | Gas :
6 |Saturn  |Gas @ e 6 Saturn  |Gas z
7 |Uranus |Gas 7 \Uranus |Gas
% |Neptun | Gas % Neptun Gas

.Jupre:

S |Pluto Is @ T S Pluto Is ! !
10 = . 10 =
L — D] Ot L — 1B] Gas g Sten
5 Kiik for at tilfigje variabel Al] ' Merkur type

Man kan skifte etiket ved at klikke i feltet paskrift everst til venstre i diagramvin-
duet. Vi kan i dette tilfzelde skifte til etiketten type. Man kan derefter strukturere
diagrammet ved at traekke en kugle ind pa en af akserne. Traekker man fx en kugle
ind pé den lodrette akse stables kuglerne som vist lodret efter den valgte etiket.

Der findes selvfolgelig ogsé mere systematiske metoder til at frembringe strukture-
rede diagrammer, som vi nu vil se n@rmere pa.
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Standarddiagrammer

Sandarddiagrammer kan tegnes som hurtiggrafer, idet vi indtaster vaerdierne for de
involverede variable i Lister og Regneark-vearkstedet, markerer dem (klik gverst i
sojlebogstavet), hgjreklikker i markeringen og velger Hurtiggraf fra Data-menuen.

Standarddiagrammer kan ogsé tegnes som almindelige diagrammer ved at tilfoje et
Diagrammer og statistik-varksted, og sa klikke pa den vandrette akse for at tilfagje
en variabel. Den pageldende variabel afbildes da netop som et standarddiagram.

1. Enkeltvariable

Hvis der er én kategorisk variabel afbildes den som standard i et prikdiagram, der
efterfolgende kan konverteres til et sgjlediagram eller et cirkeldiagram (ved at hojre-
klikke i grafvinduet). Her er det vist med planettyper, der kan vare sten-planeter,
gas-planeter eller is-planeter.

Frekvens

[N]
L

K lik for at tilfgje variahel
lik for at tilfaje variabel

® A planet Emc
1 |Merkur  |Sten

2 Venus Sten

3 |Jorden Sten

4 Mars Sten

5 Jupiter |Gas

6 |Saturn Gas

7 \Uranus |Gas

g Neptun |Gas

9 |Pluto Is

bl

[l
Co00

@ i ol

by

Gas Is Sten Gas Sten
type type type

Der er en vis frihed i disse diagrammer. I prikdiagrammet og sgjlediagrammet kan
man frit traeekke 1 etiketterne pa den vandrette akse og dermed @ndre den reekkefolge
de vises i. Man kan ogsé hgjreklikke og sortere etiketterne efter rackkefolgen listerne
(i dette tilfzelde sten, gas og is), rekkefolgen af vaerdierne (i dette tilfeelde gas med 4,
sten med 4 og is med 1: Da der er to planettyper, der er lige hyppige sorteres de alfa-
numerisk) og endelig alfanumerisk rekkefolge (gas, is og sten):

1:5g]lediagram

2:Cirkeldiagram

1:Raskkefalgen i listerne 3:Sorter effer  *

2:Razkkefglgen af vaardierne
3:Alfabetisk raakkefglge

Endelig kan man fa Vist alle etiketter for sgjlediagrammet og cirkeldiagrammet:

1:Prikdiagram

2:Cirkeldiagram

3Vis alle etiketter

4 Sarter efter k
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®planet |Stype |C D 4w44% | ®[planet Btype |C

1 Merkur [Sten 1 Merkur |Sten

2 Menus Sten 2 Menus Sten .
2 Jorden |[Sten " 2 Jorden |Sten %
4 Mars Sten g 4 Mars Sten ﬁ_?
5 Jupiter |Gas £ 21 5 Jupiter |Gas E
6 Saturn  |Gas 6 Saturn  |Gas %
7 Uranus |Gas 1011.1%) 7/ Uranus | Gas

g Neptun |Gas % Neptun |Gas

9 Pluto Is 9 Pluto Is

O_ "—F o Gas Is Sten O_ L 'i
e type & lype

Hvis der er én numerisk variabel afbildes den som standard i et prikdiagram, der
efterfolgende kan konverteres til et histogram, et boksplot eller et normalfordelings-
plot. Her er det vist med hejderne for drengene i en klasse.

Ali 172
Andreas 187
Christian 174
Jakob 175
Jamal 169
Julian 176
Kasper L 185
Kasper Q 190
Martin 175.5
Mohamed 185
Nikita 177
Paw 188
2.0
1.04
) £ 3 I @
E E E é o0 g _ x-179 458
; ; 7.07575
_1.04
o 0e® 8eve || |l wll
168 172 176 h;jgg 184 188 19| 188 172 176 h;ﬁg 184 188 14 68 172 176 h]zzjage 184 188 192 168 172 176hgj%% 184 188 14

Normalfordelingsdiagrammet er det mest komplicerede af disse diagrammer og det
vil blive diskuteret i et serskilt afsnit senere.

Der er en vis frihed i disse diagrammer. I boksplottet kan man vealge om man vil se
afvigere/perifere observationer eller om man vil udstreekke boksplotgraenserne til
minimum og maksimum.

1:Frikplot
2:Histogram
3:Mormalfardelingsplot

4:\is boxplot afvigere

S:Zoom k

I vores tilfeelde er der dog ingen afvigere ©
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I histogrammet kan man frit vaelge om man vil inddele forsteaksen efter lige store
eller ulige store intervaller. Det sidste kreever dog, at man tilfgjer en liste over inter-
valgranser. Tilsvarende kan man valge mellem forskellige optallingsskalaer: Fre-
kvens/Hyppighed, Procent eller Taethed/Areal. Det sidste svarer mest til det traditio-
nelle histogram i undervisningen.

1:Prikplaot 1:Frikplot

2:Boxplot 2:Boxplot

3:Mormalfordelingsplot 3:Mormalfardelingsplat

4:Skala & 1:Procent
S:5gjleindstillinger b 2 Tethed/Areal

E:Zoom k

4:5kala 3

3:5gjleindstillinger ' [ 1:Lige store intervaller

6:Zoom " [ Z:Ulige store intervaller

Indstillinger for lige store sgjlebredder &J

Bredde I
Sejlestart |167

i
I
OK Annuller

Men man kan selvfolgelig ogsa justere histogrammets udseende ved simpelthen at
treekke i basene og derved gore dem tykkere/tyndere ©

2. dobbeltvariable

Hvis vi har to variable i spil og vil fremstille et standarddiagram, der viser sammen-
hangen mellem de to variable athenger diagramtypen naturligvis af hvilken type, de
to variable tilherer. De to vigtigste typer er kategorisk-numerisk (dvs. den uaf-
hengige variabel er kategorisk, mens den athangige variabel er numerisk) og nume-
risk-numerisk (dvs. den uathengige variabel er numerisk, ligesom den athaengige
variabel er numerisk)

LAGY-IEGEIN B type C densitet \ *®

- 5.5+ ’ — 240 @
1 |Merkur |Sten 5.41 s 1 5.41 0.387 0.241 2004

2 Venus Sten 5.24 2 5.24 0.723 0.615

= lJorden [Sten . @ 3 5.5 1 1] e e

4 IMars Sten 3.89 § 4 3.89 1.52 1.88 §120—

5 [Jupiter |Gas 1.24 U2‘5— 5 1.24 5.2 1.9/ 5

& |Satun  |Gas 0.62 ® 6 0.62 9.56 29.4 [ e

7 |Uranus |Gas 1.27 1sle 7 1.27 19.2 83.8

¢ Neptun |Gas 1.62 " le® 8 1.62 30.1 163 407 ®

¢ |Pluto Is 2.34 bsl@ 9 2.34 39.5 248 od @

O_ 1 - Gas Is Sten 'O_—-_ mﬁ L A
2] yoe ’EI_ 0 510 15 .20 25 30 35 40

I det forste tilfeelde afsattes prikdiagrammer for hver af etiketterne. Men de kan selv-
folgelig omdannes til boksplots og histogrammer. I det andet tilfalde oprettes et
punktplot. Hvis det enskes kan man forbinde datapunkterne med linjestykker, men
det er sjeldent relevant

1:Zoom

2:Forbind datapunkter

Desvarre er det ikke muligt at fa heeftet etiketter automatisk pa datapunkterne i
punktplottet. Som ne@dlesning kan man holde et ustruktureret diagram &bent ved siden
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Hvis man opretter et
Diagrammer og
Statistik-vindue og
vil tilfgje flere vari-
abletil en akse er det
nedvendigt at hgjre-
klikke i aksefeltet for
at fa lov til at tilfoje
endnu en variabel.
Ellers udskiftes vari-
ablen blot ©
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af punktplottet, for sa vil et klik pa et datapunkt i et af diagrammerne automatisk
koble det til det tilsvarende datapunkt i det andet diagram ©

Péa den made kan man hurtigt identificere et datapunkt og samtidigt fa oplyst alle de
tilherende verdier i datasettet.

Paskrift: planet
240 1 @
2004
@satum OUmnm
afstand: 19.2 160 Q@
densitet: 1,27 @z
omlebstid: 83.8 |
planet: Uranus § 1204
type: Gas £
S
= 80 o
@ Jupiter
@nterkur a0
@
@ntar: @
04
@cptun
®riut L A U AN N R
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Klik for at tilfgje variabel afstand

3. Multivariable

Hvis vi har mange variable i spil og vil fremstille et standarddiagram, der viser sam-
menhaengen mellem disse variable athenger diagramtypen naturligvis igen af hvilken
type, de forskellige variable tilhgrer. Denne gang skal alle variablene vaere numeri-
ske. Den forste variabel handteres da som den uathangige variabel, mens de gvrige
variable handteres som athangige variable:

[
= 400

1 0.387 0.241 179

2 0.723 0.615 as3 | 2 .
3 1 1 12 g 2004 o

4| 1.52 1.88 -a3)| ®

5| 5.2 1.9 -153|| E b

5 9.56 204 -85 |E o1 B® e

7 19.2 3.8 -214/| 7 =

5 30.1 163|  -225 5

9 39.5 248 -236(| 200 9 B B g
|O____ I\—\E T T T T T T T T
DA omlobstia 0 5 10 15,20 25 30 35 40

Normalfordelingsdiagrammer

Der er to typer normalfordelingsdiagrammer, man kan knyttet til et numerisk dataset:
Dels normalfordelingsplottet, som vi allerede har set pa, dels kan man overlejre et
histogram med den tilsvarende normalfordelingsgraf ved at veelge menupunktet

o

% 4:Undersgg data » 9:Vis normal PDF

I begge tilfeelde udregnes middelvaardien for datasettet og den sakaldte stikprove-
spredning og der overlejres med den tilsvarende normalfordeling med samme mid-
delveerdi og spredning.

I normalfordelingsplottet er det den kumulerede fordeling, der afsattes pa et standard
normalfordelingspapir, hvor den kumulerede normalfordeling fremstar som en ret
linje.
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5: Deskriptiv statistik

I histogramtilfeeldet er det teethedsfordelingen/punktfordelingen, der afsettes sammen
med histogrammet i den samme skala som histogrammet. Hvis man ensker et klas-
sisk diagram skal man derfor skifte til skalaen Teethed/Areal:

38 .

E‘ 1:Diagramtyper ¥

|} 2Diagramegenskaber »

[¢ 3:Handiinger '
4 ae &g ddld
2.0
5:\indue/Zoom b ol | nomPdf(x, 179.458,7.07575)
E_.;“n " 2:Tilfg] fiytbare linjer 0.084
1.0 4
EE { 4:Plat funktion
N E
% 0.0 o %
z © 175 458 4 . =
£ @ eI E'u’/_dn«. &:Regression K
707575
%?:Residualer 4
-1.0 1 —
X 8:Plot vaardi
[¢] )\, 9:Vis normal FDF
_2IO L T T T T T T = .
168 172 176 180 184 188 1g ’:\J A Grafsporing 160 170 180 180 200
hgjde hgjde

Mens den klokkeformede kurve overlejret et histogram er rimelig nem at forsta, kan
det vaere sverere at tolke normalfordelingsplottet. Det kan da veere nyttigt, at vide lidt
mere om hvordan det er fremkommet, selvom det folgende nedvendigvis bliver lidt
teknisk ©

Vi har et datasaet bestaende af 12 hgjder. Vi sorterer forst datasattet efter hgjde. Der-
efter tildeler vi ethvert datapunkt, dvs. enhver hgjde, et interval, der netop svarer til
en tolvtedel af enhedsintervallet [0;1]; dvs. det forste datapunkt tildeles intervallet
[0;1/12], det andet tildeles intervallet [1/12;2/12] osv. Selve datapunktet knyttes til
midtpunktet af intervallet, dvs. det forste datapunkt knyttes til 1/24, det andet data-
punkt til 3/24 osv. Pé basis af disse kumulerede frekvenser kan vi nu tegne sumkur-
ven for datasattet:

€ A dreng [E hgjde € kum_hzjde 1.04 € hgjde © kum_hgjdeD z_vzaerdi 209
= =seq((2*x—1‘ = =seq((2*x—1|=invnorm(
1 Uamal 169 1/24 05 1 169 1/24| -1.73166
: 1.0
2 Ali 172 1/8 . 172 1/8| -1.15035
2 Christia... 174 5724 E 174 5/24|-0.8122..
2,06+ =
4 Uakob 175 7124 }5:“ 4 175 7/124|-0.5485.. || & 00
= i
5 Martin 175.5 3/8 5 5| 175.5 3/8-0.3186.. | [+ 116 - x-179.458
& Uulian 176 11724| [ 04 5 176 11/24/-0.1046... 7.07575
7 Nikita 177 13/24 7 177 13/24/0.104633 104
& Kasper.. 185 5/8 0.24 8 185 5/8|0.318639
9_Moham... 185 17!2{1|E g 185 17/24|0.548522 ®
H [
a1 ' 10| 187 19/24/0.8122185 50
| knm_hejde:=seq| ="~ 1 1,12 00— [ - 15 \ ———— T
|~ 24 166 170 174 Wgzjé 82 186 1%0 192 [2]; veerdi:—invnorm(kum_hejde) 168 172 176 180 164 185 1§

Hvis der er tale om en normalfordeling vil sumkurven nu ligne den typiske S-forme-
de kurve. Men da det kan vare svaert at sammenligne S-formede kurver, retter vi den

i stedet op til en ret linje ved at benytte normalfordelingsaksen pa andenaksen, dvs.
ved at overfare den kumulerede fordeling til et standardnormalfordelingspapir. Det
sker ved at erstatte de kumulerede frekvenser med de tilsvarende z-vardier for en
standardnormalfordelingen, dvs. som vist transformere dem med den omvendte nor-
malfordeling. Til sidst tilfejes den rette linje med forskriften
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X — middelveerdi

- stikprgvespredning
Og vi har nu set hvordan standardnormalfordelingsplottet er fremkommet ©

€ | alev B kan = hajde
= Diagrammer med kategoriske opdelinger: Sammenligning af fordelinger
Al Dreng 172
2 |Andreas  Dreng 187
e i 12 Alle de diagrammer vi har kigget pé hidtil er standarddiagrammer, som vi har kunnet
4 Cecilie ge . . . .
5 [Chistian _Dreng 174 tegne med hurtiggraf (eller bare oprettet et Diagrammer og statistik-varksted og
i _Pae e tilfejet variable til akserne). Vi vil nu se lidt neermere pé nogle andre diagramtyper,
e ge .. .
lHaici [pige 160 der kraever lidt mere omtanke.
9 |Jakob Dreng 175|
101J L D 169 . . . . .. .
e 1ee Vi legger ud med kategoriske splitdiagrammer, hvor vi i forste omgang splitter nu-
“ouan oreng 176 meriske data efter kategoriske data. Her atha@nger proceduren af, hvordan dataseet-
i e tet er fremstillet. Der findes nemlig mindst to forskellige mader at hindtere kategori-
15 Louise K Pige 165 ske variable pé i forbindelse med numeriske data.
16 |Louise R Pige 168.5
17 |Maria Pige 170.5 . . . A o . .
i Martin Dreng 15| Vi vender tilbage til eksemplet med hgjdemaélinger i en klasse, men inkluderer denne
s ' gang ogsa pigerne. I et velstruktureret dataset vil der nu veere tre variable: En kate-
3 Nkta  [Oreng 177 gorisk variabel for eleverne, en kategorisk variabel for deres ken og en numerisk
S Zg“g a2 variabel for deres hejde. Alle listerne er lige lange (med 25 elementer svarende til de
“Sofiek  Pige | 165 25 elever i klassen).
25 Sofie T Pige 172.5
Afbilder vi nu hgjden som funktion af kennet far vi netop den enskede opdeling af
hgjderne pa de to ken og kan umiddelbart sammenligne de to fordelinger. Vi kan som
vist ogsa afbilde ken som funktion af hgjden, hvis det giver bedre overblik:
® blev B ken C hgjde
— 1904
Obs =
Standarddia}grammer | Dreng 172 o
kan. G 2 |dreas Dreng 187 180 5
typisk ved blot at - o 162
veelge variable til mifa 1ge
aksefelterne. Men fx 4 |cilie Pige LEEM -3 §
kategoriske opdelin- 5 lristian  |Dreng 174 || °
ger og kombinations- 5 ristina  Pige 163
diagrammer kraver 7 e Pige 1605 1604 .
typisk, at man hejre- - : g @
klikker i aksefelterne 8 jidi Pige )
for at fa adgang til 9 kob Dreng 17500 ®
flere muligheder. 10 mal Drena 169 =
<] I 1] Dren Pige T T T T T T T T T
oC g kan 9 150 155 160 165 170 175 180 165 120
Men det er desverre ikke alle data- # |4 elev.dreng|E hejde.dreng |© elev.pige D hgjde.pige
set, der er velstrukturerede. Typisk |=
vil de to ken vere skilt ud pa sepa- 1 |Al 172|Canmilla 162
rate lister (de er altsd ustakkede) 2 |Andreas 187|Cecilie 173
2 |Christian 174|Christina 163
4 |Jakob 175 Cilie 169.5
5 [Jamal 169|Heidi 169
6 |Julian 176|Jane 166
7 |Kasper L 185|Louise K 165
& |Kasper O 190|Louise R 168.5
9 |Martin 175.5Maria 170.5
10|Mohamed 185|Marzia 151
11 |Nikita 177 Rose 174.5
12 |Paw 188|Sofie K 165
13 Sofie T 172.5
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Man har altsa delt datasaettet op i to separate dataseet, et for drenge og et for piger.

Tip Nar man laeser verdier pa tvaers haenger de derfor ikke leengere sammen. Strengt ta-
Hvis du gnsker det get burde de to dataseet derfor skilles ud pa hvert sit regneark, men det er der trods alt
kan du samle de to ikke tradition for ©

lister til en enkelt

stakket liste over hele

. I stedet opretter man et Diagrammer og Statistik-vindue, hvor man forst afsaetter
klassens hejder ved at ) . . . . o )
M W N RO variablen hgjde.dreng og derefter hojreklikker man i aksefeltet for at fé lov til at
lister med augment-  tilfaje en X-variabel (hvis man venstreklikker far man bare lov til at udskifte en X-

kommandoen. variabel). Derefter tilfojes variablen hgjde.pige.
# ~ elev.dreng|E hgjde.dreng |C e
1Al 172 Cai %
2 Andreas 187|Ce | = %
3 Christian 174|Chi %
4 Jakob 175 Cilif | £
5 Jamal 169|Hei ?
& Julian 176 Jar |- &
. . 7 \Kasper L 185Lot g @
1:Tving kategorisk X 8 [Kasper O 190 Lot =)
2:Tilfgj X-wvariabel 5 Martin 175.5 Ma
¥ Flem X-variabel a2 Mohamed 185 Ma 150 155 160 165 170 175 180 185 190
St "Al @hgide_dreng @hgjde_pige

Denne gang kan man dog ikke bytte om pa akserne, dvs. man kan ikke afsatte boks-
plottene lodret. Det er dog en lille pris at betale for at fa lov til at holde drenge og
piger adskilt ©

Vi vender os derefter mod tilfeeldet, hvor vi gnsker at afbilde sammenhangen mellem
to kategoriske variable, dvs. vi opdeler nu én kategorisk variabel efter en anden
kategorisk variabel.

Vi legger ud med et meget simpelt eksempel, nemlig planeternes opdeling pé type
(’Sten”, ”Gas” og “’Is”). Vi opretter da forst et Diagrammer og Statistik-vindue,
hvor vi afsetter variablen planet:

# ~Aplanet |Btype C [

"Merkur" |Sten

1

2 Venus Sten 2
3 |Jorden |Sten ?
4 Mars Sten %
5 Jupiter  |Gas E

& Saturn Gas

~

Uranus |Gas

2 Neptun |Gas
*]
9 |Pluto Is R EEEEEEE)
U S 3 © 5 £ g £ @2 @
10  + = 8 2 2 2 3 2 2
<] — 13] § % = % % o g % g

Mkur”

planet

Derefter hgjreklikker vi i aksefeltet og vaelger Opdel kategorier efter variabel. Det
giver mulighed for at tilfeje variablen type, sa der til hver planet nu knyttes en signa-
tur, der tydeligt viser hvilken type, der er tale om, idet regnearket velger signaturen
@ for Gas, signaturen [] for Is og endelig signaturen g for Sten.

Tl-nspir € CAS 96 Version 3.6



5: Deskriptiv statistik

1:Twing numerisk X
2:Tilfa] X-variabel

3:Fjern X-variabel

4:0pdel kategorier efter variabel

# Aplanet |Btype C
1 |"Merkur' |Sten

2 Venus Sten

3 |Jorden Sten

4 Mars Sten

5 Jupiter |Gas

5 Saturn Gas

7 \Uranus |Gas

% Neptun Gas

9 Pluto Is

i i
A1 "Merkur"

bel

Klik for at tilfgje variat

tvpe

@® Gas

Ols

A Sten

_A A A A®_ @ 0 @ I
5 @9 5 © s £ 9 £ 2
= 2 & ® 2 5 2 =2 5
T 2 5 = 5 B g §F 0O
= ® 5 = »w 5 =

planet / type

Men langt den vigtigste anvendelse af opdeling efter kategorier stammer fra opteel-

ling af krydstabeller. Vi teenker os at vi har to kategoriske variable, der typisk stam-
mer fra et spergeskema som fx registrerer den adspurgtes kan og politisk holdning.
Fx kan vi se pa et meget simpelt eksempel med 10 spergeskemaer, hvor det registre-
res om man tilherer red blok eller bla blok i folketinget.

Vi kan da enten afsatte holdning ferst og derefter opdele efter kan, eller vi kan af-
sette kon forst og derefter opdele efter holdning. I begge tilfeelde har vi skiftet til et
sgjlediagram, sléet Vis alle etiketter til og farvelagt sgjlerne passende:

: k holdnin
@ " ken & holdning © on 9
2 n M Dreng = 6 El4
= H Pige I W Rad
1 Dreng Rad 3 g
. 44 = = 2
2 Pige Red o &
. = F £
3 Pige Rad & 44 2
0 . [} ] 3
o = = s
4 Dreng Bla o = g @
) @ 8 5 g [
5 Pige Rad T & iy =
o o =
& Dreng Red 27 = 2
()
7 Dreng Red %
2 Pige Bla =
2 Pige Bla l
10 Drena Rad = ol 0J
(<] — 1] Bla Rad Dreng Pige
e holdning / ken ken / holdning

Vi far da ikke bare optalt hvor mange der findes i hver af de krydsede kategorier, fx
at der findes netop 2 piger, der stemmer pa bla blok. Vi far ogséa de procentuelle for-
delinger pa henholdsvis holdning og ken. Fx viser det forste diagram at 1/3 af stem-
merne pa bla blok kommer fra drenge, mens de resterende 2/3 af stemmerne kommer
fra pigerne. Tilsvarende viser det andet diagram at 20% af drengene stemmer pa bla
blok, mens de resterende 80% af drengene stemmer pa red blok osv.

Men maske langt den vigtigste anvendelse af et sadant sakaldt grupperet sgjledia-
gram er nok at man uden videre kan udfylde en krydstabel/pivottabel ved afleesning
af hyppighederne i diagrammerne. De kan sa udfyldes pé to ledder alt efter hvilken

variabel man afsetter lodret og hvilken vandret.

TI-72Spire cAs

Holdning\ken Dreng | Pige | | alt
Bla 1 2 3
Rad 4 3 7
| alt 5 5 10
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Kombinationsdiagrammer

Vi kommer sa endelig til den sidste type diagram, hvor man kombinerer en variabel
med en veerdiliste, og far afsat vardierne som sgjler (med vilkarligt fortegn) eller
som cirkeldiagram (hvis alle vaerdierne er positive). Da vi kombinerer en katego-
risk/numerisk variabel med en numerisk variabel kaldes det et kombinationsdia-
gram. Her er det fx forst vist med planeters densiteter, hvor vi har markeret sgjlerne
med planeternes navne og densiteter og derefter hejreklikket og valgt kombinations-
diagram i Data-menuen. Da densiteterne er positive kan vi bade fremstille et sgjledi-
agramog et cirkeldiagram

Aplanet |5 densitet [ TS
1 Merkur 5.41 Sten St o
2 Vi 5.24/St Mars alﬁ?anus
enus . en
3 Jorden 5.5/Sten = =
530 B
4 Mars 3.89 Sten 5 5
5 |Jupiter 1.24|Gas Jorden
Kombinationsdiagram =) 6 |Saturn 0.62/Gas
X~liste: 7 \Uranus 1.27|Gas
Veerdiliste: |densitet - g Neptun 1.62/Gas Venus
3
Vis p& Delt side ~ Pluto 2.34|ls
i - 10 5
Il Annuller ' <] — 1
L A:B|densitet = planet |= planet

Laeg merke til ikonet | nederst til venstre i diagrammet. Det markerer netop, at der
er tale om et kombinationsdiagram.

Derefter har vi opbygget et kombinationsdiagram over planeternes temperaturer ved
at oprette et Diagrammer og statistik-vindue, tilfojet variablen planet pa forste-
aksen og derefter hejreklikket i aksefeltet for anden-aksen, hvilket giver mulighed for
at vaege Tilfg) Y-vaerdiliste, som netop anvendes til at frembringe et kombinationsdia-
gram for temperaturen som funktion af planeten:

1:Tilfg] variabel

# |~ planet |[BEtype [C densitet
1 |Merkur  [Sten 5.41
2 |Venus Sten 5.24
3 |Jorden [Sten 5.5
4 |Mars Sten 3.89
5 |Jupiter  |Gas 1.24
6 |Saturn  |Gas 0.62
7/ |Uranus |Gas 1.27
g INeptun |Gas 1.62
9 |Pluto Is 2.34
10

[ —

Merkur”

temperatur

Denne gang er nogle af temperaturerne negative og man kan derfor ikke vaelge et

cirkeldiagram ©

En anden meget vigtig anvendelse af kombinationsdiagrammer er i forbindelse med
de sékaldte hyppighedstabeller, der fx optraeder i forbindelse med grupperede ob-
servationer, hvor vi ikke har umiddelbar adgang til de ra data, men kun til en opteel-
ling af hyppighederne for de enkelte kategorier eller intervaller.

I sa fald er det hyppighedslisten, der fungerer som verdiliste i kombinationsdiagram-

TI-725pire cAs
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met.

Hvis der fx er oplyst en tabel over forekomsten af kriminalitet fordelt pa ofrets alder
opdelt efter aldersgrupper i befolkningen:

OfretialderiiNGro 10-19 | 20-29 30-39 | 40-49 | 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-
(interval)
——— 419 8176 10553 7175 5452 | 4274 | 2475 | 1995 | 1399
(hyppighed)

Vi kan da indskrive tabellen i et regneark pa to forskellige mader: Vi kan holde inter-
vallerne som en kategorisk variabel eller vi kan omdanne intervallerne til en nume-
risk variabel. Det nemmeste er da at antage at alle intervallerne er lige lange, selvom
vi strengt taget ikke ved noget om det sidste interval, og sa anvende intervallets midt-
punkt, som den karakteristiske veerdi:

® |Ainterval B alder € antal T § # Alinterval Ealder C antal p—
= 12000 4 g = [20.00, 20.00) 10552
1 |[0.10[ 5 419 g2 1 [0.10[ 5 419
1000 2 g
2 |110;20[ 15 8176 e BS 2 [10;20[ 15 8176
z |[20:30] 25 10553 | soco{ pgE 2 2 : |[20:30] 25 10553
T =2 F
4 |[30;40[ 35 775 |5 o § 2 4 [30;40[ 35 7175 |z
5 |[40:50] 45| 5452 " 5 [40:50] 45| 5452 |"
6 |[50;60[ 55 4274 || 40004 & = £| & [50:60] 55 4274
_ < 8 @
7 |[60;70[ 65 2475 | 0l & & 2| 7 [60;70] 65 2475
g |[70:80[ 75 1995 2 II.J & [70:80[ 75 1995
o |[80:-[ 85 1399 = o | [80;- 85 1399
10 5 SRRSERBER Il E
(<] — 5l _| g9 2dgg g g R Qmmm I
Alinterval =T Titeval A1]"[0,10[" c 20 4 50 80 100

I det forste tilfeelde afbildes tabellen som et sgjlediagram, fordi den uathengige vari-
abel er en kategorisk variabel. I det andet tilfeelde afbildes tabellen som et histogram,
fordi den uathengige variabel er en numerisk variabel. I det sidste tilfeelde har vi
efterfolgende justeret basene, sa de har bredden 10 og starter i 0 ©

Beregninger horende til deskriptiv statistik

Vi har nu set hvordan vi kan tegne fordelingerne for kategoriske og numeriske vari-
able i1 passende diagrammer: prikdiagrammer, sgjlediagrammer og cirkeldiagrammer
for de kategoriske variable samt prikdiagrammer, boksplots og histogrammer for de
numeriske variable. De kan sé udvides til grupperede sgjlediagrammer for to katego-
riske variabel og punktplots for to numeriske variable.

Vi kigger nu naermere pa hvordan vi kan regne pa fordelingerne:

Opteellinger af kategoriske variable

Ved handtering af kategoriske (og numeriske data) far vi brug for diverse betingede
kommandoer, til at teelle hyppigheden for kategorier, grupperede dataszt osv. De
vigtigste kommandoer er samlet i Logik-kommandoerne for lister (dvs. de betingede
kommandoer) under Matematiske operatorer i venstre sidepanel
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Dokumentvarktsjslinje

m 7 B =

=i Matematikskabeloner

Katalog

IZ Matematiske operatorer

|
=i Tegn |
|
|

Dobbeltklik pa ikonet for at indszette elementet

»

Liste

<

| Mat

<

| Operationer

b

Logik

If

Count
Countlf
Sumlf
Freguency

Det drejer sig om den betingede I[F-kommando, der skrives ifFn, for ikke at forveksle
den med programmerings-kommandoen IF, om teellekommandoerne Count og Coun-
tif, om sum-kommandoerne Sum og Sumlf, og endelig om Frequency-kommando-
en, der opteeller hyppigheder.

Her er nogle typiske anvendelser, hvor vi igen ser pa datasattet fra planetsystemet.
Vi kan fx bruge Countlf-kommandoen til at telle, hvor mange planeter, der er af hver
type, dvs. vi skal have frembragt en hyppighedstabel. Vi indskriver da cellekomman-
doen

= Countlf(type,C1)

Efterfolgende treekkes kommandoen ned gennem tabellen (gult omrade):

# Aplanet Etype |CkategoriC antal |E densitet F afstand & or'r # Aplanet |Btype |C kategoriD antal = densitet - afstand | orr
= = =frequen

1 Merkur |Sten Sten 4 5.41 0.387 1 Merkur |Sten Gas 4 5.41 0.387

2 Venus Sten Gas 4 5.24 0.723 2 Venus Sten Is 1 5.24 0.723

3 Jorden |Sten Is 1 5.5 1 3 Jorden |Sten Sten 4 5.5 1

4 Mars Sten 3.89 1.52 4 Mars Sten 0 3.89 1.52

5 Jupiter |Gas 1.24 5.2 5 Jupiter  |Gas 1.24 5.2

6 |Saturn Gas 0.62 9.56 6 |Saturn Gas 0.62 9.56

7 Uranus | Gas 1.27 19.2 7 Uranus |Gas 1.27 19.2

g Neptun Gas 1.62 301 2 Neptun |Gas 1.62 301

9 |Pluto Is 2.34 39.5 9 |Pluto Is 2.34 39.5
O_ [ IE O_ H—lE
D[ =countifltype,ci) D|antal:=frequency(type kategori)

Bruger vi i stedet Frequency-kommandoen, skal kategorierne forst ordnes alfanu-
merisk, da Frequency-kommandoen taller, hvor mange data, der gér forud for
kategorien. Ydermere far vi en ekstra optalling af de elementer, der ikke er dekket
ind af kategorierne. Det er en arv fra Excel, der fungerer pd samme méade. Man skal
derfor typisk fjerne det overskydende 0, hvis man vil tegne og regne pa hyppigheds-
tabellen. P4 grund af denne skavank er derfor ofte at foretraekke at bruge Countlf-
kommandoen i stedet for Frequency-kommandoen ©
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Krydstabeller/Pivottabeller*

TI-Nspire CAS understotter desvarre ikke pivottabeller direkte. Som vi har set kan
man nemt oprette et grupperet sgjlediagram, hvoraf tallene i pivottabellen fremgér
direkte. Men hvis vi skal udregne dem selv kraves der lidt behandighed © Vi tager
igen udgangspunkt i eksempel med ken og holdninger for 10 elever:

€ A kgn & holdning|C en -
[l Dreng =
= M Pige I
1 Dreng  |Red 5
a 49 = ES
2 Pige Red o
=
3 Pige Red §
Dreng Bla H g
5 Pige Rad i )
. a
6 Dreng  |Red 215
7 Dreng Red g
& Pige Bla =
9 Pige Bla l
10 Drena  |Red ol
1B) Bla Red
Dreng holdning / ken

Af hensyn til senere tegninger/udregninger kan det betale sig at flytte krydstabellen
op over stregen, dvs. bruge de vandrette kategorier r@d og bla som variabelnavne. Vi
bruger da cellekommandoen

= sum(ifFn(ken = Cl and holdning= "Red?”,1,0))

til at finde antallet af rade drenge. Den traekkes derefter ned gennem listen for red.
Her bevirker ifFn-kommandoen at der fremstilles en liste med 1-taller og O-taller, idet
den far veerdien 1, hver gang der er en red dreng ud for hinanden i listerne ken og
holdning. Summen af denne liste angiver netop antallet af rede drenge.

Derefter bruges cellekommandoen
= sum(ifFn(ken = CI and holdning= ”BI4”,1,0))

til at finde antallet af bla drenge. Den traekkes tilsvarende ned gennem tabellen og
pivottabelen er ferdig.

®|aken  |Eholdning© kat_kenDred  |Ebla F G §ll®~ken  BholdningCkat_ken[Dred  |Ebla F G
1 |Dreng Rad Dreng 1 Dreng Red Dreng 4 1

2 |Pige Rad Pige 2 Pige Red Pige 3 2

2 |Pige Rad 2 Pige Red

4 Dreng Bla 4 Dreng Bla

5 [Pige Red 5 Pige Red

& Dreng Rad & Dreng Rad

7 |Dreng Rad 7 Dreng Red

& |Pige Bla & |Pige Bla

9 |Pige Bla 9 Pige Bla

O Drena Rad ] |: e Drana Roid ; I\f
E4, D7 =su111(iff11(kall=cl and lloldniug="Rﬁd",1,0)}

Netop fordi vi har flyttet krydstabellen op over stregen er det nu nemt at referere til
den som en krydstabel/matrix ved bare at satte krollede parenteser yderst, dvs. skrive
{red,bla} (eventuelt med en transponeringskommando for at listerne skrives lodret
ligesom 1 regnearket). Det er bekvemt, hvis vi fx skal udfere en uathengighedstest,
men mere om dette i kapitel 7. Tilsvarende er det nemt at frembringe et grupperet
sojlediagram ved forst at afsette variablen kat_kgn ud af forste aksen og derefter
tilfgje variablen rgd og bla som vaadi-lister, dvs. vi fremstiller et kombinationsdia-
gram.
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5: Deskriptiv statistik

{radbla}

43
12

({rodbla}) » {

4 1
2

5.0

(4/5) 80.0%

4.04

o
.
(175 20.0%

0.0+

(3/5)60.0%

(2/5) 40.0%

Dreng

Enkeltvariabelstatistik for numeriske variable

kat_kan

Ved handtering af lister med numeriske data far vi tilsvarende brug for matematik-
kommandoerne under Liste i Matematiske operatorer

m 8 [E) =

=il Matematikskabeloner

umentvarktajslinje

=i Tegn

Katalog

| Matematiske operatorer

Dobbeltklik

pa ikonet for atindszette elementet

Liste

]

Mat

b

Minimum

Maksimum

Middel

Median

Sum

Produkt

Standardafvigelse for stikprave
Stikprevevarians
Standardafvigelse for population
Populationsvarians

Evaluer polynomium

| Operationer

<

| Logik

<

Her finder vi de fleste statistiske deskriptorer (dog ikke fraktil- og kvartil-komman-
doer, hvilket bl.a. skyldes en uheldig definition af kvartiler i TI-Nspire CAS, der ikke
kan udvides til vilkarlige fraktiler). Det er vigtigt, at bemaerke at de vigtigste deskrip-
torer accepterer to argumenter, s de 0gsa kan bruges til at regne pé verdilister i
form af fx hyppighedslister eller sandsynlighedsfordelinger.

Middelveerdi:
Median:
Stikprgvespredning:
Stikprgvevarians:

Populationsspredning:

Populationsvarians:

TI-72Spire cAs

meanilListe [frelwListe])

medianiListe [frelvListe])
stDevSamp(Liste LfrekvListe])

varsamp

(Liste [frelwvliste])

stDevPopiListe [frelvListe])

varFopiL

iste [frekvListe])
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5: Deskriptiv statistik

Men typisk vil man bruge Enkeltvariabelstatistik-kommandoen fra Statistik-
menuen til at udregne alle deskriptorerne pa én gang. Der fremkommer da en dialog-
boks, der sperger hvor mange data-lister man vil udregne statistik med én variabel
for (hvis datalisten er tilknyttet en vaerdiliste, eksempelvis en frekvensliste, teeller det
stadigvack kun som én dataliste):

(S5

Statistik med én variabel

X1-liste: & -

Frekvensliste; |1 -]
Kategoriliste: l - |

Statistik med én variabel &J f
Medtag kategorier; - |

1. resultat kolonne: |e[] |

OK Annuller

Annuller

b

Her kan man nu tilfgje en data-liste (X1-listen), en vaerdi-liste (Frekvenslisten, der
som standard er sat til 1, dvs. alle data vaegtes lige meget), samt en Kategori-liste,
hvis man ensker at opdele data efter kategorier, fx keon, dvs. udregne de sakaldte sub-
totaler. Typisk ignorerer man denne, men hvis man har et datasat, der tillader opde-
ling pa kategorier, kan man oprette lister over de kategorier, som man gnsker medta-
get. I forste omgang ser vi dog kun pé betydningen af frekvenslisten. Hvis vi fx har
en sandsynlighedsfordeling, her summen af to terningekast, kan vi altsa inkludere
sandsynlighedslisten i beregningen, og der igennem fa udregnet de vigtigste de-
skriptorer sadom forventningsvaardien x ,spredningen gx, summen af sandsynlig-

hederne n og variansen SSX := Z(x—X)*for sandsynlighedsfordelingen:

=

# | terningekast |E sandsynlighed # “terningekast = sandsynlighed © D
= =| I |=OneVar('terningekast, sandsy
1 2 1/36 0.16 1 ‘. | 2 1/36 Tltel _Slalistik med én variabel
2 3 118f% 7.
2 3 118 3 | 4 112 2% ' 7.
3 4 1M12||[z 0121 4| 5| 195 ' 54.8323|
4 5 9l |2 5| 6 5/36sx:=snx  HUNDEF
& 7 1/6|0% = gnx 2.41523
0 6 573611 006 | 8 5/36/n 1.
o 7 118 9| 1/9 MinX 2|
7 8 5/36 10 112/QiX 5.
8 9 1o|| o004 1| 118 MedianX 7]
o 10 112 ‘ 12 1/361Q:X | il
MaicX. 12.
< — 1 1185 00 SSX = E(x-%) | 5.83333
512 %emmgekas% O =0neVar'terningekast,'sandsynlighed |: CopyVar Srar., Srarl.

TI-725pire cAs

Udregning af subtotaler*

Vi vender os derefter mod opdeling efter kategorier. Vi bruger igen eksemplet med
hejderne 1 en klasse. Hvis vi nu udregner statistik for en variabel pa hejderne finder
vi gennemsnitshgjden for hele klassen, dvs. 172.9 cm. Men sé har vi jo ikke taget
hensyn til, at der er stor forskel pa drenges og pigers hgjder ©

Hvis vi vil udregne subtotalerne, dvs. gennemsnitshegjden for drenge og piger hver for

sig, ma vi derfor indfere to nye lister, drenge og piger, som hver for sig rummer de

kategorier, der herer under drenge henholdsvis piger. I vores tilfzelde rummer listen
drenge derfor kun en enkelt kategori, nemlig ”Dreng”, og tilsvarende rummer listen
piger kun en enkelt kategori, nemlig "Pige”.
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5: Deskriptiv statistik

@ |~ elev Eken  Chejde D E Fa

= I-OneVar('hejdeJ ): CopyVar ﬂ

1Al Dreng 172 Titel Statistik med én variabel

2 |Andreas Dreng 187 % 172.92

3 Camila  |Pige 162/2x ' 4323,

¢ |Cecilie .Pige 1735¢ . 749524,

5 |Christian _ |Dreng 178]sx = s | 9.10664

¢ Christina  Pige 163/0% 1= onx ' 8.92265

7 |Cilie Pige 169.5n 2.

5 Heidi IPige 169 |MinX ' 151.

@ |Jakeb Dreng 175/QuX 167.25

10[Jamal  |Dreng 169 Median ' 172.5

1 Jane Pige 166 QX 176.5

12| Julian [Dreng 176 Maxx ' 190.

I' - |Kasper L Dreng 185/55X = Z{x=X)*... 1950.34 ,
“opyVar Stal., Starf2.

® -~ elev = kain “hogjde O drenge | piger G i
) . = =0neVar(‘hajde
Statistik med én variabel S5 Al Dreng 172Dreng  Pige  Titel Statistik med _.
2 Andreas  |Dreng 187 X 179.458|
. | K | 4 (Camilla Pige 162 Ix 2153.5
—_ . ' 4 + 4
A1-liste: h’@]de s ! Cecilie Pige 173 It 387014,
Frekvensliste: |1 - | 5 _Chr?stian _D.rung 174 SX 1= SnaiX 7.07575
& |Christina Pige 163 X = OnX 6.77452
- | | - ™~ N
Kategorlllste: 'kan - Cilie |Pige 169.5 n 12.
o |Heidi Pige 169 MinX 169.
. ! =| g
Medtag kategorier: g'drenge| - i |Jakeb |Dreng 175 QX 174.5
; 10 Jamal Dreng 169 MedianX 176.5
1. resultat kolonne: [f[] 11|Jane Pige 166 QX 186.
- 12| Jubian Dreng 176 Masc 190,
| QK | | Annuller | 12 KasperL  |Dreng 185 SSX = Z(x.. 550.729 -
E— - — L

Gennemsnitshgjden for drenge er altsd 179.5 cm. P4 samme méde finder man gen-
nemsnitshgjden for piger.

Grupperede observationer

Ved meget store datasat, mere end et par tusinde data, kan det veere bekvemt at
gruppere dataene og fremstille dem via en hyppighedstabel. Fx er det ikke praktisk at
have adgang til de ré data for hele Danmarks befolkning. Det er langt mere praktisk
at opdele Danmarks befolkning i eksempelvis aldersgrupper, og s angive hvor man-
ge der befinder sig i hver gruppe.

Vi ser igen pa en kriminalitetsstatistik

Oftets alder f 9 | 1919 | 2029 | 30-390 | 40-49 | 50-50 | 60-69 | 7079 | 80-
(interval)
Antal 419 | 8176 | 10553 | 7175 | 5452 | 4274 | 2475 | 1995 | 1399
(hyppighed)

Hvordan kan vi nu udregne passende vardier for middelvaerdi, median og kvartiler?
Der er alt for mange data til at vi kan arbejde med radata, og desuden kender vi ikke
den preacise fordeling af data indenfor de enkelte intervaller. Vi bygger derfor pé en
antagelse om at data indenfor de enkelte aldersgrupper er fordelt jeevnt. De 419 ofre
for kriminalitet i aldersgruppen 0-9 ar har derfor en middelalder pa 5 &r osv. Ved
udregning af middelveerdien er det derfor bekvemt at opfatte ofrets alder som en nu-
merisk variabel, der reprasenteres af intervalmidtpunktet. Vi opretter derfor den fol-
gende tabel i et Lister og Regneark-verksted med intervalmidtpunkterne som forste
sojle og hyppighederne som anden sgjle.
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5: Deskriptiv statistik

Vi kan da nemt udregne middelvardien som det veegtede gennemsnit af variablen
alder, idet vi vaegter med variablen antal, dvs. vi bruger cellekommandoen

= mean(alder, antal)

Som det ses kan middelverdien ogsé nemt afsattes i det tilherende histogram ved
hjelp af kommandoen Plot veerdi fra Undersgg data-menuen.

# alder Eantal © lal 1| = mean(alder, antal)
5 419 middevaerdi= || ]

2 15| 8176 36.9653

3 25| 10553 o

4 35 7175 g 6000

5 45/ 5452

6 55| 4274 4000 4

7 65 2475

8 75 1995 2000 4

9 85 1399

[0_ IHE 0

c2 =mea11(a1der,a11tal)- 1. 0 102050 403[(%53 60 70 €0 20

Men den samme teknik kan ikke brugs til at skenne over spredningerne, fordi vi jo
netop ikke har faet fordelt dataene jeevnt i de enkelte aldersgrupper — i stedet har vi
samlet alle dataene i den enkelte gruppe i midtpunktet af intervallet. Af samme grund
kan teknikken heller ikke bruges til at udregne et sken over medianen.

Vi er derfor nedt til ogsa at kigge pa sumkurven herende til datasattet. Den frem-
stilles nemmest ud fra intervalgreenserne (som der er én mere af end antallet af
intervaller), idet vi udvider listen over hyppigheder med et O til at begynde med, da
der ingen data findes forud for det forste intervalendepunkt. Vi opretter altsa en sgjle
med skillepunkter og en sgjle med hyppigheder. Sgjlen med hyppigheder omdannes
efterfolgende til en sgjle over de relative frekvenser ved hjalp af kommandoen

cumSum(hyppighed) 1
sum(hyppighed)

00.

Derefter er vejen aben for at frembringe en sumkurve. Det kan geres i et Diagram-
mer og Statistik-vindue, men sa kan vi kun aflaese skaeringspunkterne med de vand-
rette linjer y=25, y=50 og y=75 (oprettet som grafer for konstante funktioner),
fx ved at spore graferne (og trykke ENTER, nér vi synes vi er taet nok pa skerings-
punkterne).

Det er derfor bedre at oprette sumkurven i et Graf-vindue som et punktplot, forbinde
punkterne med linjestykker og derefter bestemme skaeringspunkterne med varktejet
Skeeringspunkter fra Punkt og Linje-menuen under Geometri-menuen i Graf-
verkstedet.

Vi finder da nemt sével sken over sével kvartilerne som medianen. Da der netop er
tale om sken er der dog ingen grund til at sette antallet af decimaler op ©
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# |~ skille... |E hyppig... |C frekvens‘ # A skille... |B hyppig... € frekvensHl)O ¥
100

= =cumulati = =cumulati

1 0 0 0. 1 0 0 0. @

2 10 419/ 0.999571 01 2 10 419/0.999571 49.4,75) 13(x)=75

(49,3818, 75)

3 20 8176| 20.5043 3 20 8176 20.5043

4 30 10553| 45.6797| |5 69 4 30 10553 45.6797 Med fi35 5 5p)

5 40 7175| 62.7964| || £ 323593, 50) 5 40 7175| 62.7964 12(x)-30
6 50 5452| 75.8028 40 6 50 5452| 75.8028

60 4274| 85.9989 7 60 4274 85.9989 9 (21.8,25)
8 70 2475| 91.9032 504 (21.514, 25) 8 70 2475| 91.9032 (skillepunkt frekvens) T1(x)=25
9 80 1995| 96.66255 9 80 1995| 96.6625
< Dl 5 ]
o| frekvens:= Cumulativesum(llyppig]_ 0 = O_ 90 1399 1 Oq,-—|— x
s:um(hyppiglled) 0 10 20 30 g’EmEguni? 70 80 90 | fazlp 1o, 10 100

Obs

Husk at bruge kante-
de parenteser til at
angive et element i en
liste. Det forste ele-
ment i listen hedder
derfor liste[1], det
andet element liste[2]
osv.

Tip

Nar du skal udregne
et integral ved hjell
af Undersgg Graf-
menuen skal du forst
udpege den nedre
graense og dernaest
den gvre graense. Det
kan gores grafisk,
men det er nemmere
at indtaste verdierne
direkte fra tastaturet.

Stykvis konstant og lineaer interpolation i avanceret deskriptiv statistik*

Hvis vi vil regnei stedet for at tegne er vi nadt til at handtere histogrammet og sum-
kurven som grafer for fordelingsfunktioner. Det er ikke helt simpelt, sa det folgende
afsnit forudsaetter bl.a. fortrolighed med differential- og integralregning ©

Vi starter med histogrammet, der er graf for en stykvis konstant funktion. Som ud-
gangspunkt er definitionsmangden [0;90] opdelt i 9 lige store intervaller med leeng-

de 10. Vi nummerer disse 9 intervaller fra 1 til 9. En given X-verdi herer derfor til

intervallet med indekset

.. X
I=1mt(—)+1
(10)

Den tilherende y-verdi er derfor givet ved

hyppighed[int(%) +1]
~ 10 sum(hyppighed)

Her har vi divideret med 10-sum(hyppighed), for at det samlede areal netop bliver

1 (idet faktoren 10 kommer fra AX).

# punkt |E hyppighed [C
1 10 419 41918

2 20 8176

3 30 10553

4 40 7175

5 50 5452

6 60 4274

7 70 2475

8 80 1995

9 90 1399
Hir 5

it

{
hyppighe d{int{
p=

10 sum(_l\yppigl\ed)

\
x

—|+1
10

100,

Men sé kan middelvaerdien jo netop udregnes som integralet

;<:.|.:x' f (x)dx

hvor f(X) er teghedsfunktionen. Tilsvarende kan variansen udregnes som integralet

Var[x]:.l‘:(x—})2 - f(x) dx
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Vi finder da de felgende skon over middelvardien, variansen og spredningen.

Taethed:

{o
hyppighed| intli’+ 1
10

flx) > Udfort
10- sum(_hyppighed)

Middelvzerdi:

20
w=| b flx))dx » 26965234

0

Varians:

90
vj‘ (fmp)? o)t » 283 1774
0

Spredning:

sigma=./v * 19 5?‘49‘

Vi har tidligere fundet middelvardien med elementaere metoder, men nu fér vi altsé
spredningen med i kebet ©

Vi vender os herefter mod sumkurven. Denne er stykvis lineaer og fremkommer ved
en lineag interpolation i tabellen over de kumulerede frekvenser. Vi finder indek-
serne for intervalendepunkterne pa samme made som for, idet vi denne gang tager
udgangspunkt i tabellen med de 10 skillepunkter harende til de 9 intervaller:

. X . X
I, =int(—)+1, I, =int(—)+2
| (10) 2 (10)

Den tilherende y-vaerdi er da givet ved formlen for linear interpolation

yz_yl
y=y + 22 (x=X)
LX - X

fr ekvens[int(%) +2]- frekvens[int(%) +1]
10

Vi finder derfor den folgende graf svarende til sumkurven. Vi har indlagt punktplottet
sammen med grafen, s man kan se, at der netop er tale om sumkurven hegrende til

punktplottet ©

:frekvens[int(%)ﬂh -(x—skillepunkt[int(%)ﬂ]

Vi kan da som vist finde kvartiler og medianer ved at lgse ligninger:

® |~ skille... |E hyppig... |C frekvendbO y Sumkurve:

= =cumulati / T Fre-kwns':n'[ﬁ] .;l-ﬂ.pk\.p.,sl.:-_r'ﬁ}ﬂ- . O
1 0 0 0. - frekvem[int(%)' s[\-Jir.alu-ml..—.:(E)—f: : = . [\'—sl:lllppul\litl|_~_r(;’+'.]
2 10 419(0.999571 y=frekvens im{%)n - —

3 20 8176| 20.5043 T S—

4 30| 10553| 45.6797 Median:

s 40 7175 62.7964 Tr]edfe(ljva:tll 0) - w3252

@ 50 5452| 75.8028 salve(s(x)=75,5=40) + v=45 382885

7 60 4274| 85.9989 '

8 70 2475 91.9032 {skillepuukt frekvens)

s 80 1995| 96.6625

Jol 90 1399 100, = 5 v

o -10] 10 100
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Obs

Pa grund af en fejl i
programmet kan vi
ikke anvende nDeri-
vative-kommando-
en, men ma i stedet
anvende den — i @v-
rigt mere praecise —
CentralDiff-komman-
do.

5: Deskriptiv statistik

Bemag kning: Sumkurven er netop stamfunktionen til teethedsfunktionen (der
omvendt netop er den afledede af sumkurven). Det kan vi kontrollere ved hjlp af de
numeriske rutiner for differentiation og integration, idet forskrifterne jo ikke er
opbygget af standardfunktioner. Vi skal da blot huske pa, at vi har et ekstra skille-
punkt i teethedsfuntionen, fordi vi har inkluderet det forste intervalendepunkt i
tabellen, sa indeks for teethedsfunktionen skal laftes med én:

Teethedsfunktionen:

x
hyppighed| int|— |[+2
YPPIE (10)

x):=100- U
f(r) 10‘-sum(hyppighed) o

Sumkurve:

ﬁ'ekvens{ int(i)JrZ ~frekvens
10

e (

xfskillepunkt[ int(i) +1
10

|

S(Y)::ﬁ'ekvens{int(%}rl} , .

> Udfert

f(45.) » 1.30063

centralDiff(s(x) x)x=45. + 1 30063
s(45) + 69,2006

45,
() dix » 6020064\

0
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Obs

Tilfeeldig-tals genera-
toren skal have et tal
at starte pa (0 er
standard). To compu-
tere vil derfor genere-
re praecis de samme
tilfeeldige tal, hvis de
benytter samme start-
tal. Du kan bryde
denne sammenhang
ved at genberegne
regnearket mange
gange ved at holde
Ctrl/Cmd R -tasten
nede.

TI-725pire cAs

Sandsynlighedsregning

TI-Nspire CAS stiller en lang raekke sandsynlighedsteoretiske funktioner til radighed.

I dette afsnit skal du iser se en enkelt af disse, tilfeldig stikpreveudtagning, idet du skal pé
opdagelse i sandsynlighedsregningen ved at simulere tilfzldige stikpraveudtagninger.

Simulering af terningkast

Ved kast med en terning er der 6 mulige udfald: 1, 2, 3, 4, 5 og 6, der alle er lige sandsyn-
lige. Her refererer tallet til antallet af gjne pé den side af terningen, der vender opad. Men i
det folgende er vi faktisk kun interesseret i om vi far en sekser eller en ikke-sekser. Basis-
eksperimentet bestar altsa i et kast med en terning, og der er netop 2 mulige udfald: sekser
(succes) eller ikke-sekser (fiasko), hvor sandsynligheden for at i en ikke-sekser er fem
gang sa stor som sandsynligheden for at f4 en sekser.

Du kan simulere kast med en terning ved at vaelge et tilfeeldigt helt tal mellem 1 og 6. Her-
til er TI-Nspire CAS udstyret med funktionen randSamp, der traekker en tilfeldig stikpro-
ve fra en population. Du kan teenke pé populationen som et sandsynlighedsfelt. Populatio-
nen indeholder de mulige udfald, dvs. "ikke-seksere” og ”seksere”. Men da der er fem
gange s mange “ikke-seksere” som “’seksere” pa en terning, skal der ogsa vere fem gange
sd mange “’ikke-seksere” i populationen.

Vi gér derfor ind i et Lister og regneark-verksted og opretter en sgjle med titlen popula-
tion, hvor vi indskriver verdierne “ikke-sekser” fem gange (eller bare én gang, hvorefter
vaerdien treekkes ned gennem de forste fem celler) efterfulgt af en enkelt celle med vaerdi-
en “sekser”. Husk at tekstvariable altid skal i gasegjne!

Hvad er nu sandsynligheden for at fa (mindst) én sekser i 4 kast med en terning?

I den naeste sgjle, der navngives stikprgve, indskriver vi nu formlen
= RandSamp(population,4)

i det vi, som det sammensatte eksperiment, netop kaster 4 gange med terningen. Som ud-
gangspunkt udtages stikpreven med tilbagelagning. Populationen er altsa den samme hver
eneste gang vi treekker et nyt element. Dermed er sandsynligheden for at fa en sekser ogsa
den samme hver eneste gang vi treekker et nyt element. Vi treekker i alt fire elementer,
fordi vi har fire forseg til at fa en sekser.

Dokumentveerktajslinje

X m 7 ol = # |~ population  [E stikpreve C D E g
=l Matematikskabeioner | = =randsamp('population, 4)
=f Tegn N N
! 1 |ikke—sekser |ikke—sekser
[E]7 Katalog ‘
2|ikke—sekser ikke—sekser
Dobbeltklik pa ikonet for atindszette elementet 3 |ikke—sekser sekser
eIl = 4 |ikke—sekser sekser
randBin{
randint( LA
randMiat( 5 likke—sekser
randMarm(
randPoly( 5 |sekser
RandSeed Y
real(
PRect - g
]
randSampilListe, #Praver[ejTilbage]) L
&jTilbage=0 med tilbagel=aning (standard) 10 =
g/Tilbage=1 uden tilbagelgning < ]
B5|
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Pé skeermbilledet til hgjre er vist, hvordan du simulerer fire kast med én terning. Resultatet
skal tolkes saledes, at du i forste kast slar en ikke-sekser, 1 andet kast en ikke-sekser, i
tredje kast en sekser og i fjerde kast en sekser. I denne omgang slog vi altsé to seksere i
fire forseg.

For at finde svar pé dette speorgsmal skal simulationen gentages mange gange, og under-
vejs skal der holdes regnskab med, om der kommer en sekser i et af de fire kast eller e;j.

Vi opretter derfor forst en celleformel i den naeste sgjle, der holder gje med antal seksere:
= countif (stikpreve, “sekser”)

Laeg godt merke til gasegjne. Det er afgerende at du har indskrevet teksterne 1 popula-
tionslisten med gasegjne, ligesom det er afgerende, at du har brugt géseejne i sogefeltet for
countif-kommandoen.

# |~ population |5 stikpreve |C Ip

= =randsamp('p ad

1 |ikke—sekser ikke—sekser 2

2 |likke—sekser |ikke—sekser

3 |likke—sekser | sekser "

4 |ikke-sekser |sekser g

5 likke—sekser £

6 |sekser

7

8

9

10 =)

<] m— b] 0~ ikke-seks.. sekser
ci| =countif{'stikpreve, 'sekser ') stikprove

I skaeermbilledet ovenfor har vi ogsa tilfejet et diagramvindue, sé vi kan holde gje med om
der kommer seksere (gren sgjle). Gentager du nu simuleringen fx 20 gange kan vi begynde
at danne os et overblik over hvor nemt det er at f4 en sekser i fire forseg med kast med en
terning.

Vi ser da at der i lebet af de 20 simulationer var der 5 gange, hvor vi slet ikke fik en sekser
(den grenne sgjle mangler), der var 11 gange, hvor vi netop fik én sekser. Endelig var der
4 gange, hvor vi netop fik to seksere. En optalling (du fir maske et andet resultat) viser
altsd, at i over halvdelen af de 20 gentagelser er der (mindst) én sekser.

Nu er 20 simuleringer selvfolgelig ikke s& mange, sa vi vil godt satte antallet af simule-

ringer op til fx 1000. Samtidigt vil vi gerne registrere antallet af seksere i hver af de 1000
simuleringer. Det kan nu geres pé flere forskellige méder.
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Datafangst med LUA-kommandoen capture

Den forste metode vi viser benytter en serlig facilitet i Lister og regneark-varkstedet, en
indbygget LUA-kommando capture. LUA er et serligt programmeringssprog, der bl.a. er
meget udbredt ved programmering af computerspil. Men TI-Nspire CAS er faktisk ogsa
programmeret i LUA. Normalt er det ikke sé& synligt, men lige pracis med datafangst-
kommandoen capture, bliver det faktisk afgerende, at det ikke er en sedvanlig matematik-
kommando, men en LUA-kommando ©

I computerspil har man typisk brug for at overvége tilstanden hos helten, fx hvor sterk er
vedkommende, hvilke magiske evner har vedkommende til radighed, hvilke skatte har
vedkommende samlet op undervejs osv. LUA kan derfor overvége variable og se hvilke
vaerdier de har. Der findes nu to typiske overvagningsmekanismer i computer spil pro-
grammeret i LUA, en automatisk og en manuel. I den automatiske overvagningsmekanis-
me registreres udelukkende om en variabel skifter veerdi eller ej (hvilket s& fx kan have
konsekvenser for de udfordringer, som helten meder pa sin vej). Men der er ogsa en ma-
nuel overvagningsmekanisme, der registrerer veerdien af variablen uanset om den &ndrer
sig eller ej, i samme gjeblik den manuelle overvagningsmekanisme udleses.

Her vil vi overvage en variabel, der angiver antallet af seksere i en simulering, dvs. tallet
registreret i celle C1, der var givet ved formlen

= countif (Stikpr ove,"sekser ")

Vi skal da ferst have navngivet tallet som en variabel, sa den er klar til overvagning. Det
gor vi nemmest ved at tilfeje navnet antal6 foran lighedstegnet og samtidigt satte et kolon
lige foran lighedstegnet, som tegn pa at vi tildeler vardien af variablen antal6 det tal, der
fremkommer ved udregningen af formlen countif(stikprave,’sekser”). Celleformlen ser
altsa nu saledes ud:

antal6 := countif (stikpr ove,"sekser")

Laeg maerke til at tallet nu skrives med fedt som tegn pa, at det er lagret som en variabel.
For at huske navnet har vi ogsa skrevet navnet pa variablen i cellen lige nedenunder ©

# A population B stikpreve |C Iy

= =randsamp('p N

1 ikke—sekser |ikke—sekser 1

2 likke—sekser |ikke—sekser |antalé =

3 ikke—sekser sekser "

4 likke—sekser |sekser g

5 |ikke—sekser & 5]

6 sekser

7

g

| ~
10 =

Bl 07 lkke-seks.. sekser
c1|antal6:=countif('stikpreve, "sekser") stikprave

Sé er vi klar til at udfere en datafangst. Opret en ny sejle, kaldet maling, og veelg nu den
folgende kommando i Data-menuen
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4 -
- 1
@ 1:Handlinger J |

9 2inds et . @ve

-

< ‘D maling

[ 1:0pret talfglge

2:Datafangst M 1:Automatisk

4:Ryd Data

X 4Statistik ’

ﬁj 5 Funkiionstabel *

SiTilfzeldigt
6:Listematematik

7:Liste operationer

8:Kombinationsdiagram

9Hurtiggraf

Her veelger vi en manuel datafangst, da antallet af seksere jo ikke nadvendigvis skifter
veerdi, bare fordi vi udferer en ny simulering ©. Resultatet er den folgende formel:

#®on [Estikpreve |C D maling g #®pon [Bstikpreve |C D maling g
= =randsamp('p mmre(mr{t‘ N = =randsamp('p =capture(1 o
1 ler |ikke—sekser 1 1 ler |ikke—sekser 1
2 ler |ikke—sekser |antal6 = 2 ler |ikke—sekser |antal6 =
3 ler |[sekser 3 ler |[sekser
w "
4 'er |sekser § 4 ler |sekser §
s k
5 T 5 i3
er T er T
6 6
7 7
g 8
9 9
10 a ol 10 a ol
Il 1B ikke-seks.. sekser I 16] ikke-seks... sekser
D) méling::capmre(var{()} stikprave D mﬁling::captm'e('antalﬁ,O) stikpreve

Obs
Capture-kommando-
en virker kun i Lister
og regneark-vaerk-
stedet. Det er jo ne-
top ikke en matema-
tik-kommando, men
en LUA-kommando.
Derimod virker ud-
lgsningskommandoen
CTRL/CMD . fra
ethvert veerksted.

Laeg merke til, at capture-kommandoen star i kursiv — det er netop ikke en matematik-
kommando, men en LUA-kommando. Inde i denne capture-kommando skal du nu angive
hvilken variabel vi skal fange, her variablen antal6. Endelig er der en parameter 0, der
forteeller LUA-proceduren, at der er tale om en mauel datafangst.

Lag ogsd marke til, at der i forste omgang slet ikke sker noget! Men det er jo fordi der er
tale om en manuel datafangst, dvs. vi skal selv udlgse datafangsten. Det sker ved at taste
CTRL/CDM . (Kontrol Punktum). Det er ligegyldigt, hvor vi befinder os, nar vi taster
CTRL/CMD . — den manuelle datafangst udleses altid af denne taste-kombination, ogsé
selvom vi befinder os i et helt andet varksted.

®pn |Bstikpreve |C D maling g
= =randsamp('p =capture(' .
1 er |ikke—sekser 1 1
2 ler |ikke—sekser |antal6 =
3 ler |[sekser

i

=
4 'er |sekser o

2
5 ler L?Lj

2_

6
8
)
10 o ol
il 151 ilkke-seks... sekser
=1 stikpreve

Nu skete der sé endeligt noget! Vi har fanget antallet af seksere i den forste simulering ©
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Husk at sta i Lister
og regneark-veerk-
stedet, for det er kun
her at CTRL/CMD R
udleser en genbereg-
ning af regnearket og
dermed en ny simule-
ring.

6: Sandsynlighedregning

Sa skal vi holde tungen lige i munden. Vi skal nu stille os i Lister og regneark-varkstedet
og skiftevis taste CTRL/CMD R for at udfere en ny simulering henholdsvis CTRL/CMD .
for at udlegse en ny datafangst!

Det kan godt lyde lidt indviklet, men med lidt gvelse kan man fx holde CTRL/CMD-tasten
ned med venstre hand, mens man med hejre hand skiftevis taster R henholdsvis Punktum.

Resultatet af de forste 10 simuleringer kan fx se saledes ud:

€ B stikpreve |C D maling E

= =randsamp('p =capture(] N

1 sekser 2 1

2 sekser antalé = 0

3 ikke—sekser 2 "

4 ikke—sekser 1 g

5 1 i |

6 1

7 0

8 2

9 1

éo Z DE o ikke—seks.. sekser
C2| "antal6 =" stikprove

Inden vi gar i gang med at lave datafangst i sterre omfang vil vi lige klargere datafangsten,
sa vi dels kan se hvor mange malinger vi har foretaget, dels kan falge opbygningen af for-
delingen for disse malinger.

Antallet af malinger fanger vi med celleformlen
= count(maling)
Visualiseringen af fordelingen klarer vi ved at oprette et nyt Diagram og statistik-vindue

diagramtype til et prikdiagram for variablen maling. Her ses resultatet af forste ti malin-
ger:

- -
#on |5 stikprave |C m o,
= =randsamp(’' w
c
. 5
1 ser |ikke—sekse... 2|z
22
2 ser |ikke—sekse..|antalé = *
3 ser |sekser 10
4 ser |sekser Antal mal 0 ikke-sekser sekser
stikprove
5 ser E
T
6 5
7
8 :
g
] E=
' g 8 8
10 o
il 15 i , ’ T T
3 =cou11t(1néling:| 0o 10 ngﬁng 30 40

Vi er sa klar til at danse med fingrene, idet vi forst taster CTRL/CMD R og derefter taster
CTRL/CMD punktum.

Vi viser forst resultatet af de forste 100 mélinger, derefter resultatet af de forste 1000
malinger.
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#on |B stikprave N #ion |Estikpreve |[C 4
= =randsamp(’' u = =randsamp(’' @
1 ser |ikke—sekse... I E 1 ser |ikke—sekse... of| 2
[ 2
2 ser |ikke—sekse..|antal6 = - 2 ser |ikke—sekse... antalé = -
3 ser |ikke—sekse... 100 3 ser |ikke—sekse... 1000
4 ser |sekser Antal mal lkke-sekser sekser 4 ser |ikke—sekse..|Antal mal lkke-sekser
stikpreve stikprave
5 ser 5 |ser
6 i 6 g
10 ch | 10 s
il 15 | T T , — =i 15 T T T § T
= 00 10 maﬁng 3.0 40 = 0.0 1.0 maﬁ’ng 30 40
Der tegner sig altsa et menster, hvor det hyppigste udfald er 0 seksere, men der er en hel
del udfald med 2 seksere og faktisk ogsa nogle 4 udfald med 3 seksere.
Vi kan danne os et bedre indtryk af fordelingen ved at skifte diagramtype til et histogram
eller et sgjlediagram (hvor vi s& ma tvinge mélingen til at vaere en kategorisk variabel). I
det sidste tilfaelde kan vi si ogsé sl Vis alle etiketter til:
#jon |E stikprave [E‘ 4 #jon |Estikpreve |C [Ii‘ 4
= =randsamp(’ u = =randsamp(' u
1 ser |ikke—sekse.. 0 é 1 ser |ikke—sekse.. 0 é
Lo = 2
2 ser |ikke—sekse... antalé = * 2 ser |ikke—sekse... antalé = =
3 zer |ikke—sekse... 1000 3 ser |ikke—sekse... 1000
4 ser |ikke—sekse...|Antal mal 0 ikke-sekser 4 ser |ikke—sekse...|Antal mal 0 ikke-sekser
s stikprave = 55 stikprave
P [-0.500, 0.500) 482 punkter P sl @
6 450 6 & g
. te] © B
£ 300 2807 & - &
8 [ 8 & a ~
- e 2 g
2] 2
9 150 9 5 2
10 = 10 = - &
il Bl J PR Bl 0 0 1 2 3
= 00 10 mzaun%g 300 40 |[= mling

TI-725pire cAs

I begge tilfzelde ser vi da, at sandsynligheden for slet ikke at fa en sekser er under 50%.
Faktisk er vores sken over sandsynligheden baseret pa 1000 gentagne simuleringer givet
ved 48.2%.

Sandsynligheden for at f& mindst en sekser i fire forsag synes altsa at vaere over 50%!

Man kan selvfolgelig med rette synes det er bavlet at gennemfore den ovenstaende simule-
ring 1000 gange.

Det ville da ogsé veere rart hvis man kunne flytte den over pa en automatisk datafangst, der
er meget nemmere at udfere i praksis. Vi har da det problem, at hvis mélingen gentager sin
veerdi, registreres den ikke automatisk. Der findes snedige tricks til at omgé dette problem,
men de er netop snedige og vi vil derfor ikke gennemgé dem i denne eksempelsamlingen.
Men der findes fx et haefte om Statistik med TI-Nspire CAS, hvor man kan finde detaljer-
ne.

Avanceret datafangst med sekvens-kommandoer*

Vi vil nu se pa mulighederne for at udfere datafangsten i ét hug, dvs. udregne antallet af
seksere for 1000 simuleringer og opbygge en liste med de fundne vaerdier i ét hug, i stedet
for trinvis, som vi s& det med LUA-kommandoen capture. Hertil bruges sekvenskomman-
doen, der frembringer en talfelge ud fra et udtryk
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6: Sandsynlighedregning
seq(udtryk,indeks, startveerdi, slutvaerdi)

Man kan sagtens arbejde med sekvenskommandoen seq i Lister og regneark, men ved
mere komplicerede sekvenskommandoer er det mere overskueligt at flytte arbejdet over i
et Note-verksted. Her viser vi forst hvordan kommandoen virker ved at udregne en liste
over de 10 forste kvadrattal:

seq(x2,x, 1,10} » 41,4916,25,36,49,64,81,100 }

Men ellers gér vi frem pracis ligesom for. Forst oprettede vi en population, dernast trak vi
en stikprave pa fire elementer (med tilbagelasning!) ved hjelp af RandSamp-kommando-
en. Denne kommando er helt central i sekvenskommandoen, da det er den der styrer dy-
namikken og skal sikre, at vi far et nyt antal seksere i hver simulering. Endelig benyttede
vi en Countif-kommando til at finde antallet af seksere i stikpraven. I forste omgang tester
vi nu vores sekvens-kommando ved blot at opsamle 10 vardier:

Farst henter vi lige populationen:

population
S : "kke-szkser", "ikke-sekser", "ikke—szkser", "ikke-sekser", "ikke—sekser", "sekser"” I

S& opstiller vi den formel, der udregner stikpraven:

1andSamp(pupu.latiun,4) v : "ikke-sekser", "ikke-sekser", "ikke-sekser", "ikke-sekser" :

Sé teeller vi hvor mange seksere, der var ved at bruge kommandoen
countif(iste,"seksere"),

hvor liste erstattes af formlen for stikpraven:

countIf(mndSamp(pupu.laﬁnn,‘L),"sakser”) 2

Endelig frembringer vi vi talfelgen ved hjzelp af sekvenskommandoen
seq(udtryk,x,1,10)

hvor udtryk erstattes af den ovenstiende tzelle-kommando

seq|:couutlf(1'andSamp(pupu.latiun,4),"sekser”),x, 1,10, 2 : 1,1,10,2,1,21,1,0 :

Som det kan ses virker seq-kommandoen! Hvis man indskriver den direkte i ét hug inde i
fx et Lister og regneark-varksted, skal man vare mordeligt forsigtigt med parenteserne,
da det udtryk, der frembringer talfolgen, er sammensat af flere lag:

—

~—

randSamp (population,4)|,"sekser"

,X,l,le

seq( countif

Det yderste lag bestar af teelle-kommandoen, mens det inderste lag bestar af stikprove-
kommandoen.

Men nér forst det virker kan vi jo roligt navngive listen og sette antallet af gentagelser op

til 1000:
Farst henter vi lige populationen:
population
S : "kke-szkser", "ikke-sekser", "ikke—szkser", "ikke-sekser", "ikke—sekser", "sekser"” I

S& opstiller vi den formel, der udregner stikpraven:

1‘and5amp(pupu.laﬁon,4) v : "ikke-sekser", "ikke—sekser", "ikke-sekser", "ikke—sekser" y

Sé taeller vi hvor mange seksere, der var ved at bruge kommandoen
countifiste,"seksere"),

hvor liste erstattes af formlen for stikpraven:

countIf(mndSamp(pupu.latiun,4.-),"sekser”) 2

Endelig frembringer vi vi talfelgen ved hjzlp af sekvenskommandoen
seq(udtryk,x,1,10)

hvor udtryk erstattes af den ovenstaende tzelle-kommando

seq‘.countlf(randSamp(pupu.latiun,4),"sekser”),x, 1,10) + : 1,1,1,0,2,1,2,1, 1,0:

datafangst'=aeqlcountlf(1‘andSamp(pnpulau'nn,‘ll "sekser" )JI, 1, 1000)

»4101,1,101,1010,1,001,1010,0010,0,120,1,1,1,0,1,1,0,0,0,0,00,1,1,1,1,0,211,11
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Der gér et splitsekund og vi har hentet de 1000 mélinger! For at kunne overskue dem kan
vi derefter afbilde dem i et Diagrammer og Statistik-vearksted, hvor vi enten kan afbilde
dem som et histogram (numerisk variabel) eller som et sgjlediagram (kategorisk variabel)
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400
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datafangst datafangst

I begge tilfzelde ser vi da igen, at sandsynligheden for slet ikke at fa en sekser er under
50%. Denne gang er vores sken over sandsynligheden baseret p4 1000 gentagne simu-
leringer givet ved 48.7%.

Sandsynligheden for at fa mindst en sekser i fire forseg (der jo er summen af de resterende
sandsynligheder) synes altsa stadig at vaere over 50%!

Man kan synes det er lidt kompliceret med de indpakkede sekvenskommandoer. Hvis man
kender lidt til programmering er det da ogsa muligt at oprette en brugerdefineret funktion,
med en langt mere overskuelig opbygning. Men i dette haefte vil vi ikke komme naermere
ind pa programmering med TI-Nspire CAS. Det kan man i stedet leese mere om i et
serskilt hefte om Programmering med TI-Nspire CAS.

En simpel sansynlighedsberegning

Som vi har set far vi lidt forskellige sken over sandsynligheden for slet ingen seksere, nar
vi simulerer 1000 gange — i det ene tilfeelde fandt vi 48.2%, i det andet tilfaelde 48.7%.

Men lige praecis denne sandsynlighed er sa simpel at beregne, at vi nemt kan finde den
eksakte veerdi. Sandsynligheden for ikke at fa en sekser i et enkelt kast med en terning er
selvsagt 5/6. Sandsynligheden for slet ikke at fa seksere i fire forseg i treek er derfor pro-
duktet af denne sandsynlighed fire gange med sig selv, dvs. vi finder sandsynligheden

s\ 625 5|4
o 2| = 0482253
6 1296 6

Den eksakte sandsynlighed er altsd 625/1296, som er klart mindre end en halv, idet
2-625=1250. Udtrykt som decimaltal finder vi alts& ogsé at sandsynligheden med 2
decimaler er givet ved

48.23%.

Det er altsa en klar fordel at satse pa at fa seksere, hvis man far lov til at kaste fire gange
med en terning.
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Chevalier de Meres problem

Omkring 1650 led Chevalier de Mere svare gkonomiske tab som folge af, at han havde
raesonneret sig frem til, at folgende to spil har samme gevinstchance:

Spil 1: Kast en terning 4 gange og indga et veeddemal om at fa en 6’er.
Spil 2: Kast to terninger 24 gange, og indga et veeddemal om at f4 en dobbelt-6’er

Et simpelt proportionalitetsargument, som desvaare ikke holder, kunne fx veere: I spil 2
geelder det om at fa en dobbelt sekser med kast med to terninger. Det er seks gange sa
sveert, som et fi en enkelt sekser med kast med én terning. Derfor skal vi ogsé have seks
gange sd mange forseg, altsd 24 forseg med kast med to terninger.

Naivt kunne man altsé forvente samme sandsynlighed for at vinde i de to spil.
Undersogelsen i sidste afsnit viser, at sandsynligheden for at spil1 lykkes er omkring
51.77% — og altsa sterre end 50%. Med andre ord havder de Mere, at sandsynligheden for,
at det lykkes, er storre end 0.5 i begge spil. Men galder det nu ogsé for det andet spil?

Her kan vi jo preve at simulere os frem til et svar. Der er mange mider at udfere simule-
ringen pa. Her viser vi en, der ligger taet op af det faktiske eksperiment: 24 kast med to

terninger.
e - - - 5
LT T T # |~ population |E terning1 C terning2 O dobbeltseksere [E
X & F goN =2 p A
- _ = =randsamp('po| =randsamp('pd=iffn(terning1 ="se
=12 Matematikskabeloner ‘ " - .
rE— | 1 |ikke—sekser |ikke—sekser |ikke—sekser 0
17 Katalog | 2 |ikke—sekser ikke—sekser |ikke—sekser 0
Dobbeltklik pa ikonet for at indsaette elementet g |ikke_sekser sekser sekser L
— 4 |ikke—sekser ikke—sekser |ikke—sekser 0
gethlum -
getTyps( I 5 |ikke—sekser |ikke—sekser |ikke—sekser 0
getVarlnfo(
s S 6 |sekser ikke—sekser |ikke—sekser 0
;;’e"“v( 7 ikke—sekser |ikke—sekser 0
e 8 ikke—sekser |ikke—sekser 0
im pDif{ - [+ H
= 8 ikke—sekser |sekser 0
tFn(BooleskUdtr, Veerdi_Hyis_sand [Wardi_Huis_fa O ikke—sekser likke—sekser 0 WE
[ &

sk [Veerdi_Hvis_ukendt]])

D dohbeltseksere::iffn(teruinglz"sekser" and terning2="sekser" 1,0)

Her er der forst oprettet en population med fem ”ikke-seksere” og en “’sekser”. Derefter to
stikprover terningl og terning2 med kommandoen randSamp(population,24), dvs. vi far
lov til at kaste 24 gange med begge terninger. Vi skal sa se efter dobbeltseksere. Det gor vi
med en ny sgjle, kaldet dobbeltseksere, der udnytter en betinget kommando ifFn (dvs. if-
funktionen — der findes ogsé en if-kommando, men den er reserveret programmering).

Den tjekker altsd om de to terningekast samtidigt giver seksere. Hvis det er tilfeeldet har
den vaerdien 1 (en gevinst) og ellers vaerdien O (en nitte). I det ovenstdende tilfeelde gav det

tredje kast med to terninger altsé anledning til en dobbeltssekser.

Vi kan s nemt finde det samlede antal dobbeltseksere ved hjelp af celleformlen
= sum(dobbeltseksere)

I dette tilfaelde var der altsa to dobbeltseksere, idet det viste sig, at det syttende kast ogsa
gave en dobbeltsekser.
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# [E terning1 C terning2 D dobbeltseksere [E F # Eterning C terning2 D dobbeltseksere E F
= | =randsamp('po| =randsamp('po =iffn(terning1="sek = =randsamp('po| =randsamp('po =iffn(terning1="sek

1 likke—sekser |ikke-sekser 0 2 16 likke—sekser  |ikke—sekser 0

2 |ikke—sekser  ikke—sekser 0|antalé6 = 17 [sekser sekser 1

2 |sekser sekser 1 12 ikke—sekser  sekser 0

4 likke—sekser |ikke—sekser 0 19 ikke—sekser  |ikke—sekser 0

5 |ikke—sekser ikke—sekser 0 20 ikke—sekser  sekser 0

6 |ikke—sekser ikke—sekser 0 21 sekser ikke—sekser 0

7 |ikke—sekser ikke—sekser 0 22 likke—sekser  |ikke—sekser 0

8 |ikke—sekser ikke—sekser 0 22 likke—sekser  |ikke—sekser 0

9 |ikke—sekser sekser 0 24 ikke—sekser  |ikke—sekser 0

O |ikke—sekser ikke—sekser 0 ] |: 5 ; IE
E1|=sum('dobbeltseksere) EB17.C17|="sekser"

Du kan nu udfere 1000 simuleringer ligeom vi gjorde med det forste spil, ved enten at
benytte LUA-kommandoen capture eller udnytte seq-kommandoen. Det sidste viser vi i
detaljer med de naste to skeermbilleder

.
population 508 (50.8%)
3 { "ikke-selser", "ikke—sekser", "ikke—selkser", "ikke—sekser", "ikke—sekser", "sekser" } 500 4
S opstiller vi den formel, der udregner stikpreven for den ene terning:
1'andSamp(popu1atiun, 24)
3 { "gekser', "ikke—sekser", "sekser", "ikke—sekser", "ikks—sekser", "ikks—sekser", "ikke —sekser' 400 -
Sé taeller vi hvor mange dobbeltseksere, der var ved at bruge kommandoen 358 (35.8%)
sumiiffniliste = "sekser" and liste2 = "sekser",1,0)), @
=
hvor liste1 og liste2 erstattes af formlen for den ene henheldsvis den anden terning: g 300 1
sum[_ian(1‘andSamp(pnpulaﬁnn,24)="sekser" and 1andSamp(pnpulaﬁnu24)="sekse1"[LO)] *3, qu
Endelig frembringer vi vi talfalgen ved hjzelp af sekvenskommandoen sequdiryk,x,1,10) 200 4
hvor udtryk erstattes af den ovenstaende teelle—kommande
seq(sum{ian{ﬁ'andSamp(pnpulaﬁnn,24)="sekse1"‘ and 1‘andSamp(pnpu.lau'nn,24)="sekser", 1,0]_}, 109 (10.9%)
x, 1,10} 100 4
+41,033,023110}
21 2.1%)
datafangst: =seq(sum{ian[1andSamp(pupulatiuu,24)="sekser” and mndSamp(pupu]atiun, ] 4(0.4%)
24)="sekser",1,0)).x, 1,1000} 0- 0 1 2 3 4
»41,1,021,20000132000001011,000110001,1201,10040011,0000,000 datafangst

Denne gang ser sandsynligheden ud til at f4 mindst en dobbeltsekser altsé ud til at vaere

mindre end 0.5.

Igen kan vi underbygge det eksperimentelle resultat med en simpel sandsynlighedsbereg-
ning. Sandsynligheden for ikke at f4 en dobbeltsekser i et enkelt kast med to terninger er
35/36. Sandsynligheden for slet ikke at f4 dobbeltseksere i fire og tyve forseg i treek er
derfor produktet af denne sandsynlighed fire og tyve gange med sig selv, dvs. vi finder

sandsynligheden

11419131242070580287175082160400290625

[35]24
36

22452357707254557240087211123792674816

35 |24
22| = 0508596
36.

Den eksakte sandsynlighed er altsa 114.../224..., som er klart sterre end en halv, idet
2-114...=228.... Udtrykt som decimaltal finder vi ogsé at sandsynligheden med 2 deci-

maler er givet ved

50.86%.

TI-72Spire cAs

Det er altsa en klar fordel ikke at satse pa at fa dobbeltseksere, hvis man fér lov til at kaste
fire og tyve gange med to terninger. At denne sandsynlighed er sterre end 50% larte Che-
valier de Mere pa den harde made via simuleringer pa casinoer. Flere kilder haevder, at han
blev s& godt som ruineret pa dette spil. Han forelagde problemet for en af datidens kloge-
ste hoveder, Blaise Pascal (1623 - 1662), som naturligvis loste det og lagde grundstenen til
moderne sandsynlighedsregning.
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6: Sandsynlighedregning
Binomialfordelingen

Binomialfordelingen bygger pa et sammensat eksperiment, hvor man gentager et basiseks-
periment n gange, hvor n kaldes antal sparameter en. Basiseksperimentet har netop to mu-
lige udfald, som vi i almindelighed betegner “’succes” og “’fiasko”, men i praksis kan vi
selvfolgelig anvende mere pracise navne, som vi fx gjorde med “’sekser” og “ikke-sekser”
i forbindelse med terningespillene. Sandsynligheden for at f& succes i basiseksperimentet
betegnes p og kaldes sandsynlighedsparameteren. Antallet af succeser X i det sammensatte
eksperiment er da binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p.

Vi har allerede set pa hvordan man kan simulere en binomialfordeling:

Forst oprettes en population bestaende af et passende antal ’succes” og “’fiasko”, hvor de
indbyrdes forhold mellem antal ”succes” og antal ”fiasko”, netop afspejler de indbyrdes
forhold mellem sandsynlighederne. Nar vi traekker et element fra populationen skal der
altsa netop vare sandsynligheden p for at traekke en ”succes”. Basiseksperimentet bestar
da netop 1 at traekke et enkelt element fra populationen.

Derefter oprettes en tilfeeldig stikprave, hvor vi traekker n elementer fra populationen med
tilbagelayning, sa populationen er uzendret efter hver udtraekning. Udtagningen af den
tilfeeldige stikpreove svarer da netop til det sammensatte eksperiment.

Endelig teeller vi op hvor mange succeser X, der er i den tilfeldige stikprave. Det er
antallet af succeser, der er binomialfordelt. Den stokastisk binomialfordelte variabel X kan
da antage verdierne fra 0 til n. I den matematiske teori for binomialfordelingen udleder
man nu en formel for sandsynlighedsfordelingen, dvs. sandsynlighederne for de enkelte
veerdier af X.

Ikke overraskende er binomialfordelingen indbygget i TI-Nspire CAS. Slar man op i for-
tegnelsen over Matematiske operatorer under Sandsynlighedsregning og Fordelinger
finder man netop to fordelinger knyttet til binomialfordelingen, den sakaldte punktforde-
ling (Point Distribution Function) binomPdf og den sékaldte intervalfordeling (Cumulati-
ve Distribution Function) binomCdf. Det er altsd P’et henholdsvis C’et der adskiller de to
navne ©

Dekumentveerktajslinje

EL A - I

Dokumentvarktajslinje i{; Matematikskabeloner

f Tegn
[i2 Katalog

]}: Matematiske operatorer

2 Matematikskabaloner

|
=f Tegn |
|
|

17 Katalog Dobbeltklik pa ikonet for atindseette elementet
]'z Matematiske operatorer
#oTvETST =
# W Pdf
Dobbeltklik pa ikonet for at indstte elementet # % Cdf
# Invers x*
# FPdi
. # Fodi

‘ Sandsynlighedsregning E3 | I

Fakultet (1)
Antal perm utationer = #° Binopjal Cdf
Antal kombinationer | # Georfitrisk Pdf

# Invers F

# Geometrisk binom Cdf(n, p)
q binom Cdf(n, p. nedreGraznse, avreGraznse)
binom Cditn, p,wreGr_ain_s_E_),__lor P{0=X<evreGrznse)

| Tifidigt % |

! Fordelinger = | = binom P df(n, p XV zrdi])
4 L0

Behersker man disse to fordelingsfunktioner kan man nemt lase alle praktiske opgaver
med binomialfordelinger. Vi ser derfor pa dem i lidt sterre deltalje:

Punktfordelingen: BinomPdf(n,p,[X])

Den kraver — ikke overraskende — at man forst oplyser de to parametre: antalsparameteren
n og sandsynlighedsparameteren p. Lidt mere overraskende er det nok, at x-verdien (antal
succeser) er valgfri, men droppes den fas simpelthen hele sandsynlighedsfordelingen som
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en liste. Det er et elegant traek, der gor det nemt at oprette tabeller over binomialfordelin-
ger 1 regneark, ligesom det er nemt at tilknytte grafer til fordelingen.

Her ses for eksempel sandsynlighedsfordelingen for binomialfordelingen med n= 8 og
p= 1/4 bade som tabel og graf

Aantal |B sandsynlighed 0.404
= =binompdf(8,1/4)
0.100113
0.266968
0.311462
0.207642) | 24504
0.086517 5
0.023071 %’
0.003845 5
0.000366
0.000015

0.00

0.31 (31.1%)

0.304

0.27 (26.7%)

0.21 i20.8%)

sandsynlighed

@

0.1(10.0%)

o
=
=]

8

e I~N OO N e W N (= O

|3.75‘4 0.0%)
|1 SES(0.0%)

9

10 =
< — 1ol 012 3 45 8 7 8

[:5]0 antal

Men punktfordelingen kan selvfoelgelig ogsa udnyttes til konkrete udregninger, som fx

Wignsker at finde sandsynligheden  p(X =2) , hvor X er binomialfordelt med antalsparameter
n =& og sandsynlighedsparameter p = 1/4.

1
binodef(S, -, 2) »0.211462
4

Den s@gte sandsynlighed for netop to succeser er altsa 31.15%.

I ntervalfor delingen: BinomCdf(n,p,[a],[b])

Igen skal man ferst oplyse de to parametre: antalsparameteren n og sandsynlighedspara-
meteren P. Lidt mere overraskende er det nok, at intervalgranserne a og b er valgfri, men
droppes de fas simpelthen hele den kumulerede sandsynlighedsfordeling som en liste. Det
er et elegant treek, der gor det nemt at oprette tabeller over kumulerede binomialfordelin-
ger i regneark, ligesom det er nemt at tilknytte grafer til fordelingen.

Her ses for eksempel den kumulerede sandsynlighedsfordeling for binomialfordelingen
med n= 8 og p= 1/4 bade som tabel og graf

# ~ antal B kum_sand |© 104
= =binomcdf(8,
1 o/ 0.100113
2 1| 0.367081 297
3 2| 0.678543 _
4 3| 0.886185 £067
5 4/ 0.972702 5
5 5| 0.995773 0.4
6  0.999619
8 7| 0.999985 024
9 8 1. )
i o ool
21]=0.10011291503906 R T

Men intervalfordelingen kan selvfolgelig ogsa udnyttes til konkrete udregninger, som fx
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Vi gnsker at finde sandsynligheden p(2 =X = 5), hvor X er binomialfordelt med
antalsparameter n = 8 og sandsynlighedsparameter p = 1/4.
/ 4

1
binomCd.flS,—,ZS’ » 0.628693
4

Den s@gte sandsynlighed for at antallet af succeser er mindst 2 og hajst 5 er altsa 62.87%.

Til slut legger vi marke til at intervalfordelingen strengt taget er overfledig, nar vi har
punktfordelingen, idet der jo fx gaelder

P2 < X <5)=p((2)+ pB3)+ p(4)+ p(5)

Vi kunne altsa ligesa godt have beregnet intervalsandsynligheden som en sum over de
involverede punktsandsynligheder:

5

, , 0
E binodeflS, ,x’

x=2

| —

» 0628693

e

Men det kraever selvfolgelig en vis fortrolighed med sum-tegnet ©

Nér vi kan styre punktfordelingen kan vi ogsd udfere simple statistiske beregninger pa
sandsynlighedsfordelingen. Vi skal da bare opfatte sandsynlighedsfordelingen som en
vagtet population, dvs. de enkelte udfald fra O til 8 optraeder med en vaegt, der netop er
angivet ved sandsynligheden: Vi udferer derfor en enkeltvariabelstatistik med sandsyn-
lighed som frekvensliste

#antal |E sandsynlighed C D
= =binompdf(8,1/4) =0neVar('antal,'sandsynlis
1 0 0.100113|Titel Statistik med én variabel
2 1 0.266968 X 2.
3 2 0.311462 zx 2.
Statistik med én variabel =] a 3 0.207642 x2 5.5
ST D rE—— El 4 0.086517 sx := sn-1x #UNDEF
X1-liste: 'antal -
; 6 5 0.023071 ox := gnx 1.22474
Frekvensliste:
T 7 6 0.003845 n 1.
Kategoriliste:
I —— g 7 0.000366 MinX 0.
| Medtag kategorier: -
' ; ‘ El 8 0.000015 QX 1.
1. resultat kolonne: |c[]
R 10 MedianX 25
[Fok| [~annuier| [ C— 0]
Di|="Statistik med én variabel"

De vigtigste oplysninger er da middelvardien X som er 2, og spredningen 0X som har
vaerdien 1.22474. Nederst i listen finder man faktisk ogsa variansen SSX (dvs. kvadratet
pa spredningen)

SSX 1= Z(x—X)? 1.5

Variansen har altsa vaerdien 1.5 .

Det dbner muligheden for eksperimentelt at finde nogle af de formler, der galder for
middelverdi, spredning og varians. Vi kan nemlig indfere skydervariable for antalspara-
meteren N og sandsynlighedsparameteren p, og s udfere en dataopsamling, der viser de
relevante sammenhange. Det er nemmest at undersege variabelsammenhangene for
middelverdien og variansen. Vi starter med at oprette den dynamiske sandsynlighedsfor-
deling for binomialfordelingen efterfulgt af en enkeltvariabel statistik over de vaegtede
antal, samt indferer en minimeret ’diskret’ skyder for n, der vokser i trin af sterrelsen 1 fra
2 til 50, samt en ’kontinuert’ skyder for p, der fx vokser i trin af 0.01:
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# A antal 5 sandsynlighed j :éSK'l“ e I" .7 i T ®=2d|C = zéSk';ﬂ et -~ .
= =seq(x.x.0,'n)|=binompdf('n,'p) & ° L =p) =OneVar(' & ° L
1 0 0.03125 1 p5(Titel [Statistik ...
2 1 0.15625) | 2 p5jg 2.5 2.5 |
3 2 0.3125 | 3 p5lsx 2.5 =
4 3 0.3125] | = 4 D5|Tx? 7.5 2

= 4 £ 4
5 4 0.15625 | |- ° 5 p5|sx :=..J#UNDEF = ‘
6 5 0.03125| | £ a0 & pslox :=.] 1.11803| 1.11803 |[ o
7 o n 1.

L & L]

8 &) [MinX..] 0.
g ol |lQx 2.
10 = 10| Med.. 2.5 =
<] — 13] <] — 1D]
A1[=0 Klilc for at tilfgje variabel E2| middel:=d2 Klil for at tilfgje variabel

Vi treekker sé verdierne for middelverdi, spredning og varians ud via celleformler i
nabocellerne, s vi kan lave datafangst p4 dem. Her er det vist for middelvardien i celle
E2, der er lagret som variablen middel via celleformlen

[E2] middel :=d2

Tilsvarende er spedningen, og variansen gemt som variablene

spredning::d6 varians:: di3

Vi opretter sé et nyt lister og regneark, hvor vi fanger vardierne for antalsparameteren n,
sandsynlighedsparameteren p, middelvaerdien, spredningen og variansen

- -
# A antal var B sandsyn_var|C middel_.. D spred_.. |Evarians_.. | | @ 2d|C _E— }

=capture('n,1) | =capture('p,1) |=capture(mi|=capture(sj =capture(va 'p) =OneVar('
56 [sx :=... #UNDEF

vl n

1 5 0.5 2.5 1.11803 1.25
5 € 44jox:=. 1.93649 1.93649 | |
3 7 74n 1. i
s = B1|MinX... 0. Y
5 2 81QiX 6. £

5

1074 Med... T
11 44|Q=X 9.
1256 [MaxX. 15.

@
IS
L

w [~
]
n

y=025x+1E14

9 1385/SSX... 3.75 3.75

10 o 14Dp4 N

[ — 5 | [ m— 5] 0 — T T T T T T T
C middelfvar:=mpn.r.re(middel,1) Dlmiddel:=d2 02 46 §maﬂf’w!2 14 16 18

Sé er vi klar til datafangsten ©. Vi skal udfere variabelkontrol, hvor vi somme tider
varierer N og sommetider p, men ikke dem begge pa én gang. Det er nemmest at udfere
disse nertbeslaeegtede eksperimenter, hvis du opretter en raekke kopier af dette dokument,
s du kan variere de uathengige variable n og p systematisk og opbygge grafer for de
athaengige variable midde og varians. Her ser vi pa to typiske deleksperimenter: Hvis vi
vil undersgge hvordan variansen afthenger af antalsparameteren, skal vi variere
antalsparameteren og oprette et diagram, der viser variansen som funktion af antalspara-
meteren. Vi ser da tydeligt at variansen er direkte proportional med antalsparameteren n,
dvs. der geelder en formel af typen

varians =K (p)-n
hvor proportionalitetsfaktoren K , i vores tilfeelde 0.25, stadigveek kan atheenge af sand-
synlighedsparameteren p, som vi jo har holdt konstant (variabelkontrol!).

Vi gentager sa eksperimentet, men denne gang varierer vi sandsynlighedsparameteren p.
Vi skal da ferst nulstille datafangsten, enten ved at arbejde i et nyt dokument, eller ved i
det gamle dokument at ga ind og gentage alle capturekommandoerne (taste ENTER i
formelfelterne) ©
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<. 2 |n=15 |—v—v—|—|—|—|—'-v—|
='p) =0neVar(" 204 0 L
5 11|sx :=..[#UNDEF
6 D1|ox :=.] 1.54919| 1.54919
772|n 1. _ 307
8 55|MinX... 0. o
919|Q:X 11. <2
1053 |Med 12 >2.07 y=-15x2+15 x+0
1182(QsX 13.
12D4MaxX. 15. 1.0
12B9|SSX... 2.4 2.4
1497 T
[ m— | 00T 1T
bl middel:=d2 000102 o.3soéﬁd%5n?§ap.7 08091,

Denne gang er der tydeligvis tale om et andengradspolynomium, der gér gennem 0 og 1 pé
forsteaksen (p-aksen). Denne gang er variansen altsd givet ved en formel af typen:

varians =Kk, (n)- p-(1- p)

hvor proportionalitetsfaktoren K, , i vores tilfeelde 15, stadigveck kan athaenge af antals-
parameteren N (der netop har veerdien 15 ©), som vi jo har holdt konstant (variabelkon-

trol!).
Tilsammen antyder eksperimentet altsé kraftigt, at der geelder en sammenhang af formen
Varians=k-n-p-(1-p)
Her er proportionaliteskonstanten i vores tilfeelde endda ganske enkelt 1, s vi har udledt
den folgende variansformel eksperimentelt
Varians=n-p-(1-p)

Den tilhgrende spredningsformel ma da vere givet ved

o=n"p-(-p)

Prov nu selv at lege med middelvardien for en binomialfordeling. Her er resultatet knap sa
overraskende: Hvis vi har fx 8 forseg og vi i hvert forseg har sandsynligheden 0.25 for at
fa succes, sa forventer vi i middel at fange 8-0.25=2 succeser, dvs. middelvaerdiformlen i
almindelighed ma veaere givet ved

H=n-p
Desverre findes der ikke tilsvarende simple argumenter for spredningsformlen.

Gensyn med Chevalier de Meres problem

Nu hvor vi kan styre binomialfordelingerne kan vi se neermere pa sandsynlighedsfordelin-
gerne i Chevalier de Meres to spil:

Spil 1: Kast en terning 4 gange og indga et veeddemal om at fa en 6’er.
Spil 2: Kast to terninger 24 gange, og indga et veeddemal om at fa en dobbelt-6’er

Overvej nu forst:

Spil 1: Hvis X betegner antallet af 6’ere i 4 kast med en terning, sa er X binomialfordelt
med parametrene N=4 og p=+

Spil 2: Hvis X betegner antallet af dobbelt-6’ere i 24 kast med to terninger, sa er X bino-
mialfordelt med parametrene Nn=24 og p=+

Leaeg marke til, at middelverdien i begge spillene er den samme:
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2 1 2
:—’ :24._:_
30 3

=4.
H 36

1
6

Det er jo netop pa grund af Chevalier de Meres omhyggeligt konstruerede proportionalitet
mellem de to spil.

Men spredningerne er ikke helt ens, idet vi finder

2 30
=/ (1— 4__ =(0.745
[ 35 [235
=/n-p-(1- =24 —. == |Z. = =(0.805
nPr(-R) \/ 36 36 \/3 36

Spredningen i det forste spil er altsa tydeligvis lidt mindre end spredningen i det andet

spil: Det har afgerende konsekvenser for de to spil! Da spredningen for spil 2 er sterre end
spredningen for spil 1 og de jo har samme middelvaerdi 2/3 bliver der ogsa tildelt mere
sandsynlighed til X, =0 og X, =4 ispil 2. Det er iser det forste, der er fatalt, for det
betyder i praksis at p(X, =0) ryger op over 50% og at det derfor slet ikke kan betale sig
at deltage i spil 2. Men det betyder ogsa, at nér vi fx udferer 1000 simuleringer af spil 2, s&
ser vi rent faktisk udfald med X, =4, hvad vi ikke gjorde i spil 1 (selv om det nu ikke er
helt udelukket, s& du kan have en anden serie af 1000 simuleringer, hvor der rent faktisk
kreb et udfald med X, =4 ind i sgjlediagrammet) ©.

Her er relevante grafer (hvor de simulerede grafer er hentet fra et tidligere afsnit).

Forst spil 1 (hvor sandsynligheden for X, =0 ligger under 50%, mens sandsynligheden
for X, =4 ligger under 1 %o):

5004 487 (48.7%) # |~ antal6 5 spill
= |=seq(x,x,0,4) | =binompdf(4,1/6)
100 391 (39.1%) 1 0 0.482253
2 1 0.385802
3 2 0.115741
7% 4 3 0.015432 | |:
£ 5 4 0.000772
200 3
7
102 (10.2%
100 o (10 2%) 8
]
20 (2.0%)
10
o ] 5] 0o 1 2 3 4
datafangst antal6 Seq 1,0 4] B2 antals
1000 simuleringer Teoretisk fordeling

Derefter spil 2 (hvor sandsynligheden for X, =0 nu ligger over 50%, ligesom sandsyn-
ligheden for X, =4 ligger over 1 %o):
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500 4

400 -

]

=]

=1
I

Frekvens

200 A

100 4

508 (50.8%)

358 (35.8%)
109 (10.9%)
- 0 1 2

3.7
2.7
2.4
4.6
7.4
9.9
11
9.9
71
3.9
1.5
3.7
4.5

21 (2.1%)
[ e
3 4

@
=1
o
w

011213141516 17 1818 20 21 22 23 24
antals6

datafangst

TI-725pire cAs 125

1000 simuleringer

Teoretisk fordeling

Sammenhangen mellem binomialfordelingen og normalfordelingen

Nu hvor vi har mere styr over binomialfordelingerne kan vi begynde at studere formen pa
fordelingen lidt n&ermere. Vi flytter da graferne over i Graf-verkstedet, idet vi opfatter
punktsandsynligheden binomPdf(n,p,x) som en funktion af X. Det rejser dog det tekniske
problem at X formelt skal vaere heltallig. Vi smerer derfor de heltallige veerdier ud over
intervaller af leengden 1, idet fx det hele tal 4 deekker intervallet fra 3.5 til 4.5. Teknisk set
afbilder vi derfor grafen for funktionen

binom(n, p,int(X+ 0.5))

Her stér int for heltalsdelen (integer part). Vi har netop lagt 0.5 til, sé intervallet kommer
til at ligge symmetrisk omkring det hele tal:

0.5y

1
y=binompdf(8, = intler0 .s))
4

Vi har skraveret omradet under den stykvis konstante fordelingsfunktion ved at udregne
integralet fra -0.5 til 8.5 (i Undersgg Grafer). Vardien af integralet er selvfolgelig 1, sa
det har vi efterfelgende skjult.

Grafen har den karakteristiske klokkeform, hvor sandsynligheden forst vokser op til mak-
simumsvardien i X=2 og derefter falder ned til 0 igen.

Hvis vi nu vil lege med sddanne fordelingsgrafer, kan det igen betale sig at oprette en dy-
namisk graf, hvor vi kan variere sével antalsparameteren n (som vi satter til at lobe fra 2

til 50) som sandsynlighedsparameteren p. Det gores nemmest ved skydervariable.

Denne gang er det ikke s& smart at bruge integralrutinen til at skravere med, da den vil
slove dynamikken alt for meget. I stedet tilfojer vi graferne for

Version 3.6
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y < binomPdf(n, p,int(x+0.5)) og y<0

0.25 vy n 0.25 y o=
| ’ : ; v .
P =4 p =4
T n 1 T T v 1
0. 1 0 1
X=1"p
0.01 ¢| |710.01 y
i -0.025 }'zbinodef(l\,p,int(}c+0.5)_) 51 i 1-0.025 }':binomPdf(_n,p,int(x+0 S)) 51
Dynamisk fordelingsgraf Nu med middelveerdi
0.5 ¥ - 0.5 n = [
J ’ 1 T ¥ |
p =02 P =
N . — -
L b ! b !
=np =n-p
}':binodef(n, p,int(x+0 5 )) ];:binodef(n,p, int(x+0 5))
X X
- 5L [ _,—r 51
0:025 “0:025
hgjreskeev fordeling venstreskaev fordeling

Treekker vi i skyderen for sandsynlighedsparameteren p kan vi netop se den karakteristiske
klokkeformede graf pa hele midterstykket. Men nar vi treekker p for langt ud til siderne
bryder klokken sammen og vi far i stedet for en monoton fordelingsgraf, sadan som vi
ogsa s det i forbindelse med Chevalier de Meres spil. Vi kan ydereligere tilfeje middel-
verdien ved at indskrive X=n- p i en tekstboks og treekke den ind pa den ene af akserne.

Treekker man i1 skyderen for p er det meget overbevisende at binomialfordelingen netop
topper i middelveerdien, som altsa ikke blot angiver den forventede vaerdi, men ogsa den
mest sandsynlige verdi (vi praciserer dette udsagn i det folgende teoretiske afsnit).

Men sé leenge vi holder os til midterstykket er der altsé en tydelig klokkeformet fordeling.
Det kunne godt minde om en normalfordeling, sé det er fristende at l&gge en normalforde-
ling ind over. Vi skal s& skenne over normalfordelingens middelverdi U og spredning G.
Men der er det jo nemmest at indtaste formlerne for binomialfordelingens middelverdi

H=n-p
og spredning

o=\n-p-(1-p)

(ellers kan veerdierne hentes fra en enkelt statistik udfert p& binomialfordelingen sadan
som vi har set det i et tidligere afsnit):
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Dokumentvzerktsjslinje

\ 0.25 ¥ n
X & R
T ' 1
=12 Matematikskabeloner ‘
<f Tegn ‘ P =6l
[#7 Katalog ‘ T ' 1'
IZ Matematiske operatorer ‘
=1 p
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ey
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# Invers normal -
4 i i ) 0.01 v
[[] # Guidertil B 51
normPdi(<Vaerdi Lul.all -0.025

Igen er den dynamiske visning meget overbevisende og man ser hvordan normalforde-
lingsgrafen smyger sig op af den klokkeformede binomialfordeling.

Vi kan endda ogsé illustrere betydningen af spredningen 6. Hvor middelvardien svarer til
centrum for fordelingen, s& svarer spredningen til en form for radius for fordelingen. Ved
at laegge én spredning til middelverdien eller traekke én spredning fra middelvaerdien far
vi derfor afgraenset det centrale omréde i klokken (med ca. 65% af observationerne)

0.25 y
akser

y:binodef{u innt(x+O 5))

=n' p—n- p- (1-p)

o= p x=n- p

=n' p+n p- (1-p) c=n'p—/n p' (1-p) =n' p+n- p (1-p)

y=binomPdf] (:1\, p. int(x+0 5))

¥=0.020x-0 45

y'=1101‘mFdffx,n pynp (l*p) ) y'=1101111Pdff:;,11 PP (lfp) .)

0.01

"1-0.025

1-0.025
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Kigger vi ngje pa grafen kan vi se at det centrale omrade netop afgraenser klokkens hat,
dvs. det omrdde hvor klokken er nedad hul.

Vi kan desvarre ikke bekrafte dette ved at tilfoje et vendepunkt fra Undersgg graf-menu-
en, for vi har jo ikke brugt de symbolske forskrifter for graferne. Men vi kan stadigveaek
klistre en tangent pa normalfordelingsgrafen og pad den made visuelt bekraefte at der synes
at ligge en vendetangent i afstanden én spredning fra middelvardien.

Men alt i alt er det tydeligt at vi er ved at nd graensen for hvad vi kan udrette med de
numeriske rutiner til udregning af binomialfordlingen og normalfordelingen.

Binomialfordelingen som en eksakt fordeling: Monotoniforholdene*

Hvis man har en mere omfattende teori til rddighed for at arbejde med binomialfordelin-
gen og normalfordelingen vil vi nu se pa, hvad man kan bruge de eksakte forskrifter til.
Specielt vil vi fokusere pa, om vi rent faktisk kan stykke nogle beviser sammen for nogle
af de observationer vi gjorde i det foregdende. Vi vil da fa stor hjelp af de symbolske ud-

tryk.

For binomialfordelingen galder der som bekendt:
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nl - .
blx):= 5 (1-p)" v Udiore
xl- I[rr—x}!

Vi har valgt at holde antalsparameteren n og sandsynlighedsparameteren p som ydre pa-
rametre, men de kunne selvfelgelig ogsa vare indbygget direkte i fordelingsfunktionen.
For at kunne tegne grafen er vi derfor nedt til at tildele n og p vaerdier, hvilket sker nem-
mest som skydervariable lige som for. Vi har ogsa det samme problem ved udregningen af
funktionsverdier, at det er forudsat at X er en heltallig variabel. Men det klarer vi ligesom
for ved at pakke argumentet ind i en int-funktion.

0.3y
J ’ !
b=
r ' 1
1
y:h(int(x+0 5))
0.02
.
"1-0.025 51

Sa langt sa godt, men det kunne vi jo ogsa med den numeriske forskrift. Sa hvor ligger
fordelen ved den symbolske forskrift? Jo pointen er, at vi nu kan bevise at binomialfor-
delingen har de folgende karateristiske monotoniforhold

1. Binomialfordelingen vokser op fra verdien 0 til at maksium og aftager derefter igen til
veerdien 0.
2. Binomialfordelingen har maksimum tet pa middelvaerdien g#=n-p.

Hvordan kan vi nu vise dette? Da funktionen er stykvis konstant er det ikke s& oplagt at
bruge differentialregning. I stedet for skal vi teenke pa den som en diskret funktion, der er
defineret pé hele tal. Vi er da intereseret i at se hvad der sker, nar vi beveeger os fra b(X)

til b(x+1). Traditionelt ville vi da kigge pa differensen (svarende til haeldningen). Men

kig lige en gang pé forskriften igen. Den bestér af en reekke faktorer, ikke af en raekke led.
Og sé er det faktisk mere nerliggende at se pd fremskrivningsfaktoren. Vi flytter da forst

defintionen pa binomialfordelingen over i en ny opgave, hvor vi kan fa lov til at regne rent
symbolsk (dvs. vi har ikke leengere skydervariable til at tildele n og p numeriske verdier)!

nl

blx):-= P (1-p)"F » Udfore
xl- (=)
l'l'[x}1=h:{:}l} v Ldfe
plx-n)
A e} oA

Kan du se hvor de enkelte faktorer kommer fra?

Prov forst at overveje hvordan faktorerne p* og (1— p)" ™ bidrager til
fremskrivningsfaktoren g(X). Det kraver blot lidt kendskab til potensregneregler.

Prov derefter at overveje hvordan faktorerne x! og (n—Xx)! bidrager til
fremskrivningsfaktoren q(X). Det kreever kendskab til reglen (X+1)!=(x+1)- X! .
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Overvej ogsé at fremskrivningsfatoren g(X) faktisk er positiv, selv om nogle af de
faktorer, der indgér i udtrykket for g(X) oplagt er negative ©

Men som det ses kan CAS-vearktgjet holde styr pd reduktionen for os. Det er netop CAS-
programmers styrke, at de kender reglerne for den korrekte omskrivning af matematiske
udtryk. Til gengzld er det os, der skal leegge strategien for hvad udtrykkene skal bruges til.
I modsetning til skakprogrammer, der ikke blot er i stand til at udfere traekkene korrekt,
men ogsa til 1 et vist omfang at teenke strategisk (ikke perfekt, men godt nok til at kun de
allerbedste skakspillere i verden kan matche de bedste skakprogrammer), sa kan CAS-
programmer endnu ikke teenke strategisk. De mangler stort set kunstig intelligens. S& det
er her vi selv kommer ind i billedet ©.

Vi ved nu at monotoniforholdene for postive funktioner styres af fremskrivningsfaktoren:

Hvis g(X)>1 sa vokser funktionsveardien pa stykket fra x til x+1.
Hvis g(X) =1 sa holdes funktionsvaerdien konstant pa stykket fra X til x+1.
Hvis q(x) <1 sé& aftager funktionsvardien pa stykket fra X til x+1.

Forste observation: Fremskrivningsfaktoren er en aftagende postiv funktion.

Det kan du faktisk se direkte af udtrykket, hvor vi udferer en blid omkrivning, sa alle
faktorerne er positive:

n—X

q(x) = (=% _p_

Xx+1 1-p
Det er kun den forste brek, der pavirkes af variationer i X. Og nér argumentet X vokser, er
det tydeligt at teelleren falder, ligesom navneren vokser. Og det fir netop breken til at
falde i verdi.

Men nu er brekregningsargumenter i vore dage ofte svarere at forstd end differerential-
regningsargumenter ©. S& vi kan ogsé bare se pa differentialkvotienten for fremskriv-
ningsfaktoren

(b)) » —HE
X (o-1) (c+1)2

Her er tre af faktorerne oplagt positive, mens den sidste (p—1) er oplagt negativ. Altsa er
differentialkvotienten negativ, og dermed er fremskrivningsfaktoren som péstéet afta-
gende. Det er netop denne observation, der rummer ngglen til forstaelsen af binomial-
fordelingens opfersel ©

Lad os starte med at se pa randvaerdierne for fremskrivningsfaktoren. Den forste
fremskrivningsfaktor er givet ved

Den kan omskrives pa formen

n.
a0 =12 =—t
I-p 1-p

Hyvis den forste fremskrivningsfaktor ligger under 1 vil den derfor ligge under 1 hele vejen
og binomialfordelingen vil derfor vaere stedse aftagende (hgjreskav). Det kraver altsa at
middelveardien er sa lille at den kommer under sandsynligheden for fiasko, dvs.

u<i-p

Den sidste fremskrivningsfaktor er givet ved
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e

qlr-1) * Y

Den kan omskrives pa formen

qn-f=——P P
n-n-p n-u

Hyvis den sidste fremskrivningsfaktor ligger over 1 vil den derfor ligge over 1 hele vejen
og binomialfordelingen vil derfor vere stedse voksende (venstreskav). Det kraver altsa at
middelvardien er s stor, at den kommer teettere pa antalsparameteren n end sandsynlig-
heden for succes, dvs.

{>n-p

I alle andre tilfeelde ligger den forste fremskrivningsfaktor over 1, den sidste under 1 og
binomialfordelingen starter derfor med at vokse op til et maksimum, hvorefter den falder
igen. Dette maksimum finder vi det sted hvor fremskrivningsfaktoren netop passerer 1:

solve{ql{x}l=1,x} * = -p+p—1é
Denne betingelse kan omskrives pé formen
X =N-P=(1=pP)=4=(1-p)

Hyvis det tilfaeldigvis viser sig at vaere et helt tal er der to maksimumspunkter i
binomialfordelingen, nemlig vaerdierne

X=u—(1-p) og X, =u+p (idet q(x)=1,dvs. b(x)=hb(x,))

Ellers vil der netop ligge ét helt tal i dette interval, hvor binomialfordelingen sa topper.
Det er da nemmest at bemarke, at den topper taet pd middelvardien, dvs. i praksis et af de
to tal, der ligger pa hver sin side af middelverdien, hvis ikke simpelthen middelverdien
selv er et helt tal.

Konklusion:

a. En binomialfordeling er stedse aftagende, hvis den opfylder x <1— p. I sé fald topper
binomialfordelingeni x=0.

b. En binomialfordeling er stedse voksende, hvis den opfylder 4 >n— p. I sa fald topper
binomialfordelingeni X=n.

c. I alle andre tilfeelde er den forst voksende, og dernest aftagende, og den topper i det/de
hele tal, der ligger i det lukkede interval [ u—(1-p);u+ p] , dvs. der er ét eller to
maksimumspunkter athaengigt af om intervalgranserne selv er hele tal. I praksis
bemerker man, at hvis middelverdien selv er et helt tal, topper den altsa i middelveer-

dien. Ellers topper den i et af de to hele tal, der ligger pa hver sin side af middelveer-
dien.

Binomialfordelingen som en eksakt fordeling: Hulhedsforholdene*

Vi har nu styr p4 monotoniforholdene for binomialfordelingen. Kan vi gere det samme
med hulhedsforholdene og dermed retfeerdiggere klokkeformen? En sddan undersegelse er
nok ikke s& velkendt, sa det kan vaere klogt at kigge pé et simpelt eksempel forst:

()
Normalfordelingen: @(X) = ! e 2( @ j

N2 o

Den ved vi har en klokkeformet graf (the Bell curve) ©. Vi udregner derfor forste og
anden afledede:
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Det kan godt virke lidt uoverskueligt, men eksponentialfunktionen er positiv, og de fleste
faktorer er positive konstanter, sa den interessante struktur ligger gemt i et forstegrads-
polynomium for den ferste afledede og et andengradspolynomium for den anden afledede:

@' (X) =—(X— 1)+ positivt udtryk |
¢"(X)=(x—(u—-0))-(x—(u+0))-[positivt udtryk|

Overvej nu selv hvilke konskekvenser det har for monotoniforholdene henholdsvis hul-
hedsforholdene for normalfordelingen.

Vi kan som sadvanlig illustrere det dynamisk ved at oprette en ny opgave, hvor vi i stedet
héndterer middelvardien | og spredningen ¢ som symbolske variable. Her laber vi sé ind
i det tekniske problem at ¢ er et lille graesk s, og da TI-Nspire CAS ikke skelner mellem
store og sma bogstaver svarer det til det store graeske S, dvs. summationssymbolet X.
Derfor ma bogstavet ¢ ikke bruges som variabelnavn. Vi skriver det derfor bare ud som
variablen sigma:

n =81 051y sigma =2.05 no=333 05 1y sigma =2.05
|—!—!—|—|—|—l'—|—'—y—| |—y—'—y—|—y—|—|—|—y—| | |'| Ty T T T 1 |—v—-—|—v—v—|—v—v—|—|
o a 10 0 10 0 10
4 [ \2
= 1 e 2 ‘sigma)
|2- 7 - sigma =plsigma
x=p
X=p+sigma
/\ B ‘ X \)2
y= 1 e 2 \sigma
27 - sigma
0.025 . 0.025 .
5 0.05 1 15| 5 0.05 1 15
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Vi kan da tydeligt se hvordan en variation af middelvaerdien W blot ferer til en vandret
forskydning af grafen, mens en variation af spredningen sigma forer til en samtidig
skalering af grafen (ud fra sdvel symmetriaksen som X-aksen) — det samlede areal skal jo
bevares ©.

Det er ogsa nemt som vist at tilfgje markerer for middelveardien U og spredningen G, ved
blot at indskrive ligningerne , henholdsvis |X= - sigma| og |X =u+sigma| i
tekstbokse, der efterfolgende treekkes ind pa en akse.

Endelig kan vi bekraefte at én spredning netop svarer til skulderpunktet for klokken, altsa
vendepunktet, ved at finde vendepunktet ved hjelp af Undersag graf-menuen:
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w =333 0.5 1y sigma =2.05
—_— . —
1 o 10
X=j-sigma
x=p
x=p+sigma
punkt (vendetangent) _1( P )2
3 1 i
(1.28,01018) y= e ? |sigma
2 7 sigma
0.025 .
5 1 15
-0.05

Vi vender os s& mod binomialfordelingen. Denne gang er der tale om en stykvis konstant
funktion, sé vi kan ikke rigtigt komme til at anvende differentialregningen. I stedet ma vi
teenke i diskrete baner ©

For at kontrollere hulheden ma vi vide hvordan haeldningen varierer. Heldningen for
intervallet [X, X+ 1] er givet ved b(x+1)—b(X) . Haldningen for det foregdende interval
er tilsvarende givet ved b(X) —b(x—1). Ser vi pa dobbeltintervallet rundt omkring X, dvs.
[X— I X+ 1] er fremskrivningsfaktoren for haeldningen fra det forste delinterval til heeld-
ningen for det sidste delinterval derfor givet ved

_ b(x+1)—b(x)

H09= b(x) —b(x—1)

Det er denne hulhedsfunktion, der kontrollerer hulheden for os: Hvis fx den forste
haeldning er positiv og H(X) >1 vokser haldningen, dvs. grafen er opad hul jfr. figuren

nedenfor. Hvis til gengaeld den ferste haeldning er negativ og H(X) >1 aftager haeldnin-
gen, dvs. grafen er nedad hul (jfr. figuren nedenfor) , osv.

Hx) = 1 Hix) > 1
o O

Heldminger positive .
Q
Heldninger rregam\

O

A

e} O
Cpad hul Nedad hul X

Vi far altsé brug for at vide hvornar H(X)>1, H(X)=1 og 0<H(X) <1 og iser det
midterste tilfaelde, dvs. H(X) =1 er interessant, fordi her er haeldningerne ens, dvs. vi har
fanget et vendepunkt!

Vi starter med at finde forskriften for fremskrivningsfaktoren for heldningen

ml
-=x!' I[n—x}l! .
blx+1)-bix)
) ——

" blx)-blx-1)

p* (1-p)" 7 » Udfort

k qu‘f@ ri

o le—n-1) - p-p+1)

hl{x} * -
(p-1) (e+1): (e—(n+1) p)

Udtrykket er forbleffende simpelt (men ikke helt nemt at finde ved handregning ©). Igen
bestar det af en rackke faktorer, der er oplagt positive/negative, men ogsa et par faktorer,
der kan vere lidt svaerere at gennemskue. Vi omskriver en smule pa forskriften og finder
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H(X):lp NHl-x x—(u-(1-p)
—p x+l  x—(u+p

De forste fire faktorer er trivielt positive i intervallet [0;n]. Men de to sidste faktorer
skifter faktisk fortegn undervejs. De folges dog naesten ad, idet taelleren skifter fortegn i

X, = 1 —(1- p), mens nevneren skifter fortegn i X, =+ p. Men det svarer jo netop til
grenserne for det interval af leengde 1, hvor vi finder maksimumspunktet. Bortset fra dette

interval er fremskrivningsfaktoren for haldningen derfor positiv!

En graf bekreefter dette, hvor vi ogsa har tilfgjet nulpunkterne x=x—-(1-p) , Xx=n+1,
p

samt den

de lodrette asymptoter x=—1 , x=x+ p , den vandrette asymptote y = 1

kritiske linje H(X)=1 .

10(]

x=n+1

X=1" p+p

=50 2 50

. P (:)(71171) (:)(711 p*p+1.)
(p—l) (x+1) (x—(1\+1) p_)

10

Det er omradet mellem de to lodrette asymptoter, der bestemmer hulhedsforholdene for
binomialfordelingen. Til venstre for maksimumsintervallet

[1= (1= p); e+ p]
ved vi haeldningerne er positive. Da fremskrivningsfaktoren for heeldningen starter med at

ligge over 1 er grafen forst opad hul. Men sé krydser vi den kritiske linje H(X)=1 , hvor

der er et vendepunkt, og pa resten af stykket hen til maksimumsintervallet er grafen nedad
hul. P4 den anden side af maksimumsintervallet sker det samme! Vi kan altsé begrunde
klokkeformen i stor detalje.

Vi ser yderligere at der ma vaere netop to vendepunkter, et pa hver sin side af maksimums-
intervallet. Vi kan endda nemt finde formlerne for vendepunkterne:

solve(h(x)=1x) » x U‘L el apTrdprl o2 H.‘D_leﬂ') or.

Janpp-1)-4pPeapr1 2 mpr2pel p

Det kan se lidt uoverskueligt ud, men flytter vi neevneren 2 op i telleren letter tagen:

Vi =n-p+p-t-n-p-(1-p)-p +p+i=p+p-i-Jo’ - p’+p+i
V,=n-p+ p—§+\/n- p-(I-p)-p° +p+i=pu+p-i1+o’-p +p+i
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Det forste led er netop midtpunktet af maksimumsintervallet, dvs. symmetripunktet for
binomialfordelingen og det ligger teet pa middelvaerdien [L. Det andet ligger taet pé spred-
ningen 6. Den diskrete binomialfordeling opferer sig altsa i det store og hele n@sten som
normalfordelingen ©
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Hypotesetest

I dette kapitel vil vi se pa nogle grundleeggende eksempler pa, hvordan man udferer en
simpel eksperimentel hypotesetest, forst en goodness-of-fit-test og dernast en uaf-
haengighedstest. Herunder vil vi stifte bekendtskab med de grundleeggende generelle
begreber. Derefter vil vi knytte eksemplerne til den specielle y-test (laeses: chi2-test)
og dermed bruge de samme eksempler som en indfering i y’-testen.

Terningekast

Vi antager at vi forud for deltagelsen i et terningespil far lov til at kaste 24 gange med
terningen for at registrere antallet af seksere. Vi observerer nu, at vores preverunde
giver os 10 seksere. Skal denne observation nu give anledning til bekymring? Tyder
den pa, at terningen er skav og derfor viser for mange seksere?

Umiddelbart forventer vi at terningen giver lige mange ettere, toere, treere, firere,
femmere og seksere. Denne tro pa at udfaldet af terningekastene er rent tilfeeldigt og
ikke indeholder en systematisk skavvridning af de enkelte udfald kaldes nulhypotesen
H,. Pa basis af nulhypotesen forventer vi, at vi ud af 24 kast finder fire seksere.

P& den anden side er terningekast et stokastisk faanomen, sa i praksis kan vi ikke regne
med netop fire seksere, somme tider vil vi fa flere, sommetider feerre, men i middel
forventer vi fire seksere, hvis vi gentager de 24 terningekast rigtigt mange gange med
en fair terning, der opferer sig som forventet ud fra nulhypotesen.

Uden en nulhypotese Hy, der generelt udsiger at udfaldene skyldes rene tilfeldigheder,
kan vi ikke udtale os om hvad man ma forvente af udfaldene i et stokastisk faenomen.

Nu observerede vi netop 10 seksere og det ligger et pant stykke over de forventede fire
seksere: Hvad kan vi konkludere ud fra det? Er forskellen sé stor, at det ikke leengere er
rimeligt at tro pa observationen som et resultat af de uundgaelige tilfeldige udsving i
den enkelte proverunde? Eller er det sd nemt at {4 en sa stor forskel, ndr man kaster
med en fair terning, at det ikke er rimeligt at forkaste vores tro pa nulhypotesen om en
fair terning?

For at kunne besvare dette spergsmaél pa rimelig vis ma vi ferst undersoge hvor nemt
det er at fa en afvigelse, der er mindst lige sa stor, under forudsatning af at nulhypote-
sen holder; dvs. hvor nemt er det at f4 mindst 10 seksere ved kast med en fair terning.

Dette spergsmal kan underseges rent teoretisk, men det kan ogsa underseges rent ek-
sperimentelt ved en simulering af nulhypotesen. Det er den sidste vej vi her vil folge.
Simulering af nulhypotesen

Man kan simulere nulhypotesen pd mange mader, men vi vil her folge den samme stra-
tegi som i kapitlet om sandsynlighedsregning og tage udgangspunkt i en population,
der folger den ideelle fordeling i overensstemmelse med nulhypotesen.

Da alle udfaldene er lige sandsynlige skal de altsa forekomme lige mange gange i po-
pulationen. Det nemmeste er da at oprette en population, der netop rummer en “etter”,
en “toer”, en “treer”, en “firer”, en “femmer” og en ’sekser”. Som vi denne gang ind-
skriver som tal.

population :={1,2,3,4,5,6}

Vi indskriver derfor populationen som vist i et Lister og regneark-varksted.
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7: Hypotesetest

€ A population B stikpreve C D E
= =randsamp('population,24)

1 1 1

2 2 2

3 3 2

4 4 6

5 5 6

6 6 4

7 1

8 1

8 6
O_ 1 I F
B|stikprove:=randsamp('population, 24)

Vi indskriver tilsvarende en stikpreve, der netop rummer 24 tilfeldigt udvalgte ele-
menter fra populationen, idet stikpreve udtages med tilbagelaggning, sé hver eneste
udtreekning har samme sandsynlighed for at treekke en etter, en toer, ... og en sekser.
Det sker ved hjelp af kommandoen

= randSamp(population,24),

der som standard netop foregar med tilbagelagning. Stikpreven svarer altsa til de 24
terningekast under forudssgning af at nulhypotesen holder!

Vi kan gentage simuleringen ved at taste CTRL/CMD R inde i regnearket. P4 den méde
kan vi nu eksperimentelt undersege, hvor nemt det er at fa ti seksere ved 24 kast med
en fair terning.

# A population |E stikprave 24

= =randsamp('popu|

Frekvens
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o= =2 o (RN =2

=
=

<] — 0-—
o 1 5 6 7

ki stikpmve::mnclsa111p('populatiou,:' 2 stgikpr;a%e

Vi skal da have fremstillet udfaldene grafisk, s& vi kan danne os et overblik over struk-
turen af de 24 terningekast. Vi opretter derfor et Diagrammer og statistik-vindue og
afsatter stikproven som et histogram. Yderligere tilfojer vi grafen for den konstante
funktion 10, der fungerer som en overligger. Hvis diagrammet kommer op og rere
overliggeren, eller lige frem bryder igennem overliggeren, sa er det lykkedes os frem-
bringe et udfald, der er mindst lige s& skaevt som det observerede.

Proto-test og signifikansniveau

Vi er nu naesten klar til at udfere en forste primitiv test, en proto-test, for at teste nul-
hypotesens troverdighed. Men for vi udferer proto-testen ma vi imidlertid treeffe et
afgerende valg: Hvor svert skal det vere at frembringe et skaevt udfald, for vi forkaster
nulhypotesen og i stedet foretraekker den ret upracise alternative hypotese om at der
udover tilfeldighederne ogsa foreligger en eller anden form for systematisk variation,
der skaevvrider udfaldene. Det niveau, der forer til forkastelse af nulhypotesen kaldes
signifikansniveauet. Det bygger pa en ren konvention, der har vist sig nyttig i praksis.
Ligegyldig hvor mange seksere vi observerer i proverunden kan vi nemlig aldrig med
sikkerhed afvise nulhypotesen. Men nulhypotesen kan blive en sa utrovardig forkla-
ring pa det observerede, at det kan betale sig at tro p& den alternative hypotese, velvi-
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dende at vi leber en lille, men ikke forsvindende risiko, for at tage fejl.

I praksis har man typisk valgt signifikansniveauet 5%, men under specielle omstaen-
digheder kan denne procentdel sattes op eller s&ttes ned efter behov. Her vil vi dog
holde fast i de 5%.

Sandsynligheden for at fa et skaavt udfald (mindst 10 seksere), nar man kaster 24 gange
med en fair terning (nulhypotesen) kaldes p-verdien.

Hvis p-vaerdien falder under signifikansniveauet pa 5%, dvs. hvis de skave udfald fo-
rekommer i faerre end hver tyvende preverunde, regnes nulhypotesen for s utrovaerdig,
at den forkastes.

For at danne os et skon over p-verdien kan vi derfor starte med at udfere simuleringen
20 gange. Hvis der ikke forekommer et eneste skavt udfald, tyder det pa at p-veerdien
ligger under 5%, hvorfor nulhypotesen mé forkastes. Hvis der omvendt forekommer et
eller flere skaeve udfald, tyder det pé at p-vardien ligger over 5%, hvorfor vi ikke kan
forkaste nulhypotesen, der derfor ind til videre stér til troende ©

Vi gentager derfor simuleringen 20 gange og tjekker om vi rammer overliggeren for

=

4 n ke

:

l i
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Som det ses, lykkedes det ikke en eneste gang for sekserne at ramme overliggeren. Der
var altsd ingen skave udfald i vores proto-test. Skennet for p-verdien er derfor, at p-
verdien ligger under 5%, hvorfor det ser ud til at vi mé forkaste nulhypotesen.

Men 20 simuleringer er selvfolgelig et spinkelt grundlag at drage vidtreekkende kon-
klusioner pad ©. S& vi ser nu pa, hvordan vi kan satte antallet af simuleringer i vejret pa
en systematisk méde.

Testveerdi og datafangst med LUA-kommandoen capture

Vi har hidtil forladt os pa en visuel afgerelse af om et udfald er skevt. Vi vil nu ogsa
regne pa sagen: Vi skal da ferst indfere en formel, der teller antallet af seksere, som er
den testvaardi, der skal bruges til at afgare om en simulering giver anledning til et Skaevt
udfald, dvs. et udfald, hvor antallet af seksere er mindst 10. Det sker nemmest i en celle
med brug af countif-kommandoen: I celle C1 skriver vi derfor teksten ’antal6 =" og i
celle C2 formlen

= countif ('stikpr ave, 6)

Som det ses er der overensstemmelse mellem beregningen og den grafiske optelling.
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# on B stikprave C 134 # Hn B stikpreve C 124
= | |=randsamp('popu =| [=randsamp('popu
111 1|antalé= 10 111 1|antalé= 10
212 2 4 212 2 4
3|3 2 87 33 2 g+
114 6 § 414 6 §
505 6 £ °7 505 6 & 0
656 4 [5.50076:500) 4 punkter| | g 6 4
7 1 4 7 1 “1
1 1
24 24
8 6 9 6
10 < 10 =
Il 1 |[|L 0 il 1 |DL 0
=countif{'stikpmve,6] Sgkprjaf;e 5 7 |[eg antalﬁ:=countif{'stikprﬂve,6}

[5.500564500) 4 punkter

3 4 5
stikpreve

Vi kan nu opsamle antallet af seksere ved at gemme dem som en variabel, dvs. vi om-
skriver celleformlen til

antal6:= countif ('stikpr gve, 6)

Antal seksere er nu lagret som en variabel. Lag specielt marke til, at tallet nu skrives 1
fed for at markere, at det er lagret som en variabel.

Vi kan derfor udfere en datafangst ved hjelp af LUA-kommandoen capture. Det er
samme teknik, som vi allerede har beskrevet i kapitel 6 om sandsynlighedsregning. Vi
opretter derfor en ny sejle kaldet maling, og veaelger den folgende kommando i Data-
menuen

Obs

En datafangst med
capture-kommandoen
overvager en variabel i
variabelregistret. En
automatisk datafangst
registrerer hver gang
variabel skifter verdi.
En manuel datafangst
registrerer variablens
verdi nar datafangsten
udleses med
CTRL/CMD punktum.

ﬂ .

sy t:Handlinger
Ea 2Indsa=t

N 4:Statistik

% 5:Funktionstabel »

3

, D maling

1:Opret talfglge

3

4:Ryd Data

SiTilfzeldigh ’
6:Listematematik ,
7:Liste operationer ¢

8:Kombinationsdiagram

9:Hurtiggraf

1:Automatisk

2:Manuelt

Her veelger vi en Manuel datafangst, da antallet af seksere jo ikke nedvendigvis skif-
ter veerdi, bare fordi vi udferer en ny simulering. Resultatet er den folgende formel

® zve C D maling

amp('popu =capture(1

antal6=

ol w

1
2
2
6
6
4
1
1
6
1

o|lw| o~ |o|wv

1

&

Frekvens

124

Cr— — ]
D|maling: :captrtre{'antam, 0}
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3 4
sfikprave

o
® zve C D maling g

amp(‘popu

=capture(1
q )

-

antalé=

1
2
2
6
6
4
1
1
6
1

=

Frekvens

124

(i ]

D| maling: :capmre['antam, 0)
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Obs
Capture-kommandoen
virker kun i Lister og
regneark-veerkstedet.
Det er jo netop ikke en
matematik-kommando,
men en LUA-komman-
do. Derimod virker ud-
lgsningskommandoen
CTRL/CMD . fra ethvert
vaerksted.

Obs

Husk at std i Lister og
regneark-verkstedet,
for det er kun her at
CTRL/CMD R udleser
en genberegning af
regnearket og dermed
en ny simulering.

7: Hypotesetest

Laeg merke til, at capture-kommandoen star i kursiv — det er netop ikke en matematik-
kommando, men en LUA-kommando. Inde i denne capture-kommando skal du nu
angive hvilken variabel vi skal fange, her variablen antal6. Endelig er der en parameter
0, der forteeller LUA-proceduren, at der er tale om en manuel datafangst.

Laeg ogsa maerke til, at der i forste omgang slet ikke sker noget! Men det er jo fordi der
er tale om en manuel datafangst, dvs. vi skal selv udlese datafangsten. Det sker ved at
taste CTRL/CDM . (Kontrol Punktum). Det er ligegyldigt, hvor vi befinder os, nar vi
taster CTRL/CMD . — den manuelle datafangst udleses altid af denne taste-kombination,
ogsa selvom vi befinder os i et helt andet vaerksted.

Nu skete der s& endeligt noget! Vi har fanget antallet af seksere i den ferste simulering

©

Sa skal vi holde tungen lige i munden. Vi skal nu stille os i Lister og regneark-
veerkstedet og skiftetvis taste CTRL/CMD R for at udfere en ny simulering henholdsvis
CTRL/CMD . for at udlese en ny datafangst!

Det kan godt lyde lidt indviklet men med lidt evelse kan man fx holde CTRL/CMD-
tasten ned med venstre hand, mens man med hejre hand skiftevis taster R henholdsvis

Punktum.

Resultatet af de forste 10 simuleringer kan fx se saledes ud:

® ve = D maling 12# ‘ ®ye [C D maling 121 ‘
amp('popu =capture('| |, 9 mp( =capture(’| |, 9
1 6|antalé= 4 % G 1 6|antalé= 4 % 5
2 5 6 7/|* 2| 5 6 7/ [*
3 5 4 ° 3 5|antal malinger... 4 °
! 4 3 ° 2 4 4 4 10 3 0 0 2 4 6 7
S 4 3 stikpreve 5 4 3 stikprave
6 6 2|||2 §| 6 AE
7 1 5/ |- 71 5|
8 4 3|2 8 4 3)|-
< 6 2 ; [9] = 6 2 ; @
o s 888000 |0 s ¢ 888000
= 01234 sm%“ng 8 9 101112 o5 "antal malinger" 01234 sm%liné g8 9 101112

TI-725pire cAs

Inden vi gar 1 gang med at lave datafangst i sterre omfang vil vi lige klargere datafang-
sten, sa vi dels kan se hvor mange malinger vi har foretaget, dels kan folge opbygnin-
gen af fordelingen for disse malinger.

Antallet af mélinger fanger vi med celleformlen
= count("'maling)

Visualiseringen af fordelingen klarer vi ved at oprette et nyt Diagram og statistik-
vindue diagramtype til et prikdiagram for variablen maling.

Vi er sa klar til at danse med fingrene, idet vi forst taster CTRL/CMD R og derefter
taster CTRL/CMD punktum.

Vi viser forst resultatet af de forste 100 mélinger, derefter resultatet af de forste 1000
malinger.

Der tegner sig da et manster, hvor det hyppigste udfald som forventet er fire seksere,
om end det holdt hardt — pa lange straekninger var det 3, der var det hyppigste udfald,
og efter 1000 udfald i denne tilfeeldige serie, endte de med at vere lige hyppige. Men
der er ogsé en hel del udfald med fra 0 til 9 seksere og faktisk ogsé nogle fa skeve
udfald med 10 og 11 seksere.
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®ye [C D maling 12‘,‘ ‘ ®yve |C D maling
= mp(' =capture(' |, 9 = mp(' =capture('||| ,, 9
c =
1| 6antalé= LB 1 3|antalé= 412
o o
2| 6 8 7T 21 3 3 70"
3 3
2| 1 antal malinger.. 4 2| 3l|antal malinger.. 4
0 0
4] 1 100 3 7 2z o456 7|43 1000 3 4
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10 on 10 =
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Vi kan danne os et bedre indtryk af fordelingen ved at skifte diagramtype til et
histogram eller et sgjlediagram (hvor vi s& ma tvinge mélingen til at veere en kategorisk
variabel). I det sidste tilfelde kan vi s ogsé sla Vis alle etiketter til:
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I vores tilfelde ser vi da, at et sken over p-vardien er givet ved

p= S =0.3%
1000
Man kan selvfolgelig med rette synes det er bavlet at gennemfore den ovenstaende

simulering 1000 gange.

Det ville da ogsa vere rart hvis man kunne flytte den over pa en automatisk datafangst,
der er meget nemmere at udfere i praksis. Vi har da det problem, at hvis mélingen
gentager sin verdi, registreres den ikke automatisk. Der findes snedige tricks til at
omga dette problem, men de er netop snedige og vi vil derfor ikke gennemgé dem i
denne eksempelsamlingen. Men der findes fx et haefte om Statistik med TI-Nspire
CAS, hvor man kan finde detaljerne.

Avanceret datafangst med sekvens-kommandoer*

Vi vil nu se pa mulighederne for at udfere datafangsten i ét hug, dvs. udregne antallet
af seksere for 1000 simuleringer og opbygge en liste med de fundne verdier i ét hug, i
stedet for trinvis, som vi s& det med LUA-kommandoen capture. Hertil bruges se-
kvenskommandoen, der frembringer en talfelge ud fra et udtryk

seq(udtryk,indeks, startveerdi, slutvaerdi)

Man kan sagtens arbejde med sekvens-kommandoen seq i Lister og regneark, men
ved mere komplicerede sekvenskommandoer er det mere overskueligt at flytte arbejdet
over i et Note-varksted. Her viser vi forst hvordan kommandoen virker ved at udregne
en liste over de 10 forste kvadrattal:
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seq(,rz,x, 1,10) » §1,4,9,16,25,36,49,64,81,100 }

Men ellers gar vi frem praecis ligesom for. Ferst oprettede vi en population, dernest
trak vi en stikprgve pa fireogtyve elementer (med tilbageleegning!) ved hjlp af
RandSamp-kommandoen. Denne kommando er helt central i sekvenskommandoen, da
det er den, der styrer dynamikken og skal sikre, at vi far et nyt antal seksere i hver si-
mulering. Endelig benyttede vi en Countif-kommando til at finde antallet af seksere 1
stikpraven. I forste omgang tester vi nu vores sekvens-kommando ved blot at opsamle

10 veerdier:

Farst henter vi lige populationen

population » {1,2,3,4,5,6 }

S3 opstiller vi den formel, der udregner stikpraven

randSamp(population, 24) » {5,4,4,5,3,6,1,5,2,2,2,2,5,3,4 1,4 2,4,6,4,3,2,2 |

Sa taeller vi hvor mange seksere, der var ved at bruge kommandoen
countif(liste,6)

hvor liste erstattes af formlen for stikpraven

countlf| (:r'andSampl:pnpulatinn)é),é] ] ,

Endelig frembringer vi talfglgen ved hjzelp af selkvenskommandoen
seq(udtryk,x,1,10)

hvar udfryk erstattes af den ovenstaende talle-kommando

seq(countlf(randSamp(population, 24),6).x.1,10) » { 1,6,5,6,4 42,224}

Som det kan ses virker seq-kommandoen! Hvis man indskriver den direkte i ét hug
inde i fx et Lister og regneark-varksted, skal man vere meget forsigtigt med paren-
teserne, da det udtryk, der frembringer talfalgen, er ssmmensat af flere lag:

~———

,X,l,le

randSamp (population,24)|,6

—

seq( countif

Det yderste lag bestér af teelle-kommandoen, mens det inderste lag bestar af stikprove-
kommandoen.

Men nar forst det virker kan vi jo roligt navngive listen og satte antallet af gentagelser
op til 1000:

datafangst =seq (countlf (ir'andSamp(pupulatinn, 24], 6],):, 1, 1000]
*{44433123344325341?592526?494242345521045564451664

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Der gér et splitsekund og vi har hentet de 1000 mélinger! For at kunne overskue dem
kan vi derefter afbilde dem i et Diagrammer og Statistik-varksted

2404 280 _
g &
200 240 g e
5 &
160 2001 S £
z T L
z ¢ 5 5 &
g g 160 i = 2
S 120 S r
w I w
1201 - =
&
801 S
801 2
F
404 40 ;
=
o JEE
'] 1 2 3 5 1] 7 8 9 10 1 12 0
datafangst datafangst
histogram (numerisk variabel) sgjlediagram (kategorisk variabel)
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I begge tilfelde ser vi da igen, at sandsynligheden for at {2 et skeevt udfald er langt
under 5%. Denne gang er vores sken over p-verdien baseret pa 1000 gentagne simu-
leringer igen givet ved 0.3%.

Sandsynligheden for at fa mindst 10 seksere i fircogtyve forseg synes altsa stadig at
ligge langt under signifikansniveauet, hvorfor nulhypotesen forkastes som utrovaerdig!

Man kan synes det er lidt kompliceret med de indpakkede sekvenskommandoer. Hvis
man kender lidt til programmering er det da ogsa muligt at oprette en brugerdefineret
funktion, med en langt mere overskuelig opbygning. Men i dette haefte vil vi ikke
komme narmere ind pa programmering med TI-Nspire CAS. Det kan man i stedet leese
mere om i et serskilt heefte om Programmering med TI-Nspire CAS.

Den teoretiske p-vaerdi (Binomialfordelingen)*

Hvis du kender lidt til binomialfordelingen er det nu ikke sé svert at udregne den ek-
sakte p-vaerdi. Antallet af seksere X er jo ifelge nulhypotesen binomialfordelt med an-
talsparameter N = 24 og sandsynlighedsparameter p = 1/6. Vi kan derfor bruge interval-
sandsynlighedsfunktionen binomCdf til at udregne den enskede sandsynlighed
p(X >10):

binc::-mCdf{EdL % 10,24’ » 0002229

Den eksakte p-vaerdi er altsd givet ved 0.3339% i god overensstemmelse med de sken
vi fandt ved at simulere.

Vi kan endda fa TI-Nspire CAS til at udfere det indbyggede kanoniske test for at teste
nulhypotesen. Det hedder en z-test for én andel (idet der benyttes normalfordelings-
approksimation til binomialfordelingen for at udregne p-vaerdien, dvs. testet udfores
reelt som et normalfordelingstest). Andelen star for antal succeser i forhold til det sam-
lede antal forseg. Antal succeser er netop den observerede vaerdi.

Vi tester nulhypotesen at terningen er fair, dvs. at sandsynligheden for succes netop er
1/6. Den alternative hypotese er da at sandsynligheden for succes er forskellig fra 1/6. I
binomialtestet kan man dog ogsa teste ensidigt, dvs. nulhypotesen kunne fx vere at
sandsynligheden for succes er hgjst 1/6, hvorved den alternative hypotese vil blive at
sandsynligheden for succes er storre end 1/6.

z-test for én andel - &J‘
PO: 1/6 - |
Succeser, x I1O - |
|

mn: I24 -

Alternativ hyp: |

1. resultat kolonne: 'c[]

Tegn: [ Skraver P—vaerdi

| 0K | | Annuller
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elc D ‘ z=3.2863
PVal = 0.0010
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1 Titel z—test for én ande.., 0.404
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Ved den kanoniske test finder vi altsa det felgende sken over p-vardien 0.1%. Det er
noget lavere end den eksakte vaerdi pa 0.33%. Fejlen skyldes forst og fremmest
diskretiseringsfejlen (som er indbygget i alle de kanoniske tests).

Normalfordelingsapproksimationen bygger sit sken pa intervallet [10;oo[ . Her gor det

ikke s& meget at vi udstrakker halen til uendelig, men binomialfordelingen er diskret
og udfaldet 10 deekker derfor over intervallet [9.5;10.5[, hvorfor normalfordelings-

approksimationen burde bygge sit skon pé intervallet [9.5;09[ .

Normalfordelingsapproksimationen bygger endvidere p& normalfordelingen med
samme middelverdi og spredning som binomialfordelingen:

1 1
n=24+* 24 p=—r—
& @

W30
p=np-*4 sig1ua:=1l|'11-p- (1-p) *

Den kanoniske p—veaerdi
2- normCdf(10,%=, p,sigma) * 0.001015
Den forbedrede p—veerdi
2-normCdf(9.5,%,p,sigma) » 0.002591

Det er jo noget bedre, idet skennet nu kom op pa 0.25%, om end det stadigvak ikke er
perfekt.

Man kan selvfelgelig undre sig over, at man overhovedet bruger normalfordelings-
approksimationen, nar man lige s godt kunne regne pa den eksakte binomialfordeling.
Det skyldes tradition! De kanoniske tests blev udviklet far computeren, og den gang
var det ret kompliceret at handtere vilkarlige binomialfordelinger, med de mange
valgmuligheder for parametrene n og p, mens normalfordelingen kun kreevede adgang
til en god tabel over standardnormalfordelingen med middelvaerdi 0 og spredning 1.
Altsa blev normalfordelingsapproksimationen eneradende, og i dag har man vennet sig
til at bruge den ogsa selv om det strengt taget ikke er nedvendigt. Hypotesetest er
under alle omstendigheder ikke nogen eksakt videnskab, men bygger péa en reckke mere
eller mindre vikarlige konventioner, fx valget af signifikansniveauet. Derfor er det ikke
sd afgerende at fa fat i den eksakte p-vaerdi. Bare alle parter er enige om beregnings-
metoden kan man jo fa truffet det afgerende valg, om man skal forkaste nulhypotesen
eller g, pa et rimeligt og brugbart grundlag ©
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Terningekast som y2-test

Vi slutter vores diskussion af terningekast med at vise hvordan hypotesetesten kan
handteres som en y’-test. I si fald skal vi tage hand om alle de kategoriske variable,
dels antallet af seksere (succeser), men ogsa antallet af ikke-seksere (fiaskoer). Med to
kategorier er der altsé tale om én frihedsgrad. De forventede verdier har vi allerede

gjort rede for:

Kategori Observeret vaadi Forventet vaar di
sekser 10 4
ikke-sekser 14 20

Pé basis af lister over de observerede verdier og de forventede verdier kan vi nu udfo-
re en Goodness-of-fit test som vist:

# A population [E stikpreve (C kategori D observeret |E forventet
= =randsamp(’ .
5 I [
” 1 2lSekser 10 4 ¥ -Goodness of Fit test g
2 2 3/lkke—sekser 14 20 ( |
Observeret liste: |'observeret -
3 3 5
f
4 4 1 Forventet liste: ['forventet .|
5 5 4 . | |
: 6 > Frihedsgrad, df. |1 -
7 3 1. resultat kolonne: Ic[]
8 1 = |
. 5 Tegn: [¢] Skraver P-vaerdi
O_ 4 H—lE Ok | Annuller |
c4 -
&F S 17 = 10.8000
PVal = 0.0010
= =szOF('obseNereﬂ
1 Titel x?-Goodness of F... 0.40 4
2 5 10.8
3 pval 0.001015 | | = o3 |
4 df 1.] |5
S |ComplLis..|{9..1.8} B
=020 A
6
7
8 0.10 4
3
10 =
I | 131 0.00 T T T T T T T
Glz ZGOF('obsel‘veret,‘forventet,1): ’ 0 2 4 8 ng 10 12 14

Igen ligger p-vaerdien noget lavere end den eksakte vaerdi, men som fer er det oplagt at
nulhypotesen mé forkastes: Den observerede fordeling ligger for langt fra den forven-
tede forventede fordeling, til at nulhyptesen kan opretholde sin troverdighed.
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Venstreorienterede piger

Som et eksempel pa en uathangighedstest vil vi nu se naermere pa en video ’Er piger
venstreorienterede?’ fra Gladsakse Gymnasium. Det er en kompleks problemstilling
med mange fine detaljer, sa det kan kun anbefales at se filmen i sin helhed i forbindelse
med at man genemarbejder det folgende afsnit.

En film af:

Sidsel Kirstini
Rasmus Zrenlund

I filmen diskuterer de to hovedpersoner, Rasmus og Sidsel udfaldet af det kommende
valg. Sidsel er overbevist om at red blok vil vinde, ikke mindst fordi hun er overbevist
om at kvinder er mere venstreorienterede end mand. Det tror Rasumes imidlertid ikke
pa: Han regner ikke med at der er nogen sammenhang mellem ken og den politiske
holdning.

De bliver enige om at afgere sagen ved at uddele spergeskemaer til to klasser pa Glad-
sakse gymnasium og se pa om de adspurgte elever kan stotte Sidsels pastand om at
piger er mere venstreorienterede. De er godt klar over, at det er problematisk hvorvidt
en stikprove bestdeende af to klasser pd Gladsakse Gymnasium kan siges at vaere
reprasentativ for en population og i givet fald hvilken population. De bliver enige om
at stikproven kan siges at vare reprasentativ for populationen bestdende af Storkaben-
havns gymnasieungdom.

De bliver ogsa enige om at den rgde blok omfatter Socialdemokraterne, Socialistisk
Folkepart, Enhedslisten og de Radikale, mens den bla blok omfatter resten af partierne.

De beslutter at teste nulhypotesen H,, ifalge hvilken en eventuelt forskel mellem de to
ken alene skyldes de uundgaelige tilfaddige udsving i en sddan stikpreve, dvs. Rasmus
hypotese. Sidsels hypotese reprasenterer til gengald den alternative hypotese H,, at
der rent faktisk er en systematisk forskel mellem holdningerne hos de to kan (og mere
precist, at pigerne faktisk er mere venstreorienterede, men i forste omgang altsé blot, at
den politiske holdning rent faktisk i et eller andet omfang athaenger af kennet). Herefter
gér Sidsel ud og uddeler spergeskemaerne hos de to klasser og vender en halv time
senere tilbage med resultatet af undersogelsen.

Vi formulerer denne

(Nub-hypotese Ho: En halv time senere...
"Cymnasiets drenge og piger

stemmer lige venstreorienteret"
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7: Hypotesetest

Der var 60 elever i skole i de to klasser bestaende af 35 piger og 25 drenge. Stemmerne
fordelte sig med 33 stemmer pa den rede blok og 27 stemmer pa den bl blok. Endelig
var der 25 ragde piger, dvs. af de 35 piger stemte de 25 pa den rede blok.

Dette er vores observation, der nu skal bruges til at afgere om vi kan forkaste nulhypo-
tesen. De starter derfor med at udregne det forventede antal piger pé baggrund af nul-
hypotesen. Ifelge nulhypotesen er der ingen forskel pé de to ken og de folger derfor det
samme menster, ifelge hvilket 33 ud af 60 stemmer gér til den rede blok, dvs. den rede
blok udger 33/60 af alle stemmerne. Da der er 35 piger vil det forventede antal rede
piger derfor vaere

2-35=19.25
60

rede piger. Da det er et forventet antal, behgver det ikke at vere et helt antal. Det angi-
ver blot en gennemsnitsvaa di for de rede piger, hvis der gentagne gange udtreekkes en
tilfeeldig stikprove bestdende af 60 elever fra Storkebenhavns Gymnasieungdom.

Men vi observerede 25 rade piger i vores stikpreve, sa spergsmalet er nu om det er
tilstreekkeligt mange til at det ikke leengere er rimeligt at forklare forskellen alene som
et resultat af de tilfeeldige udsving i stikpreven, hvor nulhypotesen ber forkastes.

Simulering af nulhypotesen

For at afgere det ma vi undersgge, hvor nemt det er at finde 25 rade piger i en tilfeeldig
stikprave af samme slags som den foretagne. Rasmus og Sidsel bliver derfor enige om
en simuleringstest, som de udferer meget snedigt ved hjelp af spillekort.

Rasmus fér udleveret et set spillekort med 33 rede kort og 27 sorte kort, der repraesen-
terer elevernes holdning med rede kort herende til den rede blok og sorte kort herende
til den bla blok. Sidsel far tilsvarende udleveret 35 rede kort og 25 sorte kort, der re-
preesenterer elevernes ken med de rede kort som piger og de sorte kort som drenge.

De blander nu kortene grundigt, s& enhver korrespondance mellem ken og holdnng
bliver brudt, dvs. de blandede kort repraesenterer nulhypotesen. De skiftes da til at
leegge et kort frem for sig: Hvis begge kortene er rode svarer det til en pige, der stem-
mer pa red blok. Nar de er faerdige med at legge de 60 kort frem foran sig har de sam-
tidigt talt, hvor mange gange der blev lagt rade kort frem fra begge sider, dvs. hvor
mange rade piger, der var i den tilfeeldige udtrekning. Det er denne simulering af
nulhypotesen vi nu flytter over pa comptueren ©

Vi starter derfor med at dbne et Lister og regneark-vearksted og oprette to lister, en for
holdning bestidende af 33 celler med teksten "Read” og 27 celler med teksten ”Bla”, og
en for ken med 35 celler med teksten "Pige” og 25 celler med teksten ”Dreng”. Disse
to lister repraesenterer nu de to kortspil, som udleveres til Rasmus henholdsvis Sidsel.
Vi blander derefter kortspillene godt og grundigt ved hjelp af en RandSamp-komman-
do, hvor vi denne gang treekker uden tilbagelaggning, dvs. de blandede lister bestar af
pracis de samme kort, men denne gang i en tilfeldig reekkefolge:
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# 4 holdning|E ken C

D E F G # A holdning(E ken |C bland_holdning U bland_kan [

=randsamp(holdning,60,1)|=randsamp(ken,60,1)

Dreng

[N]

Dreng

w

Pige

=

Pige

w

Pige

6

Pige

~

Dreng

=]

Dreng

w

Dreng

Pige =

o

iA
=l

A1A73| "Red”

D bland_kml::raudsamp{kml,ﬁ), 1)
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Vi opretter et grupperet sgjlediagram i et Diagram og Statistik-vindue (forst afsat-
tes bland_holdning, derefter hojreklikkes i x-aksefeltet og der vaelges Opdel kategori
efter variabel, her bland_kgn). I dette tilfeelde fangede vi altsa 22 rede piger.

=
*® D bland_ken 1 bland_ken
W Dreng

ng,60,1)| =randsamp(ken,60,1) 28 -|M Pige

Dreng

244
Dreng

Pige 204

Pige

22 (66.7%4) ex Pige
af 33 @ Red

Frekvens
@
L
(14727) 51 9%
(12/27) 48.1%

Pige

Pige

Dreng

Dreng

w o | ~N|[o|wv| & w|n| =

Dreng

iy
=1

Piae o0J
[[— 15 Bla

Red
D hland_kml::randsamp{kml,w,1) bland_holdning / bland_ken

Desvearre kan vi ikke laegge en overligger ind pa 25, fordi der ikke er tale om histo-
gram men et sgjlediagram. S& man skal vere lidt mere omhyggelig for at tjekke om et
udfald er skevt, dvs. fanger mindst 25 rede piger.

Proto-test og signifikansniveau

Vi er nu naesten klar til at udfere en forste primitiv test, en proto-test, for at teste nul-
hypotesens trovaerdighed. Men for vi udferer proto-testen skal vi igen veelge et signifi-
kansniveau. Vi holder fast i de 5%.

Sandsynligheden for at fa et skeevt udfald (mindst 25 rede piger), nar man udsperger 60
elever med en tilfeldig kobling mellem holdning og ken (nulhypotesen) kaldes p-
veerdien.

Hvis p-vaerdien falder under signifikansniveauet pa 5%, dvs. hvis de skave udfald fo-
rekommer i faerre end hver tyvende preverunde, regnes nulhypotesen for s utrovaerdig,
at den forkastes. For at danne os et sken over p-verdien kan vi derfor starte med at
udfoere simuleringen 20 gange. Hvis der ikke forekommer et eneste skavt udfald, tyder
det pa at p-vaerdien ligger under 5%, hvorfor nulhypotesen ma forkastes. Hvis der om-
vendt forekommer et eller flere skaeve udfald, tyder det pa at p-vaerdien ligger over 5%,
hvorfor vi ikke kan forkaste nulhypotesen, der derfor ind til videre stér til troende ©

Vi gentager derfor simuleringen 20 gange (ved at taste CTRL/CMD R, CTRL/CMD .) og
tjekker om vi ’rammer overliggeren’ for de rede piger ©
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Som det ses, lykkedes det ikke en eneste gang for de rede piger at ramme ’overligge-
ren’. Der var altsé ingen skaeve udfald i vores proto-test. Skennet for p-verdien er der-
for, at p-veerdien ligger under 5%, hvorfor det ser ud til at vi ma forkaste nulhypotesen.

Men 20 simuleringer er selvfolgelig et spinkelt grundlag at drage vidtraekkende kon-
klusioner pad ©. S& vi ser nu pa, hvordan vi kan sette antallet af simuleringer i vejret pa
en systematisk méde.

Testveerdi og datafangst med LUA-kommandoen capture

Vi har hidtil forladt os pa en visuel afgerelse af om et udfald er skevt. Vi vil nu ogsa
regne pa sagen: Vi skal da ferst indfare en formel, der teller antallet af rade piger, som
er den testvaadi, der skal bruges til at afgere om en simulering giver anledning til et
skeevt udfald, dvs. et udfald, hvor antallet af rade piger er mindst 25. Da vi skal taelle
samtidigt i to lister, skal vi veere lidt mere omhyggelige denne gang. Det er ikke nok at
bruge en countlf-kommando. I stedet opretter vi en liste rade_piger, der ved hjalp af
ifFn-kommandoen

rede piger :=ifFn('bland_holdning="Rad" and 'bland_ken ="Pige",1,0)

tjekker reekke for raeekke, om der star "Red” i den forste liste og ”Pige” i den anden
liste. I givet fald noteres et 1-tal (gevinst), ellers noteres et O-tal (nitte). Antallet af rede
piger er da netop summen af denne liste. Som det ses er der overensstemmelse mellem
optellingen som beregning og den grafiske optelling.

# [ bland_holdning D bland_ken |E rede_piger |F # ide_piger |[F JZ?".@Bd—km
reng
= =randsamp(holdn| =randsamp(kd =iffn(bland_ho| = n(bland_ho! 28 Pige -
1 Red Dreng 1|antal rede piger = 1 1|antal rede piger = ) §
23la Pige 0 20/ (|2 0 20 = 8
2 Red Dreng 0 3 0 09 e B g =
A a =t = %
4 Red Pige 1 4 1 I - &
: 361 & _Z &
5313 Pige 0 5 0 £ 8 g
6 3la Pige 0 6 0 124
7 Red Pige 0 7 0 o
2 313 Pige 0 8 0
° 3la Pige 1 9 1 44
10313 Piae 1 & |10 1 4 ol
[ —— 5| [€C— — 5] Bl Rad
Elmde_piger::iffn(b]and_holdning:"Rad" and bland_ken="Pige",1,0) F2|antal_mde_piger::Sum(mde_pig’ |bland7h0tdningfblandfk;dn‘
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Vi kan nu opsamle antallet af rede piger ved at gemme dem som en variabel, dvs. vi
omskriver celleformlen til

antal_rede piger :=sum('rade_piger)

Antal rede piger er nu lagret som en variabel. Laeg specielt merke til, at tallet nu skri-
ves i fed for at markere, at det er lagret som en variabel.
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En datafangst med
capture-kommandoen
overvager en variabel i
variabelregistret. En
automatisk datafangst
registrerer hver gang
variabel skifter veerdi.
En manuel datafangst
registrerer variablens
verdi nar datafangsten
udleses med
CTRL/CMD punktum.

7: Hypotesetest

Vi kan derfor udfere en datafangst ved hjelp af LUA-kommandoen capture. Det er
samme teknik, som vi allerede har beskrevet i kapitel 6 om sandsynlighedsregning. Vi
opretter derfor en ny sgjle kaldet maling, og vaelger den falgende kommando i Data-
menuen

r
rﬁ 1:Handlinger 4
orp
5 Zindseet k D malmg
Diata 1:0pret talfalge
N 4:Statistik , 1:Automatisk
A ) 2:Manuelt
=3 5:Funktionstabel » -
4. Ryd Data
S Tilfeldigt k
&:Listematematilk k
7:Liste operationer r

8:Kombinationsdiagram

9:Hurtiggraf

Her vaelger vi en Manuel datafangst, da antallet af rede piger jo ikke nedvendigvis
skifter veerdi, bare fordi vi udferer en ny simulering. Resultatet er den folgende formel

=~ 32 ~] EE
®|F G maling H bland_kan ®|F G maling H bland_kan
M Dreng M Dreng
— - \ 1= = - , 150
= capture('aj 28 Pige = capture('a 28 Pige =
- © - o
1 |lantal rede piger = ) 2 1 |antal rgde piger = 20 2 2
2 20 = 2|2 20 s 9
© B 8 © - 8
3 204 o n £ 01 o I 3
jul = i~ a Jal = [~ @
4 0 I - I 4 sl s 8§ &
Zw4 o 2 ) iF1 & = &
5 £ 8 2 s £ 2
[ R — 6 124
7 7
84 8
8 8
9 41 9 41
10 = od 10 = 04
It —— —n) BlA Rad I — Bl Bl Rad
Gl mé’llmg::mp.fure('antal_mde _piger, 0 Gzl =20

bland_holdning / bland_ken bland_holdning / bland_kan

Obs
Capture-kommandoen
virker kun i Lister og
regneark-verkstedet.
Det er jo netop ikke en
matematik-kommando,
men en LUA-komman-
do. Derimod virker ud-
losningskommandoen
CTRL/CMD . fra ethvert
veaerksted.

Obs

Husk at st i Lister og
regneark-verkstedet,
for det er kun her at
CTRL/CMD R udleser
en genberegning af
regnearket og dermed
en ny simulering.
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Lag merke til, at capture-kommandoen star i kursiv — det er netop ikke en matematik-
kommando, men en LUA-kommando. Inde i denne capture-kommando skal du nu
angive hvilken variabel vi skal fange, her variablen antal_rgde_piger. Endelig er der
en parameter 0, der forteller LUA-proceduren, at der er tale om en mauel datafangst.

Laeg ogsa meaerke til, at der i forste omgang slet ikke sker noget! Men det er jo fordi der
er tale om en manuel datafangst, dvs. vi skal selv udlese datafangsten. Det sker ved at
taste CTRL/CMD . (Kontrol Punktum). Det er ligegyldigt, hvor vi befinder os, nar vi
taster CTRL/CMD . — den manuelle datafangst udleses altid af denne taste-kombination,
ogsa selvom vi befinder os i et helt andet veerksted.

Nu skete der sé endeligt noget! Vi har fanget antallet af red piger i forste simulering ©

Sa skal vi holde tungen lige i munden. Vi skal nu stille os i Lister og regneark-
vaerkstedet og skiftetvis taste CTRL/CMD R for at udfere en ny simulering henholdsvis
CTRL/CMD . for at udlgse en ny datafangst!

Det kan godt lyde lidt indviklet men med lidt evelse kan man fx holde CTRL/CMD-
tasten ned med venstre hand, mens man med hejre hénd skiftevis taster R henholdsvis
Punktum.

Resultatet af de forste 10 simuleringer kan fx se saledes ud:
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Inden vi gar i gang med at lave datafangst i sterre omfang vil vi lige klargere datafang-
sten, sa vi dels kan se hvor mange malinger vi har foretaget, dels kan folge opbygnin-
gen af fordelingen for disse mélinger.

Antallet af malinger fanger vi med celleformlen

= count("'maling)

Visualiseringen af fordelingen klarer vi ved at oprette et nyt Diagram og statistik-
vindue diagramtype til et prikdiagram for variablen maling.

Vi er sa klar til at danse med fingrene, idet vi forst taster CTRL/CMD R og derefter
taster CTRL/CMD punktum.

Vi viser forst resultatet af de forste 100 mélinger, derefter resultatet af de forste 1000
malinger.

Der tegner sig da et menster, hvor det hyppigste udfald som forventet er 19 rede piger.
Men der er ogsé en hel del udfald med fra 15 til 24 rede piger og faktisk ogsé et enkelt
skeevt udfald med 25 rede piger (og tilsvarende et enkelt med 13 rede piger i den anden
hale).

G maling

=capture('a
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Vi kan danne os et bedre indtryk af fordelingen ved at skifte diagramtype til et histo-
gram eller et sgjlediagram (hvor vi s ma tvinge malingen til at veere en kategorisk
variabel). I det sidste tilfeelde kan vi sd ogséa sla Vis alle etiketter til.

I vores tilfelde ser vi da, at et sken over p-verdien er givet ved

p=1/1000=0.1%

Sidsel far altsa ret: Vi er nedt til at forkaste nulhypotesen om at der ingen sammen-
haeng er mellem politisk holdning og vaelgerens kon.
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Det ville vaere rart hvis man kunne flytte mélingen over pa en automatisk datafangst,
der er meget nemmere at udfore i praksis. Vi har da det problem, at hvis mélingen
gentager sin verdi, registreres den ikke automatisk. Der findes snedige tricks til at
omga dette problem, men de er netop snedige og vi vil derfor ikke gennemgé dem i
denne eksempelsamlingen. Men der findes fx et hafte om Statistik med TI-Nspire
CAS, hvor man kan finde detaljerne.

Avanceret datafangst med sekvens-kommandoer*

Vi vil nu se pa mulighederne for at udfere datafangsten i ét hug, dvs. udregne antallet
af rede piger for 1000 simuleringer og opbygge en liste med de fundne verdier 1 ét
hug, i stedet for trinvis, som vi s& det med LUA-kommandoen capture. Hertil bruges
sekvenskommandoen, der frembringer en talfelge ud fra et udtryk

seq(udtryk, indeks, startveerdi, slutvaerdi)

Vi gér frem ligesom for: Forst oprettede vi lister over vaelgernes holdning og ken. Der-
naest omrorte vi listerne ved hjzlp af RandSamp-kommandoen (dvs. vi blandede kor-
tene, sd enhver sammenhang mellem holdning og ken i de to lister bliver brudt). Den-
ne kommando er helt central i sekvenskommandoen, da det er den, der styrer dynamik-
ken og skal sikre, at vi fér et nyt antal seksere i hver simulering. Endelig benyttede vi
en sum(ifFN)-kommando til at finde antallet af red piger i de blandede lister. I forste
omgang tester vi nu vores sekvens-kommando ved blot at opsamle 10 verdier:

Farst henter vi de to lister
holdning

L { "Rad","Red","Rad","Red","Rad","Red", "Rad","Red ", "Red ", "Red", "Rad", "Fed ", "Rad
ken

4 { "Pige","Pige","Pige", "Pige","Pige", "Pige", "Pige","Pige", "Pige", "Pige", "Pige", "Pige","Pi
Sa opstiller vi de to formler til udregninge af de blandede lister
rand Samp(holdning, 60, 1)

4 { "Red","Bla","Red","Red","Bla","Red","Red", "Red","Bla","Bla","Red","Rad", "Rad","
r‘andSamp(kan, 60, 1} N
g { "Pige","Pige","Pige","Pige", "Dreng", "Dreng"”, "Pige", "Pige", "Pige", "Pige", "Dreng ", " Dire:
Sa identificerer vi de rarde piger med ifFn-kommandoenog tzller dem med sum-kommandoer
sum(ifFn (randSamp (holdning,60,1)="Rod" and randSamp(ken,60,1)="Pige",1,0)) » 20

Endelig opbygger vi talfglgen ved hjzelp af sekvehs—kommandoen
seq{sum[iian{randSamp{hold.tﬁng, 60,1)="FRed" and randSamp(ken,60,1)="Pige",1, DJ},x, 1, 10}

» 119,15,21,20,17,15,17,20,22,18 }
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Som det kan ses virker seq-kommandoen! Hvis man indskriver den direkte i ét hug
inde i fx et Lister og regneark-varksted, skal man vare meget forsigtig med
parenteserne, da det udtryk, der frembringer talfolgen, er sammensat af flere lag:

,x,l,lO]

De yderste lag bestar af teelle-kommandoen, mens det inderste lag bestar af stikprove-
kommandoen.

—

randSamp (holdning,10,1) ="Red" and randSamp(ken, 60,1) ="Pige",1,0

P —
N—

seq[ sum( ifFn

Men nér forst det virker kan vi jo roligt navngive listen datafangst og satte antallet af
gentagelser op til 1000:

datafangst =seq {icountlf {:I‘andSamp(pupulaﬁnn, 24}, 6],):, 1, 1000}
*{44433123344325341?592526?494242345521045564451664

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

Denne gang gar der et lille gjeblik for vi har hentet de 1000 mélinger! For at kunne
overskue dem kan vi derefter afbilde dem i et Diagrammer og Statistik-varksted

240 A 380 4

200 240+

217 (21.7%)

189 (18.9%)

2004

160 A

164 (16.4%)

160

136 (13.6%)

Y

]

o
L

Frekvens

Frekvens

105 (10.5%)

1201 g
—_ a
= [
80 1 a @
80 v [ —~
@ =
ey el <
= [
407 g § ¢ 8 ¥ g
£ 85 T B
1247500525 500) 2 punkter S =3 o . =3 =
| J2 o -
13 14 15 16 18 19 20 23 24 25

2013 14 15 16 17 18, 19 20 21 22 23 24 25 26
datafangst datafangst

I begge tilfelde ser vi da igen, at sandsynligheden for at fa et skavt udfald er langt
under 5%. Denne gang er vores sken over p-verdien baseret pa 1000 gentagne simu-
leringer givet ved 0.2%.

Sandsynligheden for at finde mindst 25 rade piger synes altsa stadig at ligge langt
under signifikansniveauet, hvorfor nulhypotesen forkastes som utroverdig og Sidsel
far ret!

Man kan synes det er lidt kompliceret med de indpakkede sekvenskommandoer. Hvis
man kender lidt til programmering er det da ogsa muligt at oprette en brugerdefineret
funktion, med en langt mere overskuelig opbygning. Men i dette hefte vil vi ikke
komme narmere ind pa programmering med TI-Nspire CAS. Det kan man i stedet leese
mere om i et serskilt haefte om Programmering med TI-Nspire CAS.

Uafhaengighed som x2-test

Vi slutter vores diskussion af de venstreorenterede piger med at vise hvordan hypotese-
testen kan handteres som et *-test. Vi skal da have adgang til en samlet tabel over de
observerede verdier. Vi skal altsa ikke blot teelle de rede piger, men ogsé de bla piger
og tilsvarende for de rede drenge og de bld drenge. Da vi kender det samlede antal
drenge/piger og tilsvarende de samlede antal stemmer pa rod blok/bla blok er det
imidlertid nemt at finde disse manglende vardier. Forst viser vi tabellen over de
oplyste verdier. Ved at udnytte kendskab til summerne kan vi nu nemt udfylde resten
(tabellen har kun én frihedsgrad, da antallet af rede piger fastleegger resten!)
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Py B c D E F ® A B c B E F
1 |Holdning\Ken |Pige Dreng | alt 1 Holdning\Ken
2 |Red 25 33 2 Red 33
3 |Bla 27 3 Bla 27
41 alt 35 25 60 41 alt 60
5 5
3] 6
7 7
9 S
10 &l |10 =
< ————————— D] < ——— 1|8
E7) C6
Dernest viser vi den afsluttede tabel. Til sidst flytter vi tabellen op over stregen, s
sojlerne bliver navngivene variable.
® B C D E pige F dreng
= =b2:b3 |=c2:c3
1 bldning\Ken [Pige Dreng | alt 25
2 bd 25 33 10 17
3 & 27
4 dlt 35 25 60
5 ¥°-uafha=ngighedstest - - =5
; =
Observeret matrix; |E{pige,dreng}| - |
8
. 1. resultat kolonne: Ig[] |
e o® | panuter |
Fd
Pé basis af tabellen over de observerede vardier kan vi nu udfere en uafhaengigheds-
test som vist. Denne gang far vi dog ikke tilbudt en grafisk illustration af testen:
B
® E pige Fdreng © H [
= =b2:b3 [=c2:c3 =x22way({pige,dreng}): q
1 25 8 Titel x2-uafhaengighedstest
2 33 10 17)x 9.16017
3| 27 PVal 0.002473
4| 60 df 1.
5 ExpMatrix  [[19.25,15.75][13.75.1..
6 CompMatrix |[1.7175324675325,2.0...
7
S
10 =
13]
H| =22wayl} pige.dreng }): CopyVar Stat., Statl.
Igen ligger p-veerdien langt lavere end signifikansvardien, hvorfor det er oplagt at
nulhypotesen mé forkastes: Den observerede fordeling ligger for langt fra den
forventede forventede fordeling, til at nulhyptesen kan opretholde sin trovaerdighed.
Rasmus taber og Sidsel vinder ©
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P& en MAC kan man
fx hente krollede og
kantede parenteser i
tegnoversigten i
venstre sidepanel.

Tip

Der findes skabeloner
for 2-dimensionale
reekkevektorer

[oc]

og 2-dimensionale
sgjlevektorer

8

Men 3-dimensionale
raekke- og sgjle-
vektorer kraever
tabelskabelonen

[e22

Obs

I den enkelte klasse
kan man selvfelgelig
treeffe et andet valg,
men man skal da
vere opmarksom pa
at enkelte formler i
det folgende skal
skrives pd en lidt
anden made, dvs.
resten af kapitlet skal
i givet fald ’transpo-
neres’ til den anden
vektortype.
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Vektorer og rumgeometri

TI-Nspire CAS héandterer vektorer via deres koordinater og understotter tre forskellige
mader at notere vektorer pa: Som liste-vektorer og som matrix-vektorer, hvor matrix-
vektorerne igen findes i to typer: som raskke-vektorer og som sgjle-vektorer. Desverre
handteres de ikke fuldstendigt parallelt, s4 man er nedt til at treeffe et valg om hvilken
type, der skal vare den foretrukne.

Vektornotationer: Liste-, rekke- og sgjle-vektorer
Traditionelt indskrives liste-vektorer med krgllede parenteser, fx
w={123}»{123}
Tilsvarende skrives raekke-vektorer med kantede parenteser, hvor koordinaterne adskil-
les af komma, dvs.
vi=[1,2,3]
der omformes til
vi=[1 2 3]+[1 2 3]
Laeg merke til, at s& snart man har tastet ENTER forsvinder kommaerne.

Endelig skrives sejlevektorer med kantede parenteser, hvor koordinaterne adskilles af
semikolon, dvs.

-w:=[1; 2;3]
der omformes til
1 1
i AR
3 2

Laeg igen maerke til, at s& snart man har tastet ENTER forsvinder semikolonnerne.

Regning med vektorer

Vi vil nu se nermere pa hvordan TI-Nspire CAS handterer regning med vektorer. Vi er
da nadt til at treeffe et valg, da vektorer jo kan repraesenteres pa forskellig vis som liste-
vektorer, raskke-vektorer eller som sgjle-vektorer. Hvis man bare vil lere at udfere nogle
simple rutineberegninger med vektorer er det ligegyldigt hvilken af disse man anvender.
Der er da fx en udbredt tradition for at anvende sgjlevektorer. Men om man skriver vek-
torers koordinater vandret eller lodret er selvfelgelig blot en konvention uden egentligt
matematisk indhold.

I samme gjeblik man egnsker at handtere vektorer dynamisk, interaktivt og i forskellige
veerksteder er der imidlertid stor forskel, idet listevektorer er langt mere fleksible at ar-
bejde med end matrix-vektorer, dvs. rakke- og sgjle-vektorer. Vi har derfor valgt i det
folgende at gennemgé brugen af liste-vektorer. Under alle omstaendigheder er det ikke
anbefalelsesverdigt at sammenblande de tre typer i undervisningen, s man sommetider
anvender den ene, sommetider den anden ©

I TI-Nspire CAS skelner man ikke mellem punkter og vektorer, dvs. man regner pa
punkter, praecis som man regner med vektorer. Teknisk set arbejder man altsé indenfor
en Euklidisk plan med et udvalgt begyndelsespunkt, Origo O, hvorfor man kan identifi-

cere et punkt P med dets stedvektor OP . Vi kan derfor tillade os at skrive forbindelses-
vektoren mellem to punkter P og Q séledes

PQ=0Q-0OP=Q-P

Og det er sddan vi vil regne med vektorer defineret ud fra punkter.
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8: Vektorer og rumgeometri

Vi skal nu vaere opmarksomme pa, at TI-Nspire CAS ikke understetter vektorpile inde i
matematikfelterne. Men man kan sagtens satte vektorpile udenfor matematikfelterne i
den almindelige tekst. Hertil bruges vektorskabelonen fra varktejsmenuen | ndsset

3: Indsaet » 3: Specialtegn » 7: Vektor

A -

2#)= 1:Handlinger

}m 4:Formater

fZ 6:Beregninger

|8 5indstillinger for matematikfelt +

E%E 1:Matematikfelt (Ctri+M)

' EEI;EE:Kemifelt (Ctri+E)

1:Winkel

Der er givet to punkter P = (1,2,3) 0og Q = (4,5,6).

a={123%F 4123}
b=f456% - 4456}
c=1789% {789}
a+b - {579 }
2b-ar {750}
“a Eb ©plus ©linkemb
' |='a+b =2*b~'a
1 4 5 7
2 s 7 8
3 6 9 9
crossP(a,b) . { -3,6,73 }
dotP(a,b) » 32
det({ abe }) 0
= kryds I
-c}nsspl'a.'b).
-2 dotP(a,b)=
6 2
-3/det(fab.c})=
| 0

TI-725pire cAs

. 2:Trekant
| [©] 4:Kommentar ' Vektoren PO er defineret ved PO = O0-0F = Q—P:
. 3:Cirkel f 1
oL p={123}+ {123}
q=1456 - {4556]

5:Linjestykke

6:Halvlinje

7\ elkdor

Da TI-Nspire CAS heller ikke skelner mellem sma og store bogstaver er det altsa i den
ledsagende tekst, det tydeliggeres, hvad der er punkter, og hvad der er vektorer. Selvfol-
gelig er der nogle konventioner, hvor fx bogstaverne P og Q traditionelt star for punkter,
mens bogstaverne U, V og W traditionelt star for vektorer (og som vi skal se senere, er vi
ikke altid glade for bogstavet u, der er reserveret til parameterfremstillinger i rummet).
Men i mange sammenhange er det naturligt at bruge fx bogstaverne a, b, c og d, og sa er
det knap sa klart om der er tale om punkter eller vektorer. Sa fx bogstavet a kan bade sta

Wektoren ﬁjfér altsa koordinaterne (3,3,3).|

for punktet A og vektoren a. Man kan da fx udvide navnet, sa det er klart man har med
en vektor at gore, fx ved at kalde vektoren for vektor_a.

Med disse forhold bragt pa plads kan vi nu se pé, hvordan TI-Nspire CAS understotter
regneoperationer for vektorer.

Det er helt trivielt at legge vektorer sammen eller treekke dem fra hinanden.
Det er ogsa trivielt at gange en vektor med et tal (skalar).

Nér det kommer til produkter med vektorer er det mere kompliceret: De to typer produk-

ter, skalarproduktet asb og vektorproduktet éXB, repraesenteres af specialkommando-
erne DotP for prikprodukt (dvs. skalarproduktet) og CrossP for krydsproduktet (dvs.
vektorproduktet).

Dertil kommer diverse matrix-operationer, saisom laengder, determinanter og lignende.
Her skal man vere opmarksom pé at matrix-operationer ikke umiddelbart understotter
liste-vektorer. Disse ma forst omdannes til matrix-vektorer. Det er heldigvis meget sim-
pelt, idet en matrix ikke er andet end en liste af lister.

Man omdanner derfor en liste-vektor til en matrix-vektor ved at satte et ekstra saet krol-
lede parenteser, dvs. ved at skrive {a} i stedet for blot a. Tilsvarende omdannes et par af
vektorer a,b til en matrix ved at sette krallede parenteser uden om, dvs. ved at skrive
{a,b} 1 stedet for blot a,b osv.

Regneoperationerne kan bekvemt samles i folgende skema
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Her er de grenne regneoperationer vektor-kommandoer (der virker pa alle tre repraesen-
tationer af vektorerne).

De blé regneoperationer er matrix-kommandoer tillempet liste-vektorer (og som de star i
skemaet virker de altsa kun pa liste-vektorer, der efterfolgende er pakket ind i krellede
parenteser, sé de fremstar som matricer).

Endelig er de rede regneoperationer anfort som formler, da TI-Nspire CAS ikke under-

stotter disse regneoperationer med indbyggede kommandoer.

Aa [Fb [Cc Beskrivelse Notation Type Kommentar
a  |b e Summen af to at+b= -
- - ektor
2 E c: vektorer a+b {a +b,a,+b,a +b}
az 3 Cz
D plus |E minus Differensen af to a-b= o
=lag'h | ='a—]] = = ektor
ath |7ab vektorer a—b {a -b.,a,-b,a-b}
art+b: |ai-b
a:tb: |a:-b:
asth: |ashs Produktet af en vek- k-a=
tor med en skalar {k -8, K- a, K- az} Vektor
F skalar |& produkt k- a ’ ’
=skalar*'a
kta Skalarproduktet af to dotP(a,b) =
k*a: - = Skalar
Keas vektorer ash a-b+a-b+a-b
zkal?rp;’d”kt Vektorproduktet af crossP(a,b)= Ve I 21;dimen(sliol?er gr
otP(a, = = ektor | vektorproduktet 3-
ar*b+az*b.+as*bs to vektorer axb {ah —ab,ab —-ab,,ab —-ah} dimensionalt!
I krydsprodukt Laengden i noml({ a}) = M atrix-
=crossp('a,’b) kior |3 Skalar | kommando: Husk
ar*ba—az*hs en vektor | a| «/a12 + 6\22 + 332 krollet parentes!
as*bi—ai*b:
ar*ba—as*b, Deterfmnan.ten af det( { a, b}) -
to 2-dimensionale Skal
- N alar
L= vektorer det(a,b) g-b,-ah Matrix-
norm({a}) det({ ab, C}) = kommando: Husk
I (ah24a:"2+a:"2) Determinanten af tre krollet parentes!
3-dimensionale vek- ab.c, +abc +abgc, - Skalar
Determinant torer det(a, b, C) aib3cz a a2b1C3 - aszcl
det({a,b,c})
a*(b*cs-bs*cz)-a*.. | Tyaervektoren til en Findes ikke som
~ {—a[2], a[l]} 24 kommando i TI-
2-d vektor a vektor . |
K tvaervektor Nspire CAS!
={~a[2]."'a[1]}
= o
- Ll Ef dotP(a, b) Findes ikke som
en vektor a m b Vektor kommando i TI-
= 0 s .
M projektion pé en vektor b NSplre CAS!
|=dotp(‘a.b)/(dotp(’b. b))
(a*bi+a:*b:+as*bs)"buf(b ..
(a:*b:+a:*b:+a*b:)*baf(b .. 0 1 i
S Vinklen mellem 5 dotP(a.b Findes ikke som
el -~ = cos™ (&,b) Vinkel | kommando i TI-
to vektorer @ og b norm({a}) : norm({b}) Nspire CAS!
Regnearket er
symbolsk ©
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Med regneoperationerne pa plads er vi nu endelig klar til at lase opgaver ©

Opgave 1: Statisk

I et koordinatsystem i rummet er der givet 3 vektorer

O
w o

a) Bestem et gradtal for vinklen mellem a og b.

b) Bestem koordinatszettet til projektionen af a pa C.

¢) Bestem tallene S og t, sdledes at vektoren

d=a+s-b+t-c

star vinkelret pa bade b og 6, og angiv koordinaterne for d.

Opgaven lgses i et Note-varksted. Det kan ske pa flere mader. Den simpleste er at ar-
bejde statisk, dvs. omhyggeligt kopiere og indsette undervejs. Det kan fx se saledes ud,
hvor vi har skiftet til fuld skaeerm og arbejder med noter i to spalter:

Opgave i vektorregning

-
(o

- =
Farst defineres de tre vektorer a. b og
a={123} {123} b={2-12} {212}
c={-123} > {123}

- -
a) Vinklen v mellem de to vektorer a og b findes (hvor
der arbejdes i grader):

v:=cos‘( dotb(a.b)

. . - = -
b) Projektionen a_ af vektoren a pa vektoren ¢
bestemmes:

c) Farst defineres vektoren 3:

di=ats-btrc > {2051, s+2- H22- 543 13 }
Vektoren Z skal std vinkelret pa sdvel g som -C)
dotP(d,b)=0 » 9+ 5+2- £+6=0

dotP(d,e)=0 » 2 s+14- 1+12=0

Vi skal altsa lese ligningssystemet

9 5+2+ £#6=0 _ 2-s+14-£+12=0

dotP(a,c) 6 12 18
dc.— cr —_—, T,
dotp(e,c) 7777
. i o d .
Pro en af vektoren a pa vektoren ¢ _er altsa givet
7
ved|| 12
7
18
L 7

Det gores ved solvekommandoen

({9- s+2- t6=0 -48
solve

-30
] » s=— and =——
61 61

=30 -48
s=—— o0g I=—|.

s
2 s+14 H12=0 7"

Tallene s og I er altsd givet ved

-
Vektoren d har altsd koordinaterne

61 61

-
Disse indsettes i udirykket for vektoren d :
-30 -48 49 56 -21

d|s=— and = ey,

61 61 61 61
49
61
56 |
61
-21

| 61

Svagheden ved en statisk lasning er selvfelgelig at hvis vi har lavet en indtastningsfe;jl
undervejs, skal vi tilbage og ikke bare rette indtastningsfejlen, men ogsé kopiere og ind-
sette undervejs i hele besvarelsen, sa den opdateres korrekt. Pa den ovenstaende figur
har vi med redt markeret de steder, hvor man bare har kopieret og indsat eller hvor man
selv skrevet svarene. Fx er sgjlevektorerne skrevet direkte i handen’ i en skabelon.

TI-725pire cAs
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En dynamisk interak-
tiv bevarelse kraever
fortrolighed med
vektorer som data-
strukturer. Det kan du
leese mere om 1 ap-
pendixet til dette
kapitel.

8: Vektorer og rumgeometri

Opgave 1: Interaktiv*

Det er langt mere udfordrende, men ogsa mere hensigtsmaessigt at oprette besvarelsen sé
den er dynamisk interaktiv fra starten. Eventuelle indtastningsfejl kan da rettes trivielt
hvorefter dokumentet selv retter til. P4 grund af kompleksiteten anbefaler vi dog, at man
venter med at prove kraefter med de dynamisk interaktive besvarelser til man er helt for-
trolig med de statiske mere rutinepraegede besvarelser.

I den venstre sgjle skal man altsa i stedet for selv at skrive 57.7 i konklusionen for vink-
len skrive kommandoen round(v,1) og derefter skjule input. Tilsvarende skal man skrive
kommandoen {v}" i konklusionen for projektionen og derefter skjule input.

Det bliver straks mere interessant i anden sgjle, hvor beregningen er mere kompliceret
med mellemregninger undervejs, som vi skal sikre os kagder korrekt. Vi er derfor nedt til
at navgive ligningerne el og €92, sé vi kan referere til dem i linSolve-kommandoen
(linSolve er en forkortelse af linezer solve, dvs. den kan netop anvendes pa linezere lig-
ningssystemer).

Her har vi valgt linSolve-kommandoen i stedet for Solve-kommandoen, fordi linSolve
afleverer svaret som en liste, der gor det nemt at referere til de enkelte losninger for S og
t.

Det er da vigtigt at gentage nogle af mellemregningerne undervejs, sa kommandoerne
ikke bliver for kompakte og svare at afleese. Fx er linSolve-kommandoen nu meget
kompakt, idet det kun fremgar, at man leser ligningerne eql og eg2, sa det er vigtigt at
disse to ligninger praesenteres tydeligt i den ovenstdende tekst.

Det kan fx se saledes ud:

. . -
Opgave i vektorregning c) Farst defineres vektoren d-

- =
Farst defineres de tre vektorer a, b og ¢

- ,
di=ats-btt-c » {20 s—tF1,-s+2- 2,27 5+3- 143 }

— 5 1 L _ A 1 = - Y
a.—{ 132:3} "11235 b-_{ 2, 1>2} 212y Vektoren d skal std vinkelret pd sdvel b som c:

c={-123} {1

1
235 eql:=dotP(d,b)=0 » 9+ s+2- #6=0

- -
a) Vinklen v mellem de to vektorer a og b findes (hvor eq2:=dotP(d,c)=0 » 2: s+14+ £+12=0
der arbejdes i grader): Vi skal altsa lese det lineere ligningssystem

dotP(a,b)

9- s+2- H6=0 2+ s+14- #12=0

v:=cos'(

norm({ a }) norm({ b })

» 57.6885 .
) Det gores ved linSolvekommandoen

- - - -2
Et gradtal for vinklen mellem de to vektorer a og b er lﬁsning:zlinSolve({eql § I) , {ﬂ ﬁ}
e 2 ]

altsa givet ved 57.7 . 61 61
. - > - o -30 -48
b) Projektionen a, af vektoren a pa vektoren ¢ Tallene s og 7 er altsd givet ved s=—— og t=——.
bestemmes: 61 61
-
dotP(a,c) -6 12 18 Disse insattes i udtrykket for vektoren d :
e dotP(c,c) 7777 dpecier=d|s=losning[ 1] and +=lesning[ 2]
_ - > o 49 56 21
Projektionen af vektoren a pa vektoren c _er altsa givet ey
r 6l 61 o6l
6 _ _
— 49
7 e
61
ved | 12 |. = 56
7 Vektoren d har altsd koordinaterne | 2%
18 61
— -21
L 7 | il
L 61 |

D]

<]

Her har vi med gult markeret alle de steder, hvor vi har skjult input. Foldes de ud, ser det
saledes ud
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Opgave i vektorregning

. - = -
Farst defineres de tre vektorer a, b og ¢

a={123} » {123} b={2-12} {212}
e={-123} {123}

- -
a) Vinklen v mellem de to vektorer a og b findes (hvor
der arbejdes i grader):

V'=cos"( dotP(a,b)
' uorm({ a }) 110r111({ b })

- -
Et gradtal for vinklen mellem de to vektorer a og b er
altsa givet ved round(g;) » 57.7.

) > 57.6885

. . -— - -
b) Projektionen a. af vektoren a pa vektoren ¢
bestemmes:

_dotp(ac) _ { 6 12 18}

e dotP(c,c) ‘ 7’7,7

- -
Projektionen alf vegtoren a_pa vektoren ¢ er altsa givet
-6
7
ved {m}T v 12,
7
18

7

-
c) Farst defineres vektoren d:

di=ats bt > {20511, sH20 1220 sH3 13

- . = -
Vektoren d skal sti vinkelret pd savel b som ¢

eql:=dotP(d,b)=0 » 9+ s+2+ 76=0
eq2:=dotP(d,c)=0 » 2: s+14- #+12=0

Vi skal altsa lese det lineare ligningssystem

eql » 9-s+2-£-6=0 eq2 » 2- s+14- £-12=0

Det gares ved linSolvekommandoen

. 1 -30 48
lﬂsning:=1111801ve({eq ,s,t) Py —,—
eq2 61 61

}

-30

Tallene s og 7 er altsd givet ved s:lﬁsning[l] » s=— og
61

48
Fla_sning[2:| =
61

-
Disse insattes i udtrykket for vektoren d :

dspecier;=d|s=losnin [l] and Flasning[ﬂ
49 56 -21

S —_— e —

61 61 61

49

61

-
Vektoren d har altsa koordinaterne ({ dipecier })* - | 36

61

Man kan selvfolgelig altid diskutere, hvor langt man skal ga i interaktiviteten, men det
sikreste er altsa som vist ogsa at lade konklusionerne vere interaktive ©.

Opgave 2: Statisk

I et koordinatsystem i rummet er givet et punkt P(5,4,3). To linjer | og m er bestemt ved:

se R

X 8 1
l:]y|=]0[+t:]0]|, teR

z 0 1

X 4 1
m:y|=|—-4|+S|2],

z 2 0

a) Bestem en ligning for den plan o, der indeholder P og .

b) Find koordinatsattet til m’s skaringspunkt med o.

c) Bestem et gradtal for den spidse vinkel, som m danner med o.

d) Bestem parameterfremstillingen for den linje, der gér gennem P og skarer bade | og

m.

Som fer leegger vi ud med en statisk lgsning, hvor vi omhyggeligt kopierer og indsatter
udtryk undervejs eller skriver svarene direkte (markeret med rodt pa figuren):
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8: Vektorer og rumgeometri

Opgave i vektorregning

Forst defineres punktet P:

p={543} {543}

Dernaest oprettes parameterfremstillingerne for
linjerne [ og m ud fra ankerpunkterne P, og P, og
retningsvektorerne v, ogv_ :

p={800} {800} w={101}+{101}
p={4,-42} » {442} va={120} {120}
I:=prtt: w1 » { f+8,0,t} M =Pmts* Vm * { st4,2: 54,2 }
a) Vi finder farst endnu en retningsvektor ED: for
planen o

ppi=pp * {3,743}

Ved at krydse den med retningsvektoren for linjen [ fas
nu normalvektoren f-’?) til planen o

n:=crossP(V1,pp1) . { 46,4 }

Planens ligning findes ved indsattelse af

normalvektorens koordinater n=(a,b,c) og
ankerpunktets koordinater P1=(xoy0,zo)i ligningen

a (x—xo)+b- (y—yo)-i-c- (z—zo):0
4+ (x-8)+6- (y-0)-4- (z-0)=0 » 4+ x+6+y—4- z-32=0
Planens ligning er altsé givet ved|d- x+6-y—4- z-32=0.

b) Koordinatszettet til skaeringspunktet Q mellem linjen
mog planen afindes ved at lgse ligningssystemet
bestaende af linjens parameterfremstilling og planens
ligning

x=s5t+4

y=2-s5-4

solve XN I,S

4- x+6- y—4- 1—32=0
» x=7 and s=3 and y=2 and z=2
Skeeringspunktet Q har altsa koordinaterne|(7.2.2)|
—J

c) Vi finder gradtallet for vinklen u mellem

retningsvektoren v_ for m og planens normalvektor f-’?)
og traekker den fundne vinkel fra 90°:
dotP(vm,n)
110r1n({ Vim }) 110r1n({ n })
Den spidse vinkel mellem m og o er altsa

d) Den linje k, der gar gennem P og skarer bade [ og
m, ma ga gennem Q. Vi skal altsa finde en parameter-
fremstilling for linjen gennem P og Q:

ki=p+t (q-p) » {2 #54-2-13-1}

u:=90—cos™ » 60.195

pnacameterfremstilling er altsa givet ved
x| [5 2]
yFlaft 2|
Z 3 -1

<]

Opgave 2: Interaktiv*

B

Opgave i vektorregning

Forst defineres punktet P:

p={543}>{543}

Dernaest oprettes parameterfremstillingerne for
linjerne [ og m ud fra ankerpunkterne P, og P _ og
retningsvektorerne v, og v_:

p={800}+1800}F w={101} {101}
pu={4-42} » {442} va={120} {120}
I:=prtt: w1 » { f+8,0,t} M =Pmts* Vm * { st4.2- s—4.2 }

a) Vi finder fgrst endnu en retningsvektor ED: for
planen o

ppr=pr—p * { 3,43 }

Ved at krydse den med retningsvektoren for linjen [ fas
nu normalvektoren f-‘I) til planen o

n:=crossP(V1,pp1) . { 46,4 }

Planens ligning findes

eqa:=d0tP({ xV,z }*pl,n)=0 > 4 xt+60 y—4- z—-32=0

Planens ligning er altsa givet ved 4+ x+6- y—4+ 7—32=0.

b) Koordinatseettet til skaeringspunktet Q mellem linjen
m og planen afindes ved at lgse ligningssystemet
bestdende af linjens parameterfremstilling og planens
ligning

x=m|:1:| r x=st+4 y=m|:2:| »y=2rs5—4 z=m|:3:| =2

xzm[l]
y=m[2]

lesning:=solve =m|:3] XN I,S
equ

» x=7 and s=3 and y=2 and z=2
q:=m|lesning * { 7,2,2 }

Skeeringspunktet Q har altsa koordinaterne { 7,2,2 } i

¢) Vi finder gradtallet for vinklen u mellem
retningsvektoren v_ for m og planens normalvektor Fr)
og traekker den fundne vinkel fra 90°:
clotP(Vm,n)
110r1n({ Vm }) 110r1n({ n })

Den spidse vinkel mellem mog a er altsa 60.2.

u:=90—cos™ » 60.195

d) Den linje k, der gar gennem P og skarer bade [ og
m, ma ga gennem m's skaeringspunkt @ med a. Vi skal
altsa finde en parameterfremstilling for linjen gennem
PogQ:
k=p+r- (q-p) » {2-#54-2-13}

En mulig parameterfremstilling er altsa givet ved
X=2*t5

y=4-2-f

7=3—-1
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8: Vektorer og rumgeometri

De skjulte kommandoer ser da fx séledes ud:

Opgave i vektorregning

Ferst defineres punktet P:

p={543} {543}

Dernaest oprettes parameterfremstillingerne for
linjerne [ og m ud fra ankerpunkterne P, og P_ og
retningsvektorerne v, og v_:

p={800} {800} w={101} {101}
pu={4-42} > {442} vm={120} > {120}
I:=prtt=w1 » { 1‘+8,0,1‘} m:=pmts* Vm * { st4,2¢ 54,2 }
a) Vifinder fgrst endnu en retningsvektorﬁ:’f for
planen o

ppr=pp * 13,43}

Ved at krydse den med retningsvektoren for linjen [ fas
nu normalvektoren ?7) til planen o

n:=crossP(V1,pp1) L { 4.6,4 }

Planens ligning findes

equ::dotP({ XY,z }—p1,n):0 > 4 x+6° y—4- 7—32=0
Planens ligning er altsa givet ved

eqa > 4-x+6:y—4-—32=0.

b) Koordinatseettet til skaeringspunktet Q mellem linjen

m og planen afindes ved at lgse ligningssystemet

bestdende af linjens parameterfremstilling og planens
hd

x:m[l] > x=5t4 y:m[2] =254 zzm[fﬁ] > z=2
x=m|:1:|

y=m[2]

z=m[3] ASES

equ

» x=7 and s=3 and y=2 and z=2

lesning:=solve

q:=m|lesning * { 7,2,2 }

Skaeringspunktet Q har koordinaterne

c¢) Vi finder gradtallet for vinklen u mellem
retningsvektoren v_ for m og planens normalvektor r_a)
og traekker den fundne vinkel fra 90°:
dotP(vm,n)
norm({ Vm }) 110r1n({ n })
Den spidse vinkel mellem m og a er altsa
round(u,1) » 60.2.

u:=90—cos™ » 60.195

d) Den linje k, der gar gennem P og skarer bade ! og
m, ma ga gennem m's skaeringspunkt Q med a. Vi skal
altsa finde en parameterfremstilling for linjen gennem
PogQ:

k=p+r (q-p) » {2 #54-2-143-1

En mulig parameterfremstilling er altsa givet ved

Lo (G- [ )

Bemag kning: Vi har i det ovenstdende anvendt planens ligning pé vektorform, dvs.
dotP({x, Y, 2} —p,,n) =0

i stedet for planens ligning pa den saeedvanlige symbolske form
a-(x—=x)+b-(y-y,)+c-(z—z)=0.

Det skyldes at det er ret bavlet at substituere veerdier for @, b, C, X, Yo 0g 2 i planens

ligning p& den symbolske form. Det bliver dermed ogsé ret bgvlet at *opgradere’ besva-
relsen til en fuldt interaktiv besvarelse, nr man arbejder med planes ligning pé den sym-

bolske form.
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Tegning af vektorer

8: Vektorer og rumgeometri

Vi ser pa 2-dimensional geometri, hvor vektorer kan tegnes med en geometri-
kommando. Ferst en skematisk oversigt over hvordan man kan héndtere de mest almin-
delige regneoperationer geometrisk. De simple regneoperationer udferes typisk som
transformationer, dvs. forskydninger, drejninger, multiplikationer/ligedannetheder osv.
De er noteret med grent. Men koordinater, leengder, determinanter og vinkler findes ved
malinger. De er noteret med blat.

Operation

Fremgangsmade

Billede

Kommentar

Summen af to
vektorer a+b

Parallelforskydning af
den ene vektor b langs

den anden vektor a

— -

b

a

Kreafternes parallelogram!
Kan derfor ogsa konstrueres
som en parallel konstruktionen
med efterfolgende skarings-
punkt.

Den modsatte
vektor —a

Spejling 1 et punkt

Kan ogsé udferes som en
multiplikation med skalafakto-
ren —1.

Differensen af to
vektorer a—b

Parallelforskydning af
modsat vektor —b
langs vektor a

Kan ogsé udferes ved at for-

binde b’s endepunkt med a’s
endepunkt.

Produktet af

Multiplikation af

Man kan ogsa overfere pro-

=15 |
vektor med en vektoren a med —_— 1 duktet af k og l&engden af
skalar k-a skalafaktoren k ﬂ [r} vektor a til vektor a
(3.2)
K oor dinater ne til Koordinatvaerk‘traj ud Kan 0gs5"1 konverteres til polz-
Ktor & fra punktkoordinater 1 - re koordinater, dvs. laengde og
GRS IOT EL til stedvektor — — retningsvinkel.
Laengden ﬁf Miline af leneden B Hojreklik pa vektoren og valg
en vektor |a| & & — malinger.
90
Tvaervektoren til Drejning af H

en vektor a

vektoren amed 90°

Deter minanten

Maling af arealet af

Hejreklik pa parallelogram og
vaelg malinger.

af to vektorer parallelogrammet VETIG =6 T aET
det(a, b) udspandt af a og b N e
Projektionaf | vinkelret konstruktion .
en vektor a med efterfolgende .
pa en vektor b skaringspunkt [:} [J }
Vinklen mellem . Ml iver kun d
to vektorer Maling af vinklen il Ingen giver kun den
= = . numeriske veerdi!
aogh H
162 Version 3.6
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Tip:

Tekstfeltet i Geome-
tri-vaerkstedet under-
stetter ikke vektorpi-
le. Men ved at pakke
navnet ind i en sgjle-
vektor kan man selv
satte en pil everst og
navnet nederst ved fx
at skrive [—;a] eller
benytte en skabelon.

TI-725pire cAs

8: Vektorer og rumgeometri

Lad os se pa nogle eksempler.

Tem

Hvis vi fx har givet en stribe vektorer 5., B, c og d afsat fra det samme punkt og vi skal

konstruere summen a+b+C+d kan vi gé séledes frem:

lem

Vi skal have anbragt vektoren b i halen af vektoren @ . Vi veelger derfor parallelfor-
skydning i Transformations-menuen. En parallelforskydning kan nu fastlaegges pa to
forskellige mader:

Via to forskydningspunkter: Vi klikker pé start- og slutpunktet for forskydningen (og
derefter pa det objekt, der skal forskydes)

Via én forskydningsvektor: Vi klikker pa forskydningsvektoren (og derefter pa det ob-
jekt, der skal forskydes).

I dette tilfeelde er det mest bekvemt at bruge to forskydningspunkter: For at afsette vek-
tor b i halen pé vektor @ valger vi derfor parallelforskydning i Transformations-
menuen og klikker derefter forst pa start- og slutpunkt for vektor a og derefter pé vektor

b. Bagefter gentages forskydningen, men nu forskyder vi slutpunktet for vektor b.

For derefter at haegte vektor C ienden pé den forskudte vektor b vealger vi igen paral-
lelforskydning fra Transformations-menuen, klikker forst pa startpunktet for vektor a

og pa slutpunktet for den forskudte vektor b og derefter pa vektor C osv.

Til slut forbinder vi startpunktet for vektor a med slutpunktet for den sidst forskudte
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vektor d og vi har konstrueret summen af de fire vektorer, dvs. a+b+c+d.

Tem Tom

~

Tip

Man lagrer punkters
koordinater ved at
hajreklikke pa koor-
dinaten og velge
lagre i kontekstme-
nuen.

Det gar ret hurtigt, nér forst man har faet det i fingrene. S& kan man fx preve at konstrue-
re summen af de fem radialvektorer i en reguler femkant.

Pa samme méade kan man lege med de andre regneoperationer. Faktisk kan man med
fordel kombinere den grafiske fremstilling med en Note-side i en dynamisk interaktiv
illustration. Det er da illustrativt, at begraense koordinaterne til heltallige koordinater ved

hjaelp af et passende gitter. Her er det vist for summen af to vektorer. Her er vektoren a
’s koordinater lagret i variablene &; og a, og tilsvarende for de andre vektorers koordina-
ter.

0 v a={a1,az}>=5,2=
bi={byba} {24}
=TE) et - {ne]
[3 a+b > {76
(-'4»‘)/ i
-1/ 17 Aktivitet:
1N AVd
i /"//(5,2) Trakiitutpunkterrffor
L Z/’ [_W x| vektor a og vektor b
-1 1| |la] 10

Prov nu selv at fremstille interaktive illustrationer af nogle af de andre regneoperationer
for vektorer.

Til slut ser vi nu pa en typisk opgave med 2-dimensionale vektorer, som vi nu kan lase
bade symbolsk og geometrisk:

Der er givet vektorerne

T e

Bestem tallene Sog t sa

s-a+t-b=c
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Forst lgser vi opgaven i Note-verkstedet. Hvis vi bruger determinantreglen skal vi lige
huske at pakke liste-vektorerne ind i en krollet parentes, fordi determinanten er en ma-
trix-kommando

Ferst defineres vektorerne ;, Eog 2
a={25} - {25) b={-13} {13} e={n4} {14}

Sa opstilles llgnlngssystemet

eq:=s a+ b=c * {2:5-1=1,5 543 1= 4]

eq[l] s 2s—=1 eq[_.] » 5 5+3 =4

Derefter lgses det lineaere ligningssystem. Enten via
linSolve-kommandoen

lasning:=1i11$olve'{eq[q] 5

[eal1] zl] . {l‘il
YRG!

eller via determinantreglen

_det({c,b}} LT _det({a,c},1 P

S_det({a b}} 5_11 _det{{a b}] 11

sggte tal er derfor givet ved s—— ogi= 13

1

Sa leser vi den geometrisk ved at afsatte vektorerne gl, bo g Ciet koordinatsystem. Vi

skal da oplese vektoren Cito komponenter, der er parallelle med henholdsvis vektor a
og vektor b. Vi trkker derfor paralleller og opleser i forste omgang vektor C som en

sum af to vektorer q og C2 , hvor C1 er parallel med vektor a og C er parallel med

vektor b.

576 T 5.76

=0.636362636

=0.272727272

(-0.273,0.818) 1 /
\d
¥

8.05
-1 -1

(-0.273,0 818)1 / /
B

2

8.05

Derefter finder vi skalarerne S og t som forholdet mellem leengderne af vektorerne, dvs.
Dot H el
Det er brugerens L oo t=
ansvar selv at holde g b
styr pa fortegnene for

skalafaktorerne Sogt. - v7i maler alts leengderne af de involverede vektorer og indskriver tekstboksene
Hvis vektorerne er

ensrettede er skala- C C,
faktoren positiv. Er —| 08 E
de derimod modsat- a

rettede er skalafakto-  Derefter udferer vi en beregning af tekstboksene ved at udpege de relevante laengder.
ren negativ.

Denne gang finder vi kun tilneermede vaerdier, men i et Note-vearksted kan de konverte-
res til eksakte veerdier, da der tydeligvis er tale om periodiske decimalbrgker med perio-
den 2.
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exact(0.636363636,2) » —
11

-

exact(0.272727273,2) » —
| 11

Endelig bemaerker vi, at den ovenstaende opgave sagtens kan lgses symbolsk i 3 dimen-
sioner efter ngjagtigt de samme principper. Prov fx selv krefter med

Der er givet vektorerne

2 -1 2 1
a=|5|, b=| 3|, c=| 3| og d=|4
3 -2 -1 1

Bestem tallene r, Sog t s&

r-a+s-b+t-c=d
Derimod kan vi ikke lase den geometrisk i TI-Nspire CAS fordi TI-Nspire CAS ikke for
tiden understetter 3-dimensional geometri. TI-Nspire CAS understotter dog 3-dimen-

sionale grafer, s vi kan godt illustrere opgaver i 3-dimensionale vektorer med passende
grafer. Det vender vi os nu mod ©

Rumgeometri*

Vi skal nu se nermere pa hvad vi kan illustrere i 3d-graf-verkstedet. Vi abner derfor et
Graf-verksted og skifter til 3D-graftegning i Vis-menuen:

% - o o -
l} 1:Handlinger 4 .
E¥]
Qb 3:Grafindtastning/Redigér v Z:Flangeometri
m 4:Vindue/Zoom . 3:3D-graftegning
a1
r\J 5:5por 4
A&l s:Underseg arafer v _l_ 5:Skjul akser
£ 7Tabel ' | [EE eGitter '
&/ &:Geometri * | 5 7:5Kjul indtastningstinje(Ctri+G)
+Tl indstillinger ... ' i|? 8:Skjul aksermes slutvaerdier
2:5kjul oplysningstekster for objekter

Der ébnes da for en 3-dimensional scene inde i en terningeformet boks. Kun den del af
tegneobjekterne, der ligger indenfor scenen vil blive vist. Resten vil blive klippet.

Scenen er tegnet i centralt perspektiv, dvs. bagenden af scenerummet fremstar mindre
end forenden af scenerummet.

Man kan slukke for scenen, ligesom man kan slukke for koordinatsystemet og for

signaturen, dvs. det lille ikoniske koordinatsystem, der viser orienteringen af det store
koordiantsystem. Fx kan man hgjreklikke i scenen og ga ind og valge vis/skjul-menuen:
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1:Seneste 4

1:Skjul felt
3:Roter (1 2:Skjul akser
4:Automatisk rotation (3) | 3:Skjul tegnforklaring
5.0mrade/zoom ' | 4:Vis indtastningslinje
6:5let alt 5: Skjul slutvasrdier for boks
7:Baggrundsfarve .. I'

Endelig skal man leegge marke til at man kan dreje scenen til siden eller op og ned ved
at treekke med musen. Det 3-dimensionale scenerum er altsa fuldt interaktivt.

Det er pa denne scene, vi nu skal tegne punkter, linjer planer osv.

Punkter og kugler

Der er to forskellige graftyper: Funktioner af 2 variable og parameterfremstillinger.

O =7 eyl | i=

w1t - \
LI w1 ww=
zpl  (tu)= E

Vi skal is@r bruge parameterfremstillinger. I princippet kunne vi nu tegne et punkt ved
simpelthen at indtaste koordinaterne i xp1, ypl og zpl. Men man kan faktisk ikke se
punktet ©. Det er for tyndt og skal forst fedes op. Vi tegner derfor i stedet for et punkt
som en lille kugle. Vi starter med at se pa hvordan man tegner en enhedskugle i rummet.
Vi splitter da koordinatsattet i en vandret del og en lodret del

{X.¥,2} = {x,¥,0§+1{0,0, 7
Akvatorcirklen i x-y-planen er da givet ved

{cos(t),sin(1),0} 0<t<2n
Tilsvarende er hovedmeridianen i z-x-planen givet ved

{sin(u),0,cos(u)} O0<u<m
Saddanne parameterfremstillinger kan indskrives direkte i indtastningslinjen 1 3d-
grafrummet, sé vi kan fa tegnet akvatorcirklen og hovedmeridianen

el tuy= cos(:i)
] wl tu= sin(!)
@i cuw=[d
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w2 tu = sin(:y)
[ w2 tw=0
zp2  (tu) = ‘cos(y) E

Man kan méaske undre sig over hvordan TI-Nspire CAS kan vide at ekvatorcirklen skal
tegnes som en hel cirkel, mens hovedmeridianen skal tegnes som en halvcirkel. Men

klikker vi pa parameter-ikonet = ser du netop disse valg:

3D-plotparametre =5c)
tmin = m '
tmax = |2*m '
umin= 0.0 '
umax = |t '
ok [Cammurer]

he ’)

Som standard er parameteren t altsa valgt til at fungere som en &kvatorvinkel, mens
parameteren U er valgt til at fungere som en polvinkel. Men for andre geometriske
objekter ma vi selvfalgelig gé ind og rette parameterintervallerne til, hvad der nu matte
passe under disse omtendigheder.

Vi kombinerer nu de to parameterfremstillinger for aekvatorcirklen og hovedmeridianen
til en enkelt samlet parameterfremstilling for enhedskuglen

sin(U) - {cos(t),sin(t),0} + cos(u)- {0, 0,1} = {sin(u) - cos(t),sin(U) - sin(t),cos(U) }
0<t<2n, 0<5u<m

Vi kan derfor tegne en enhedskugle ved at indskrive denne parameterfremstilling direkte
i indtastningslinjen

w! w= sinfu) cos(s)
O w! tu- sinfv) sinf)

zpl  (tu) = |cos{y)|

Det forer straks til tegning af en enhedskugle
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Det er imidlertid ikke en hensigtsmaessig made at handtere geometriske objekter pa, da
alle rettelser sa skal foregd inde i indtastningslinjen for 3d-graf-rummet. I stedet opretter
vi en definition pa en Note-side og referer til den pé indtastningslinjen:

kugle:={ sin{;:]- cos{_ﬂ,sin{u}- sinl[_ﬂ,cos{y] } v 4 cosle) sinlw),sinle) sinlw),coslx) |

xpl  (tu)= kugle[1]

. ¥pl  tw = kugle[2]

zpl by = |ku gle| .:[l ‘

Vi er nu meget tet pd at kunne tegne punkter. Det kan da betale sig at indfere en generel
punkt-kommando:

kugle:={ sin{_u]- cc:sl[_r},sinl{_u}- sinl[_r},cosl[_u] } » § coslt) sinlu),sinle)- sin(u),cosly) |

pmﬂtt{vh,mdz’m}: =plt+radius- kugle » Udfers
Det anbefales at starte en hver ny opgave i rumgeometri med disse to linjer!

Hvis vi fx vil have tegnet punktet P =(2,3,4) skriver vi da blot
p=1234} {224}
ptp:=pu11ktl{pJ0.25}l » 40.25 coslt) sin(u)+2,0.25 sin(e)- sinlu)+3,0.25- coslu)+4 |

Derefter indskrives parameterfremstillingen

w2 - |pepl1] |

¥p2 = pip[2]

w2 tu- pwp[3]

Lag mearke til at punktet kan farvelegges ved at klikke pé det, og at gitteret kan slés fra
ved at hgjreklikke og vaelge attributter. Sa fremstar farven klarere.

1;‘?

3|

1

30

|(2/3) Kun overfiade
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Sé nu kan vi tegne sdvel punkter som kugler ©. Vi kan da fx bruge det til at lege med
kuglens parameterfremstilling. Vi opretter da et 3d-grafrum med en enhedskugle men
skifter omrédeindstillinger til

—1.25<x<1.25, —-125<y<1.25 -125<z<1.25

Obs

I 3d-Graf-verkstedet
hedder det ikke vin-
duesindstillinger,
men omradeindstil-
linger, men de findes
pa sedvanlig vis fx
ved at hagjreklikke i
grafvinduet.

u-oplasning
(den maksimale VISNINGSVARDI anvendt til
enheden er 50)
Altuel vaerdi: 25
Skriv en vaerdi for at &ndre

Vi indferer nu to skydere for henholdsvis l&engdegraden t og breddegraden u_med
parameterintervallerne 0 <t <271 henholdsvis 0 <U <71 og endelig afbilder vi

punktet | |
p:=1sin(u_)- cos(t_)sinfu_) sinft_).cos(u_) } » {sin[l]l- 605(1),(5111(1))2,c05(1]|}
ptp =punkt(p, 0 125)

» 10.125 coslz) sin(x)+sin(1) cos(1),0.125 sin(z)- sin[y]+[sin(1))2,0. 125 cos(r:]l+cosl[1]|}

Nér vi traekker i t_-skyderen bevager punktet sig da vandret rundt langs en breddegrad,
og nar vi tilsvarende traekker i U_-skyderen beveager punkter sig lodret op og ned langs
en leengdegrad.

Tl‘nspl.r e CAS 170 Version 3.6



8: Vektorer og rumgeometri

Linjer, linjestykker og halvlinjer

En linje gennem to punkter A og B er givet ved parameterfremstillingen
A+t-AB=A+t-(B—A)=(1-t)-A+t-B, —co<t<oo

Laeg merke til, at summen af koefficienterne til A og B netop er 1. Det kaldes en konveks
kombination. Det har den fordel, at den er uafhengig af valget af Origo, dvs. konvekse

kombinationer giver mening i en Euklidisk plan. Setter vi fx t =4 fis fx midtpunktet

pé linjestykket AB, mens begyndelsespunktet A svarer til t =0 og enhedspunktet B sva-
rertil t=1.

Parameterfremstillingen kan skrives direkte ind, bortset fra at parameterintervallet selv-
folgelig ikke kan reekke fra —oo til oo. I praksis er det typisk nok, at sette parameterin-
tervallet til =10 <t <10.

Tilsvarende er linjestykket fra A til B givet ved
(I-t)-A+t-B, 0<t<l1

Og endelig er halvlinjen med toppunkt i A som gar gennem B givet ved
(1I-t)-A+t-B, 0<t<e

Skal vi fx tegne linjen gennem punkterne A=(1,2,3) og B=(2,—1,-2) ser det derfor
séledes ud (husk at rette parameterintervallet til at ga fra—10 til 10!)

kugle:={ sinl{_u}- cosl[_r},sinl[_u}- sinl[_f},cosl[_u} } » § coslt)- sinlu),sinle)- sin(w),coslw) |

pmll{tl.[;?}ﬂ‘,rad‘ms]:=_::1Fa‘+?‘ad1‘us- kugle » Uidfert

1
b={2-1,-2}»{2-1-2}
i b
1 coslf)- sinlu sinlf]- sinlu coslu
pta=p1mkt{a,—’ | cosle)- sin ), 5inl) sinfw)  cos( :|+3}
2] | 2 2 2
i %
1 coslf)- sinlu sinl#]- sinlu coslu
pm;=pm{h,_’ . [ cosld) sine)  sin) sine) | cosf 3'_3}
2] | 2 2 2

sp3 (- [pb[1]

ypd  (tu) = ab[2]

zp3  (tu) = ah[3]

Linjefarve

(S
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Laeg merke til at vi ikke kan fange linjen ved at klikke pa den. Skal vi skifte farve pa
linjen skal vi derfor fange den i indtastningslinjen, hvor vi kan hejreklikke og vaelge
farve-menuen som vist.

Laeg ogsa maerke til, at vi ikke kan navngive objekter inde i 3d-Graf-rummet. I stedet
kan vi tilfoje en smal Note-bjalke og vise farvekodernes betydning der ©

A=(123)
B=2-1-2)
5|

Vektorer

Det er desverre ikke helt nemt at tegne vektorer korrekt. Det er pilespidsen der volder
problemer, da den skal tegnes som en lille kegle. I stedet kan man tegne en fattigmands-
vektor som en knappenal, dvs. som et begyndelsespunkt og et linjestykke. Nalens hoved
er da vektorens begyndelsespunkt, som man kan gribe fat i, mens man kan stikke med
linjestykket.

En vektor AB tegnes altsd som punktet A efterfulgt af linjestykket AB. Det er selvsagt
ikke lige sé flot som en rigtig vektor, men kan godt give en god fornemmelse for hvor-
dan vektoren ligger i rummet.

Planer, parallelogrammer og halvplaner

En plan gennemtre punkter A, B og C er givet ved parameterfremstillingen
A+t-(B-A)+u-(C-A=(0-t-u)- A+t-B+u-C,

—co<t<oo, —oco<U<oo

Laeg marke til, at summen af koefficienterne til A, B og C netop er 1. Det kaldes en kon-

veks kombination. Det har den fordel, at den er uafthaengig af valget af Origo, dvs. kon-
1 1

vekse kombinationer giver mening i en Euklidisk plan. Satter vi fx t =< ,Uu =3 fas

tyngdepunktet for trekanten ABC, mens begyndelsespunktet A svarer til t =0,u=0 og
enhedspunkterne B og C svarer til t =1,u=0 henholdsvis t =0,u=1.

Parameterfremstillingen kan skrives direkte ind, bortset fra at parameterintervallet selv-
folgelig ikke kan reekke fra —oo til oo. I praksis er det typisk nok at satte parameterin-
tervallet til at ga fra —10 til 10.

Tilsvarende er parallelogrammet udspaandt af linjestykkerne AB og AC givet ved
(1-t—-u)-A+t-B+u-C, 0<t<l, 0<u<l

Og endelig er halvplanen med kant langs AB som gar gennem C givet ved
(I-t—u)-A+t-B4+uU-C, —oco<t<oo, 0SU<oo

Tl-nspir € CAS 172 Version 3.6



8: Vektorer og rumgeometri

Skal vi fx tegne planen gennem punkterne A=(1,2,3), B=(2,-1,-2) og
C =(-2,3,1) ser det derfor séledes ud

kugle:={ sinl[:u}- cos{:r},sin{:u}- sin{:f},cos{:y)} C l COS'[I]" silll[u]l,sin(ﬂ- 5111(3:),(:05(3;] I

pmﬂ{t{mﬁ‘,mdms):=pﬁﬁ‘+3‘c:d:-‘us- kugle » Udfers

1
pta =pu11kt(a, —] .

2 > 2 "2

A

+2, -1, -2
2 2 2

{ coslz)- sinlu) sinlz)- sinlu) cos(u) }
+1, +2 +2

1
pthb: =pu11kt(h, —] .

COS'[I]" 5111(3:) 5111(:]- 5111(3;) cozl[u]l }
2

1 coslé)- sinlw sinlf)- sinlw coslu
ptc:=pu11kt(c,—] - { 'I!:' [ :I—EJ '{a]' ( :I+3 ( ]I+1}
2 2 2 2

ahc:={_1—f—y)- ati b+u-c v : =3 w+1,-3 425 -2 w42 I

Zz A=(0123)

l{ B=02-1-2

C=(231
ABC

Illustration af en vektoropgave

Nu, da vi har de mest fundamentale geometriske objekter pa plads, kan vi preve at illu-
strere den forste af de to vektoropgaver, som vi tidligere har lost analytisk.

I et koordinatsystem i rummet er der givet 3 vektorer

1 2 -1
a=|2|, b=|-1|, c=| 2
3 2 3

a) Bestem et gradtal for vinklen mellem 2 og b.

b) Bestem koordinatszettet til projektionen af a pa C.
¢) Bestem tallene Sog t, saledes at vektoren

d=a+s-b+t-c

star vinkelret pa bade b og 6, og angiv koordinaterne for d.
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Vi starter da med at tegne punktet O og vektorerne é, b og c (husk at rette parameter-
intervallerne til for linjestykkerne OA, OB og OC):

xpl

2

zpl

i« - [pra[1]

ttw = pto[2]
(tuy = ptu[S]

xp2

3

zp2

(tuy = ua[l]
tu = na[Z]
tu= ua[S}

ii[E

3D-plotparametre

tmin= [0

tmax =

umin= |0

umax = [3.141503

[-ok| | Annuter |

Kugle:={ sin(u)- cos(t)sin(u)- sinl¢),coslu) } » {cosl)- sinfu)sin(¢)- sinlu),cos(u) |

punktlpkt radius):=pkttradius- kugle » Udfort

0={0,0,0} - {000} a={123} - {123} b:={2-1,2} - |2-

e={-1,23) - {1,23)

coslt)- smfu' sinlf)- sinu) coslu)
pto: plmkt ,
4 4
oa:=(1-1) otr-a » {12131} ob=(1-1) ot-b > {2112 1]
13- 2: 3
oc:=(1—t)-o+t-c . :1,2- r,j-r} aac:=(1—t)-a+t- ac " (1- !,3——1,5——11
7 77 7]

Bemezerkning: Vi traekker pa den analytiske l@snng, nar vi fx indskriver

koordinaterne til vektoren E

d_{49 56 '>1} {49 56 21| .:{ﬁﬁﬁ}_{ﬁﬁﬁl
’ 616161 6161 61 | 7777 7777}
)

For at kunne vurdere sterrelsen af vinklen mellem vektorerne @ og b har vi drejet sce-
nen, sa vi sé vidt muligt kigger vinkelret ind pa vektorerne. Det ses at vinklen er klart
storre end 45°, men en precis opmaéling er ikke mulig.

Vi kan illustrere projektionen af vektor a pa vektor C ved at tilfoje den vinkelrette fra

a’s endepunkt pa vektor c.

=(1-¢) a+t ac » [ 1-——2

Igen har vi drejet scenen, s den rette vinkel fremstar tydeligere.
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Endelig skal vi have illustreret vektoren d , der er valgt s& den star vinkelret pa bade b

og C. Vi kan da med fordel tilfoje krydsproduktet n=bxc. Krydsproduktet bliver for
langt til at det kan vises indenfor scenen, men det er jo kun retningen vi for alvor er inte-

resserede i, sé det gor ikke sd meget ©. Vi ved da at vektoren d skal pege i retning af

vektoren N.

Skifter vi nu parameteren Sud med parameteren U, sé vil D netop ligge i planen ud-
spandt af A, E= A+B og F = A+C. Vi tegner derfor dels punktet D (dvs. slutpunktet for

vektoren d ), dels planen AEF.

11:=-:1‘055P|[_h,c} . l -7,-8,3 l un:=|[_1—..f}- o+in* : S AR R A I
i i
1 cos\f) sinlw) 49 =sinlf) sinly) 56 coslu) 21
ptd:=punkt{d, —| * [ M+—J © () —_ () —
al | 4 61 4 610 4 61

aef:=a+w b+ic : RS AR T S IREE e FESERC RN & S R TS :

d=(49/61,
56/61,-21/61)

Man er da nedet til at dreje scenen passende for at kunne se at punktet D faktisk ligger i

planen, ligesom det ligger i forleengelse af krydsproduktet n=bxc. Detkan ogsa betale
sig at gore planen mere gennemsigtig/transparent. Det er den tredje attribut, vi i sa fald
skal skrue op for. Her er transparensen sat til 75.

-

o
ry |

Z1

1=

L
Gennemsigtighed
Aktuel veerdi: 75
Skriv en vaerdi for at sendre
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Appendix: Vektorer som datastrukturer*

Koordinater til vektorer

Hvis man skal traekke en koordinat ud fra en liste-vektor sker det helt simpelt. Fx
ul2] > 2

Her leses symbolet u[2] som andenkoordinaten til u. Laeg maerke til, at man traekker
koordinater ud ved hjzlp af kantede parenteser.

Hvis man tilsvarende vil trekke koordinater ud af reekke-vektorer eller sgjle-vektorer
bliver det mere indviklet. Vi minder om at en tabel (matrix) ikke er andet end en liste af
lister. En liste af data er en en-dimensional datastruktur (ligesom en tallinje), mens en
liste af lister af data udger en to-dimensional datastruktur (ligesom et koordinatsystem).
TI-Nspire CAS omdanner automatisk listen af lister til en tabel, fx

AR EEIRET AT

der omformes til

1 2] [1 2
t=l3 4|72 4
5 6] |56

hvor de tre lister inde i listen skrives op under hinanden.

Tip P& samme méde er rekke-vektorer og sejle-vektorer reelt lister af lister, dvs. 2-dimensio-
Transponeringstegnet  pale datastrukturer. Hvis vi starter med en liste-vektor kan den derfor omdannes til en
| T |ﬁndes i tegn- rekke-vektor ved at satte en krollet parentes uden om, fx
oversigten i venstre o al 1442l
sidepanel u { 1’2’:"} 1123y

mediE @ B — —

vi=1u
s - {u}

s e s s der omformes til

oot 5 3 )8 u={123}+1{123}

L - | J “ Z d

v:={u} . [l 2 3]

Hvis vi starter med en liste-vektor kan den tilsvarende omdannes til en sgjlevektor ved at
seette en krollet parentes inden i, hvilket er lidt mere kompliceret ©

;w_:={{ 1}{2}{3}}

Derved omformes udtrykket til

w={{1}{2}.{3}} "

L e B

I praksis bruger man derfor transponeringskommandoen

w:=|[{ u}}lT r '

LCE I ]

Hvad er sé pointen? Jo raekke-vektorer og sgjle-vektorer er i virkeligheden 2-dimensionale
datastrukturer og det gor det kompliceret at treekke koordinaterne ud. Hvis vi fx skal traek-
ke en koordinat ud af en raekke-vektor skal vi huske p4, at en reekke-vektor i virkeligheden
er en tabel/matrix med én rekke og tre sgjler
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£2E&
5 6 &
—_ N W
vy
Rakke ] = [1 2 2]

Onsker vi fx at treekke anden-koordinaten ud af en reekke-vektor ser det derfor sdledes ud
v=[1 2 3]+[1 2 2]
v[1,2] » 2
Laeg merke til, at det forste tal angiver reekke-nummeret, det andet sgjle-nummeret (reekke
kommer for sgjle, ligesom bogstavet r kommer for bogstavet s).

Hvis vi tilsvarende skal treekke en koordinat ud af en sgjle-vektor skal vi huske pé at en
sojle-vektor i virkeligheden er en tabel/matrix med tre reekker og én sgjle

w2
&,
o
Rxkkel —> 1
Rakke2 —> 2
Rzekke3 —> 3

Onsker vi fx at treekke anden-koordinaten ud af en sgjle-vektor ser det derfor séledes ud

w.= E

L b =

L S

w[z,1]» 2
Laeg igen merke til, at det forste tal angiver rekke-nummeret, det andet sgjle-nummeret.

Héandtering af matrix-kommandoer for liste-vektorer
Er der slet ingen ulemper med liste-vektorer? Jo, men der er ikke mange, si la&nge man
bliver indenfor geometrien. Den vigtigste mangel, er at der ikke findes en liste-kommando

til udregning af leengden af en vektor.

Indenfor den linere algebra kan man imidlertid bruge norm-kommandoen, der ogsé vir-
ker p& matricer fx

1 2 -
norm||y 4| * Y91
s &)

‘J‘12+22+32+42+52+62 o1
Den virker selvfolgelig ogsa pa rackke-vektorer og sgjle-vektorer, men den virker ikke pa
liste-vektorer

norm{_{ 1,22 }:' *  Fejl: Ugyldig datatype
hvor den som vist udleser en fejlmeddelelse. Man er derfor nedt til forst at pakke liste-
vektoren ind i en matrix med en krellet parentes, for norm-kommandoen virker:
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w={123}»{123}

nr::-rml[_{ u }} > E

P& samme made er det nemt at udregne determinanten ved at pakke vektorerne ind i en
krollet parentes:

a={12}b={34}det({ab}) -2
Det er til gengzld ret sa krollet, hvis det drejer sig om raeekke-vektorer eller sgjlevektorer,
hvor man er nedt til at stette sig til den sikaldte augment-kommando, fx

c =l 1]: d: =l3]:det{augment{_c, d]}l . -2
2 4

Endnu vearre ser det ud for 3-dimensionale vektorer:

11 T 4] T[4 71 [7
a=|, | 2] b=[s]"|s| F=le|"]e
S E 6] |6 o] |o

det{augment augment(a,b)lc)) >0

Konvertering af vektortyperne

Hvis man ensker at konvertere en vektor fra en type til en anden er det i gvrigt forholdsvis
nemt, som vist i det folgende skema:

Sajle-vektor
Rakke-vektor 1
v=[1 2 3] W=l 2

3

Liste-vektor

Konvertering af de
w=1123}

tre vektortyper

Liste-vektor

-
I
——
=
[
-
—
—
b
(%)
[
1l
—
e
=
o
o
—
L4
L b

w={123}
Rakke-vektor w =matMlist{v) w=v' * :E
v=[1 2 2] v {123) -
Sejle-vektor

1 u:=matilist|[w}| ; -

W= 9 . :1.43: V=W *[1 d]
3
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Obs

Laeg merke til, at 1
differentialligninger
skrives differential-
kvotienten med
symbolet '. Differenti-
alligninger er det
eneste sted i TI-
Nspire CAS, hvor den
afledede markeres
med '.

Tip

Det specielle kursive-
rede c, der benyttes til
konstanter i differen-
tialligninger findes
under Tegn

o)

-
<

3

Q

©

> o
W <

TI-72Spire cAs

Differentialligninger

Ved hjelp af en reekke eksempler viser vi, hvordan man kan lgse differentialligninger ved
hjeelp af Ti-nSpireCAS.

Der vises bade symbolske og grafiske lgsningsmetoder.

1. ordens differentialligninger

Statisk lgsning af differentialligninger

Smékager bages ved 225°. Néar de tages ud af ovnen, stilles de til atkeling i et 20° varmt
rum. Med y(t) betegnes smakagernes temperatur til tiden t.

I en model (Newtons afkelingslov) regner man med, at den hastighed Y'(t) , hvormed
temperaturen andrer sig, er bestemt ved differentialligningen:

y' =-k-(y-20),

hvor K er en positiv konstant.
Efter at smakagerne har veret ude af ovnen i 1,0 minut, er deres temperatur 150°.

Los differentialligningen, og bestem konstanten k.

Til symbolsk lesning af differentialligninger benyttes kommandoen deSolve. Syntaksen
for desolve er

deSolve(differentialligning, uafhaangig variabel, afhaangig variabel)

deSolve(y'= (y-29)69) » y=c2 e f420

Farst har vi ladet vi nSpireCAS lose differentialligningen generelt. Derved optrader der
en arbitrag (vilkarlig) konstant c1 i lesningen. Derefter er begyndelsesbetingelsen indsat.
Nu bestemmer nSpireCAS sa c1 til at vaere 205.

I begge tilfeelde mangler vi at fa bestemt veerdien af tallet k. Det h&nger sammen med, at
vi endnu ikke har brugt oplysningen y(1,0)=150.

Vi indsztter derfor t =1,0 og y=150 i den ufzerdige losning y=205-¢™" +225:

o

solvely=205 €% £420 )it=1_ and y=150 » k=-0 455476

foe

y=205 e L420|k=-0.455476 » =205 (0.624146)" +20

Hermed har vi fundet lgsningen (den partikulere losning) til det givne differential-
ligningsproblem. Laosningen kan skrives pa to mader

y=205-¢"*1 4225 eller y=205-0,634"+225,

hvor y er temperaturen af smékagerne til tiden t minutter, efter at de kom ud af ovnen.
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Los differentialligningen Y =2x-¢e”, hvor det er givet, at y(0)=1.

.
A

deSolve[y'=2- x e and }a'l[_li]]=1,x,}»'} v oV —p=x"

solve(ey—e=x2,y} . }'=111|r;-;3+e::|

Som det ses ovenfor, loser deSolve-rutinen ikke differentialligningen til bunds, men giver
i stedet det implicitte svar ¢’ —e = x*. Den eksplicitte losning y=In(X* +e) findes sa ved
efterfolgende at bruge solve pa det fremkomne implicitte svar.

I dette tilfeelde er losningen defineret for alle reelle tal X, men som vi skal se i det folgende
eksempel, er der en grund til, at deSolve-rutinen er sé forsigtig.

Det er den samme differentialligning, vi nu ser pa, men begyndelsesbetingelsen er a&ndret.
Los differentialligningen Y =2x-e, hvor det er givet, at y(4)=1.

Vi gér frem pa samme made som ovenfor og finder denne gang

deSolve[}"=2- e andy(_&]=1,x,y] > P)"—E=;-;3—16

solve(ey—e=x2—16,}:) . y=111(:-:‘}+£'—16::| and :-:*i'-.‘ll l6—e 01'}'=111(;-:3+E—16::| and :-:I-“-.‘fltf)—f'

—_—

TI-725pire cAs

Vi fér altsa losningen y=In(X* +e—16), men TI-nSpireCAS foreslar to forskellige defini-

tionsintervaller, enten X<—,/16—¢ , dvs. X<-3,64 eller X>.,/16—¢ , dvs. X>3,64.
Da x-vaerdien 4 skal ligge i definitionsintervallet, bliver lgsningen

y=In(xX*+e—16), Xx>./16—¢ .

TI-nSpireCAS klarer ogsa visse ikke-separable differentialligninger, men en gang imellem
ma programmet give op.

deSolve(y'=x+yxy) » y=c7 e*-x-1

desolvely=cty? xy) » ymci

Bemark, at der i det sidste tilfaelde ikke kommer nogen fejlmeddelelse. Programmet giver
bare den givne differentialligning uendret tilbage igen. Man kan faktisk vise, at losningen
til denne differentialligning slet ikke kan udtrykkes ved hjeelp af standardfunktioner, s&
TI-Nspire CAS er lovligt undskyldt ©

Losningsformlerne til savel separable differentialligninger som lineere differentialignin-
ger er indbygget i TI-Nspire CAS som man kan se pa det folgende skaermklip

deSc::lveI[:y'=gl[_x}- h{}]x}a}l . J ﬁ d }'=_|-gll:-;J dx+c§

deSolve(y'=Ax)+glx) yxy) » y=f'-[ gl dx. J(e'-[ gho) dx 'ﬂ:f,")d;-;+£'-|- g dx g
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9: Differentialligninger

Interaktiv lgsning af 1. ordens differentialligninger*

I det foregaende har vi lgst differentialligningerne enkelt og effektivt med brug af
deSolve- og Solve-kommandoerne, idet vi undervejs i opgaven har kopieret de relevante
udtryk og indsat dem i de efterfolgende beregninger, graftegninger osv. Men en sddan
losningsprocedure hanger ikke sammen interaktivt: Hvis der fx er en skrivefejl i den
oprindelige differentialligning skal vi ind og gentage hele lesningsproceduren, da
kopiering og indsagning ikke opdateres, nar vi retter fejlen. Det samme er tilfaeldet hvis vi
ensker at genbruge en losningsprocedure i anden sammenhang: Hele losningsproceduren
skal gentages, i stedet for blot at rette differentialligningen til og lade resten opdatere af
sig selv.

Meget kan altsa vindes ved at konstruere losningsproceduren interaktivt, men det er ogsa
teknisk mere udfordrende.Dertil kommer der et specielt problem med lgsningfunktionen:
Forskriften oplyses som et algebraisk udtryk og man skal veere forsigtig, nar dette udtryk
konverteres til en egentlig funktion.

Los differentialligningen Y =2X-¢e”, hvor det er givet, at y(0)=1.
Tegn grafen for lesningsfunktionen til differentialligningen.

Farst lzses differentialligningen (hvor den 13.49 | v
uathaengige variabel kaldes x_ (alternativt x)
for at undgad sammenblanding af de
forskellige roller for x i programmet):

sol =d=Solve [} =2x_-e%and }'{_0}= 1x_, y}
s eV emx 2

Saisoleres y T ( el
) e
isuler:=1‘1ght{_solve{_snl,y}_} L 111(;—;_"+e,) 1O

Vi skifter nu tilbage til variablen x i forskriften: -1 1 10

f{x):=isoler|x_=x v Udfert

Kontral flx) » InlxZse) £(2) » m(e+4)
gisningsiuaktionen har altsa forskriften

(1) 5

Grafen tegnes nu pa seedvanlig vis.

-13.49

Det meste af fremgangsmaden fremgér direkte af teksten. Men i konklusionen har vi brugt

to matematikbokse, en for og en for . Den sidste har vi s efterfolgende

udregnet ved at taste ENTER, skifte farve til sort og efterfolgende valgt Skjul input under
Attributter:

3
Attributter for matematikfelt (Aktuel) Iéj

Input og output:

Indszet symbol:

Cifre i display: |Skjul output
Vinkel: [Ingen beregning

Omslut udtryk:

[v] Vis advarselsindikator

[-ok| |- Annulter
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9: Differentialligninger
2. ordens differentialligninger

Vi ser pé differentialligningen y”=-9y . Dobbelt-merket fas ved blot at taste enkelt-
market to gange. I gvrigt er syntaksen den samme som for 1.ordens ligninger.

deSolve kan uden videre handtere to former for begyndelsesbetingelser:

- losning gennem et givet linjeelement (X, Y, yll)
- losning gennem to givne punkter (X, Y,) og (X, Y,).

Obs . Generel l@sning:
Husk, at vinkel-
indstillingen skal deSolvely'=-9- vx¥) » y=c3 cos(3 x)+cd sin(3-x)

vere radian.
Le@sning gennem linjeelementet (0,2,3):

deSolvefy”rg-y and (0)=2 and y'I[O}I=3,x,y}I » y=2 cos|3 x)+sin(2- x)

L@sning gennem punkterne (0,1) og (/2,3):

i jT\
deSclve(1'=-9- yand ¥(0)=1 and y(—]=2,x,y » y=cosl3 x)-2 sinl3- x)
2

NB! Folgende virker ikke:

Lesning gennem et punkt og med given hzeldning i et andet punkt:
deSolve{y"=-9-y and 3(0)=2 and y'{l}l=3,x,y}l + Fejlt Argumentfejl
Lesning med given haeldning i to punkter:

deSolvefy”rg-y and 3'(0)=2 and y'(l}=3,x,y} * Fejl: Argumentfeil

Opgaver som de to sidste i rammen ovenfor kan lgses ved en kombination af deSolve og
solve. Vi viser, hvordan den sidste kan lgses.

Tip
fp med p for prime

dvs. marke) er TI- 2-sin(3-x)
g\fspire CAS )foretruk— deSolve{y"=-9-y and }"I{O}=2,x,y} v y=c5 cos(2 :-:,'I++
ne betegnelse for den )
afledede funktion.

Vi bruger farst deSolve med den ene heaeldning indsat:

Derefter gemmes lgsningen under navnet f(x):

2-sinl3 x
f{x}l:=c5- cos(3'x}+# v Udfort

Ti p Denne funktion differentierss:

Det specielle kursive-
rede c, der benyttes til
konstanter i differen-
tialligninger findes _
under Tegn y(1)=3,

hvorefter €5 bestemmes:

fP{X}S=§(ﬂ{x}}I v Udfort

Herefter indszttes den anden heldning:

o F x *? solve(fp(1)=3,¢5) » c5=-11.762
o ~ ' 2-sin(3 x
ER ¢ B @ Alts3 er lesningen y=—11.763 cos{_S-x}+ € )
ol
Q A BT
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Tip

Man kan treekke i
begyndelsespunktet
for at se hvordan,
losningskurven af-
haenger af begyndel-
sesvaerdien.

TI-725pire cAs

9: Differentialligninger
Grafisk lgsning af differentialligninger

Vi vender tilbage til differentialligningen y’ = X+ Yy, som vi har lgst symbolsk (side 2 i
dette kapitel). Grafisk lesning af differentialligninger foregar naturligt nok i et Graf-vin-

due, hvor der skal skiftes indstilling:

Te iy - T
]
'l L% 1:Handlinger D
B 2Vis ¢
8 afindla digé 3:]7’- 1:Funktion
m 4:Vindue/Zoom ¢ %2 Ligning ¢
,—-\:-; 5:8por 4 7+~ 3:Parameterfremstilling

}@f 6:Underssg grafer

L 7:Tabel

@ 8.Geometri

' %{F- 4:Polar ligning
H| ks Punkptat

IE 6:Liste fra formel v

- 7:Differentialligninger

-10 1

171 onastiltinger ,

til

Derefter indtastes differentialligningen og begyndelsesbetingelsen. Bemerk, at de
afhangige variable som standard hedder y1, y2 osv. Men disse navne kan naturligvis
udskiftes efter behov. Undgéa dog X og y som betegnelser for afthaengige variable ©.

Indtastningslinjen ser nu séledes ud, idet de tomme felter til venstre er benyttet til at
indtaste begyndelsesbetingelsen (1,0).

y1 '=| vyl |
d1:
Gaylel (1 .0 %f"{'

Nér vi derefter trykker pa Enter, sker der en hel masse:

\ Ty ——— / '~ [
-.__-.- | /I 6.72 v
-"-
S, ——
--'-
o
.
.--\.'-
o ——
.
NS & A
\ \ ", _._-' X
N E 10

P4 figuren ses en stribe linjeelementer (standard er 14 i hver vandret reekke), som antyder
en lgsningskurves mulige forlgb. Svarende til begyndelsesbetingelsen (1,0) (der er frem-
haevet som en sarlig fed prik) itererer programmet sig ved Eulers metode frem langs
linjeleelementer, hvorved de rede punkter fremkommer.

Man kan godt indtaste flere forskellige begyndelsesbetingelser. Klik pa det gronne 2.
Figuren pa naeste side viser 3 lgsninger.
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9: Differentialligninger

S /] 6721
™,
-
b |
o
"
o,
i "'""a. 1 ..
. .h i | | | _ | I ¥
10 T | L
| b [ [
N
.
i R
| 76.72 yr 2

Efter at man har lost differentialligningerne grafisk, har man adgang til lesningerne opfat-
tet som funktioner, sa de kan tegnes i et normalt grafvindue.

. . . |'\_ T
Navnene hentes i variabel-registret | ‘

og ses i1 gvrigt pa nedenstaende figur, hvor grafer-
ne er vist i precis samme sterrelsesforhold som ovenfor, men selvfelgelig kommer linje-

elementerne ikke med her. Det gor de kun, hvis man skifter til seedvanlige funktioner i
differentialligningsvinduet ©

nt-ue o) EREERE =

fia 2:del1 y1_02

fia 2:del y1_03

fi 4:71
fia 5:F2
fia) 6:13
fia 7:y1p
v |I
. ||I
/"fl (xc)=del.y1_01(x)
X
-10 1 10
£3(x)=de1.y1_03(x)
76.72
TI-725pire cAs 184
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Obs
Parameterindstillin-
gerne gaelder for
alle differentiallig-
ningsvinduer inden-
for den samme
opgave.

Obs

Det samlede antal
losningspunkter
plotinterval/plottrin
ma ikke overstige
2500. Hvis fx x-inter-
vallet gar fra O til
1000 skal Plottrin
s&ttes op til fx 1.

TI-725pire cAs

9: Differentialligninger

Vi vender tilbage til indtastningslinjen fra for.

y1
(oyTa) @1 .0

—r -
)8 =

I =| x+y]

d1:

Ved klik pa de tre prikker - gverst til hgjre pa indtastningslinjen abnes der en storre
dialogboks for differentialligningsvinduets parametre.

De viste standardindstillinger egner sig Differentialligning

udmaerket til de flestel.ordens differen-
tialligninger, men kan selvfolgelig
@ndres efter behov.

Forklaring pé nogle af punkterne:
Iterationer mellem plottrin: Styrer hvor
preecis den grafiske Igsning skal veere.
Felt: heeldning svarer til, at der er tegnet
linjeelementer. ye

Lesningsmetode E
Iterationer mellem plottrin I1 -
Felt |heeldning ~ |
Akser

We—

Plot-start og Plot-slut svarer til Plot-start: -10 -
vinduesgranserne pa X-aksen. oot-sut o -1
Plottrin: Angiver x-tilvacksten for oowie o1 <]
lesningspunkterne. ———
Feltoplgsning: [14 |

Feltoplagsning: Tallet 14 er antallet af
linje-elementer, der tegnes i hver
vandret raeekke pa figuren.

Retningsfelt i x=

[~oK—| |~ Aanulier

Koblede differentialligninger

Ved to koblede differentialligninger er der to afhaangige variable yl og y2. Koblingen
bestér i, at hver af de to differentialligninger indeholder begge y-variable.

Vi ser péa et eksempel med to forbundne kar.

Der stremmer saltvand ind
i, mellem og ud af to kar.
60 L-beholderen
indeholder til at begynde
med 700 gram salt.

40 L-beholderen
indeholder til at begynde
med 425 gram salt.

Ved siden af pilene ses
stromningshastigheden,
malt i L/min.

For de to tilleb ses ogsa
saltkoncentrationen malt i
gram/L.

3 L pr. min
7& \
L

60 L

2L pr. min
/  2g
L

40L

6 L pr. min

y1(0)= 700 gram y2(0)=425 gram

5L pr. min

Vi vil nu beskrive udviklingen af saltindholdet i de to kar.
Til tidspunktet t indeholder de henholdsvis y1 og y2 gram salt.
Vi ser forst pa 60 L beholderen:

60 L beholderen tilfores 3 L/min med koncentrationen 7 g/L, dvs. 21 g salt pr. minut

udefra. Desuden stremmer der 6 L/min ud til den anden beholder med koncentrationen
yl vl .

— g/l ,dvs. 6-=—=0,10-yl gram salt pr. minut.

60 g 60 yl g p

185
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Obs

Husk at parameter-
indstillingerne gael-
der for alle diffe-
rentialligningsvin-
duer indenfor den
samme opgave. Det
er derfor afgarende
at du i det mindste
starter pa en ny
opgave.

Tip

Runge-Kutta32 er en
adaptiv Runge-Kutta
metode til losning af
differentialligninger,
hvor man lgser den
med en tredje-ordens
og en anden-ordens
metode samtidig.
Stepleengden tilpas-
ses, sa forskellen
mellem de to lgsnin-
ger holdes under
fejltolerancen. Run-
ge-Kutta32 er derfor
langt mere praecis end
Euler med fast step-
leengde.

TI-725pire cAs
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Endelig stremmer der 3 L/min ind fra den anden beholder med koncentrationen Z—(Z) g/L,

dvs. 3 Z—é =0,075-y2 gram salt pr. minut.

Alt i alt fas differentialligningen for den 60 L-beholderen: ylI'=21-0,10-yl+0,075- y2.

Pa tilsvarende méade fés for 40 L-beholderen: y2'=44+0,10-y1—0,2-y2.

Saltmeangderne Y1 og Y2 i de to beholdere kan altsé beskrives ved folgende lineare

ligningssystem af koblede differentialligninger:

yl'=21-0,10-y1+0,075- y2
y2' =44+0,10-y1-0,2-y2

Vi skal abne Graf-verkstedet til differentialligninger som vist tidligere i dette kapitel. Nar
man skal lgse et sddant system grafisk, skal man gare sig klart, at der i virkeligheden er tre
variable pa spil. Den uafhaangige variabel, som kaldes X eller t, og de to afhaangige vari-
ableyl og y2. I koordinatsystem tegner vi et sakaldt fasediagram, der viser y1 pa forste-
aksen og Y2 pa andenaksen. Nar vi skal vaelge vinduet, er det dog nedvendigt at overveje

alle tre variable.

De szdvanlige vinduesgraenser pé figuren for X og y bestemmes af y1 og y2, men vi skal
ogsé tage stilling til vaerdien af Plot-start og Plot-slut, som svarer til det tidsinterval, vi

vil betragte.

Vi viser forst, hvordan de to differentialligninger indtastes, inkl. begyndelsesbetingelser.

y1 '={21-0.1 y1+0.075 »2
700 )8

dl:
(xeylo) (0

I hgjre ende af indtastningslinjen dbner vi para-
meterdialogboksen med de tre prikker - .
Menuen, der dbner sig, ses til hgjre.

Som Lgsningsmetode valges Runge-Kutta.

Fejltolerancen angiver hvor pracis vi ensker at
fastlegge losningen.

Ved Felt veelges denne gang Retning.

y1 og y2 anbringes pé X- og y-aksen.

Som tidsinterval,dvs. Plot-start og Plot-slut
veelges fra 0 til 100.

Vi lader Plottrin st& pa 0.1 svarende til 1000
lgsningspunkter, hvilket er under det maksimalt
tilladte antal pa 2500.

Feltoplgsning settes op til fx 25.

y2 -{4440.10 y1-02 32

d2:

(xoy2e) (0, 425 )9
Differentialligning =)
Lasningsmetode IF\iunge—l'<utta =)
Fejltolerance: '0.001 - |
Felt IRetning -
Akser IBrug:]erdefimeret -
K Iy1 =
y—ly2 |
Plot-start: |0 - |
Plot-slut: 1100 ~|
Plotirin: 0.1 - |
Feltopl@sning: 2 |
Retningsfelt i x= IO - |
[Fox] [omner ]

Valg af Vinduesgranser for y1 og y2 sker forst pa selve grafen. Det viser sig at vaere
hensigtsmaessigt at vaelge 550 til 750 som X-graenser (dvs. y1-grenser) og 300 til 600 som
y-graenser (dvs. y2-graenser). Vi skifter ogsa aksebetegnelserne ud, sa der star y1 og y2 pa

akserne.

Losningen ses pd neaste side.

186
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Tip

Hvis du vil se hvor-
dan lgsningspunktet
bevager sig langs
logsningskurven kan
du spore lgsningen
(hold hejre piletast
nede for at folge
sporet).

Tip

Den hurtigste made at
tilfeje vandrette og
lodrette linjer til et
Graf-vindue er at
indskrive ligningerne
i tekstbokse, og der-
neast trekke tekstbok-
sen ind pa en af ak-
serne.
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P& figuren ser vi begyndelsespunktet (700, 425) svarende til, at saltindholdet i 60 L-
beholderen er 700 gram og i 40 L-beholderen er 425 gram til at begynde med. Man kan
ogsé se pa de stroboskopiske prikker (afsat med lige store tidsrum) at lasningpunktet be-
vaeger sig ret hurtigt til at begynde med for sé at gé i sta, nér lesningskurven narmer sig
slutpunktet /ligevaegtspunktet.

Slutpunktet pa grafen er (600, 520), som svarer til, at saltindholdet i de to beholdere stabi-
liserer sig pa 600 gram og 520 gram. De sidste vardier er lgsningerne til ligningssystemet

ylI'=21-0,10- y1+0,075- y2
y2'=44+0,10-y1-0,2-y2

hvor der pa venstre side i begge ligninger indsattes 0.

At saltindholdet i de to beholdere stabiliserer sig, kan ogsé ses ved at tegne Y1 og Y2 som
funktion af X i et sedvanligt grafvindue.

750 |y

Der er adgang fil lesningerne ¥1 og y2
i variabelregisiret.

¥=600 fi(x)=del.y1_01(x)
T -
o f2(x)=del.y2_01(x)
/ p=520
!
/
|
-10 10 100
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9: Differentialligninger

Lotka-Volterra's rovdyr-byttedyr model

En beramt eksempel pa koblede differentialligninger er rovdyr-byttedyr modellen, hvor
y1 = antal kaniner (byttedyr) og y2 = antal raeve (rovdyr).

Modellen kan fx se saledes ud:
ylI'=0,08- y1—0,0003- yl-y2
y2'=0,0002-yl-y2-0,07y2

Koefficienternes betydning:

0,08: kaninernes vekstrate (uden raeve)

0,0003: kaninernes dedsrate (med raeve) = r&venes succesrate
0,0002: revenes vakstrate (med byttedyr)

0,07: revenes dedsrate (uden byttedyr).

Med begyndelsesbetingelser 800 kaniner og 75 raeve fis nedenstéende grafiske losning.

—— L
1000 .] }’QZRG-’VE" S S e T T T OT O OT v o v v Ty vy Y
. v ¥ o4
L] v l .-? . - R e S e i e e i T
A | | L S S S
L ” .
. T oY oY Y
VI RN
\ T rorYoY oy
VI RN
. \|( kg T r T 1
| N
Y ¥ \
. i T g r T ) "'
‘_-" "’ \|, o O O Y
N I \:, LA S S
¥
S S N N S
T T | A 4 a4 A4 4
by
[ ‘|( — F A x F 7
Lok
/100 H — - = ¥ —F F —F ¥
7 112 T .
AN e S S S > > > —»U‘.—“}.“—‘).- — — — yl=Kaniner|
*--150\‘__?" 100> > > > > > > > > > —> —> — —» —» — — — 1500
‘-T‘_]_SO |’7‘ A o~ o~ 3 — —3 — —3 — — —3 — — —3 —h —k — —» —
g |

Udviklingen gar mod uret pa denne graf. Begyndelsespunktet (800, 75) er markeret. Man
ser, hvordan den voksende kaninbestand efterhanden forer til en voksende ravebestand,
hvorved kaninbestanden falder. Men sa falder reevebestanden, og kaninbestanden vokser
igen osv.

2. ordens differentialligninger

Udsvinget U i et bestemt fjedrende system med gnidning eller luftmodstand kan beskrives
ved differentialligningen

u”+0,125u"+u=0
med begyndelsesbetingelserne u(0)=2 og u' (0)=0.

En sddan ligning kan lgses med deSolve. Vi vil nu se, hvordan den loses grafisk.

Det gares ved et lille trick, hvor differentialligningen omskrives til et system af to koblede
differentialligninger ved at satte yl=uogy2 =U":

yl'=y2
y2'=-yl1-0,125-y2
med begyndelsesbetingelserne y1(0) = 2 og y2(0) = 0.
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9: Differentialligninger

Lesningen til de koblede differentialligninger med Runge-Kutta-metoden ses pa nedensta-

ende diagram over (U, U' ) = (Y1, y2), hvor tiden X lgber fra 0 til 100. Man ser, hvordan
svingningerne efterhdnden der ud.

A A A A A F T T T v > I

2= e s w

i
iy
e
ax

&

A A A A A F x

AAAT AT NN N NN
411_'_144;

¥ ¥ Y ¥ ¥

L A A

Lo b b vl
[ i_1y2_1) 3
¥ Y v v v

¥ ¥ ¥ ¥ ¥
AU A SR

rrrry

Pé nedenstaende figur ses grafen for lgsnings-funktionen u fundet ved hjelp af deSolve.

deSolve{u'#D_ 125 w'+u=0and u{:0)=2 and u'{:0)=0,x,u:}l
» =2 (0929413 cos(0 998045 x)+0.125245 (0.929413) sin(0 998045 x)

Dertil kommer den numerisk grafiske losning af differentialligningen overlejret den ek-
sakte lgsning, s& man kan se hvor godt de passer sammen.

f1(x)=2. (0.929)" cos(0.998 x)+0.125- (0.939) sin(0.998 x)

]
<]
<

g

q

q

(

{

4

3
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Tip

Et faserumsplot
oprettes ved at satte
parametrene Metode
til Runge Kutta og
Felt til Retning. Ende-
lig sattes Plot-Start
og Plot-Slut til start-
og slutvaerdi for tiden.
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9: Differentialligninger

Dynamisk og interaktiv grafisk lgsning af koblede differentialligninger*

Som vi har set involverer koblede differentialligninger hele tre variable, en uathengig

variabel X og to afthengige variable y1 og y2. Det kan gere det lidt svaerere at gennemskue

de forskellige sammenhange. Man kan da kaste lys over betydningen af den grafiske
losning ved at oprette fire Graf-vinduer, der haenger indbyrdes sammen og dertil indfere
en skyder for tiden X, s& man kan treekke i skyderen og se den tidslige udvikling pé de tre

grafer (X,y1), (X,y2) og (y1,y2) samtidigt.

Vi bruger igen Lotka-Volterras rovdyr-byttedyr model som eksempel:

1"=0.08-y1—0.0003-yl-y2 y1(0) =800

y, y yl-y2  yl(0) . 0<x<100
y2'=0.0002-yl-y2-0.07y2 y2(0)=75

Vi starter med at splitte 1 fire vinduer og opretter forst faserumsplottet i gverste venstre
hjerne. Derefter tilpasses det hgjre graf-vindue foroven til den samme lodrette akse som i
faserumsplottet, mens den vandrette akse er tidsaksen. Tilsvarende tilpasses det venstre
graf-vindue forneden til den samme vandrette akse som i faserumsplottet, mens den lod-
rette akse er tidsaksen (laeg maerke til, at der er byttet om pa den uafhaengige og athangige
variabel i dette diagram!). Endelig har vi konstrueret en skyder for tiden i et geometri-
vindue i nederste hgjre vindue. Skydervariablen hedder tid.
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For at tegne (X,y2)-grafen i gverste hgjre vindue kunne vi bare indtaste forskriften pa
sedvanlig vis. Men vi kunne ogsé oprette en tekstboks |y =del.y2 Ol(X)| og traekke

den ind pa en koordinatakse.

For at tegne (Y1,X)-grafen i nederste venstre vindue er vi nedt til at bruge tekstboksmeto-
den, da der er byttet om pa den uathangige variabel og den afthangie variabel. Denne

gang treekker vi derfor tekstboksen |X =del.yl 01( y)| ind pé en koordinatakse.
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9: Differentialligninger

Sa skal vi bare have afsat lesningspunkterne herende til tidsparameteren ind pa graferne.

Vi starter i gverste hegjre vindue: Her afsettes et punkt pa grafen og ferstekoordinaten
kaedes til variablen tid. Derefter afsattes en vandret linje ved hjeelp af tekstboksen

, der treekkes ind pé en koordinatakse.

Vi fortsetter 1 nederste venstre vindue: Her afsettes et punkt pd grafen og andenkoordina-
ten kades til variablen tid. Derefter afsattes en lodret linje ved hjalp af tekstboksen

| x=del.yl 01(tid )| , der treekkes ind pa en koordinatakse.

Endelig skrives de samme to tekstbokse ind i det gverste venstre vindue (faserumsplottet)
og de traekkes ind pé en koordinatakse. Skaeringspunktet mellem den vandrette og lodrette
linje er da netop lesningspunktet i faserumsplottet.
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Treekker vi nu i skyderen for tid ser vi de ssmmenhgrende lgsningspunkter bevaege sig
rundt pa de tre grafer, der viser sammenhangene mellem de tre variable.

Vi har dermed fremstillet en sdvel dynamisk som interaktiv illustration af lgsningskur-
verne herende til de koblede differentialligninger.
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