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1. Graftegning og fastlaeggelse af toppunkter

Grafer indskrives og tegnes i Grafer-veerkstedet. Dobbeltklik i Graf-rummet
(eller tast CTRL-G) for at komme op i indtastningslinjen. Hvis du ikke ensker
de skal hedde f1, f2 osv., kan du sendre navnene under indtastningen af for-
skrifterne. Vinduesgraenserne kan eendres ved direkte indtastning af tallene pa
akserne — brug TAB til at springe mellem vinduesgreenserne. Man kan ogsa
veelge menupunktet Vindue > Vinduesindstillinger. Endeligt kan man traekke
i akserne ved at gribe et aksemeerke. Holdes SHIFT nede sendres akserne uaf-
heengigt af hinanden.

For at finde et toppunkt for en graf kan man afsaette et punkt pa grafen og
derefter forsigtigt traekke det hen til toppunktet med musen. Ved et maksi-
mumspunkt fremkommer da oplysningsteksten , ved et minimums-
punkt oplysningsteksten . Herefter kan koordinaterne afleeses. Leeg
meerke til at toppunktet er statisk — det felger ikke med, hvis du traekker i gra-
fen!

maksimum
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Man kan ogsa finde toppunkter ved at udnytte A= 1N

fLs TiMulpunkt
Undersog grafer-menuen. Resultatet er adgang
til en omfattende hjeelpepakke for at finde inte- AT 2:Minimum
ressante punkter pa en graf. Veelger man fx

Maksimum, skal man specificere et spgeinterval Py 2L
i form af en nedre graense og en evre granse.

; = 4:Skaeringspunkt
Det kan gores ved at klikke med musen eller

man kan direkte indtaste tallene for den nedre h:ﬁ 5:\endepunkt
graense og den ovre greense. Leeg meerke til, at A=
nar du har angivet den nedre greense dukker dijas ©- V70X

maksimumspunktet op med det samme, men i

7:Integral
starten er det bare endepunktet for segeinterval-

let lige indtil du flytter musen forbi det rigtige @ 8:Undersgg keglesnit »
maksimumspunkt for grafen. Det er ogsa veerd

at vide at makSimumspunktet denne gang €er N:a; Maksimum: Klik p4 funktionsgrafen og
dynamisk: Hvis du traeekker i grafen (hvilket du herefter pa den hajre og venstre
netop kan med parabler) folger toppunktet med, sogegrense (eller indtast x-vaerdien)

sa leenge det ligger inden for det oprindelige so-
geinterval:

B 61y

maksimum| .,
X=X +2 x+1

£2(x)=x2—5 x+3

re graense’
avre g 4

Man kan selvfglgelig ogsa bakke den grafiske undersogelse op med en sym-
bolsk beregning ved hjeelp af kommandoerne fMax og fMin i Noter-vaerkstedet.
De kan fx findes i menuen for differential- og integralregning. Man skal da op-
rette et matematik-felt (fx med CTRL M) og indskrive kommandoen med angi-
velse af et passende sggeinterval. Disse kommandoer skal dog anvendes med
en vis omtanke! Forst og fremmest skal man vide, om det er et maksimum eller
minimum man gnsker at finde. Derneest skal sggeintervallet angives preecist.
Ellers er svaret vildledende. For hvis sggeintervallet slet ikke indeholder det
gnskede toppunkt far man ligesom i den grafiske sggning kun oplyst det hgje-
ste punkt péa grafen indenfor sggeintervallet (eller det laveste punkt pa grafen
indenfor segeintervallet). Brugen af fMin og fMax boer derfor altid kontrolleres
med en graftegning!
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3 - & - - é = | TI-Nspire Sans 11 - A- A- B I U A A aBe
2+)= 1:Handlinger b
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X Jindsaet 4
M 4:Formater 4
|55 Sundstillinger for matematikfelt »
eregninge [..,.]‘I:Definere variahle k
L5 2:7al ,
X=3:algebra ’
EX EENWEIREETERETERLIL A 1:Differentialkvotient
% 5:Sandsynlighe dsregning . | 2:Differentiallovotient i et punkt. ..
— 3integral
XK B:Statistik 4
4:Graansevaerdi
ooj-. .
[DD 7:Matricer og velktorer *| 5:5um
$ ¢ 8:Finans + | &:Produkt

7:Funktionsminimum

2:Ligning for tangent

AcLigning for narmal

E:Buela=ngde

C:Serie ’
D:Differentialligningsleser
E:Implicit differentiation

F:Mumeriske beregninger 4

x_max::right(flui[ax(ﬁ (x)lx))m‘::x‘idl !

y_max:=f1(x_max) > 2

Maksimumspunktet for f1 er altsa givet ved (x_max;y_max) = (1;2).
Eksempel 1

Man behgver ikke skrive det sa fancy. Man kunne ogsa have ngjes med kom-
mandoerne:

fMax(ﬂ (xlx)
f1{1) =2

Maksimumspunktet for f1 er altsa givet ved (1;2).

O<x=d » x=1

Eksempel 2

Pointen er imidlertid at Noter-veerkstedet i modseetning til Beregnings-vaerk-
stedet er fuldt dynamisk og interaktivt, dvs. det opdateres automatisk nar man
fx treekker i grafen og derved eendrer toppunktet. I den lidt kunstfeerdige opstil-
ling af det forste eksempel, hvor vi har navngivet resultaterne af beregningerne,
sikrer vi netop en sammenhengende keede af beregninger, der alle opdateres
korrekt, nar grafen eendres. I det andet eksempel er det kun forskriften for f1,
der opdateres. Derfor bliver det kun x-veerdien for toppunktet, der udregnes
korrekt. Tilsvarende skal man selv handrette i konklusionen. Igen taler det

derfor for at man altid backer en udregning af et toppunkt op med en grafteg-
ning.



TI-Nspire CAS version 3.6

Bemeerkning 1: I de folgende opgaver skal man ol

veere opmeerksom pa at symbolet e star for grund- X W 8 -
tallet til den naturlige logaritme og derfor skal ind- e Matemaikskabsioner |
tastes omhyggeligt. I «3° Tegn-oversigten (i ven- S |
stre sidepanel under hjeelpeprogrammer) star det i Dobbeltkik pd ikonet for atindss=tte elementet
forste raekke lige ved siden af tallet pi. Grundtallet
for den naturlige logaritme kan ogsa indtastes som

@e, hvor det er afgerende at man bruger et lille e, _ et L
idet @ efterfulgt af et stort E star for eksponent-
tegnet i et decimaltal. Endelig kan den naturlige
eksponentialfunktion indtastes som exp().

I alle tilfeeldene overseettes det til et lille fedt kur-
sivt e, nar det skrives som pretty-print. Det ene-
ste man ikke kan, er at ngjes med at taste et lille
e, for sa star det jo blot for en symbolsk konstant,
der ikke er tilskrevet nogen veerdi, ligesom bogsta-
verne a, b, osv.
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Pa lommeregneren har den naturlige eksponential-
funktion sin egen tast, sa her opstar problemet

lkke' Katalog

|
I): Matematiske operatorer |
|
|

Bemarkning 2: [ de folgende opgaver skal du ind 7~ Enhedsomregner
i mellem arbejde med funktioner, der kun er defi- (l} Bibioteker
neret i et begreenset interval, fx

f(X)=x*=5x+2 , 0<x<5

Her skal du veere opmeerksom pa at begreens-
ningen ikke ber medta-

ges i definitionen af 13(xc)={flx), 055

funktionens forskrift, da
det besveerliggor sym-
bolske udregninger si-
denhen. Definitionsin-
tervallet tilfojes i stedet

som en lokal ind- \ /

skreenkning ved hjeelp (10 ) T
af betingelses-

kommandoen |, nar du
tegner grafen for funkti-

onen.
£3(xc)={lx), D=5

f(x):=x2—2-x+5 » Udfert -6.72
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Tegn de folgende grafer og angiv koordinaterne til eventuelle maksimums-
og minimumspunkter med to decimaler.

a) y=4.1-xX-3.5-x* c) y=€*—4€+3
2

b  y==_1 d) y=e‘-2x
X +1

Funktionen f(X)=0.5-X —=3-X +4.5-X+1.8 er defineret for

-1< x £3.5.
Tegn grafen herende til denne definitionsmaengde og angiv funktionens
storste- og mindsteveerdi i dette interval.

Funktionen f(X)=€‘—e-X er defineret for 0< x <1.6.
Tegn grafen og angiv funktionens sterste- og mindsteveaerdi.

Funktionen f(X)=Xx++9-x er defineret for —0.5< x < 2.5.

Find funktionens sterste- og mindsteveerdi. Svaret angives med 2 decima-
ler.

Tegn grafen for funktionen y = cos x + sin 3x iintervallet O < x < 2r. Find
koordinaterne til eventuelle lokale maksimumspunkter og minimums-
punkter i dette interval.

Ved en dagsproduktion pa g ton af en vare kan produktionsomkostninger-
ne per kg, P (q) kr., udregnes efter formlen

P(q)=0.1-g' —0.46-q° +19 1<g<5.
Bestem den storste respektive mindste omkostning pr. kg produceret vare.
For at fremstile x tusinde enheder af en vare skenner en arbejder at om-
kostningen per produceret enhed (malt i kr.) felger formlen
y=4x-In(xX)+12, x>0

Hvor mange enheder skal man producere, hvis man gnsker at minimere
omkostningerne?

I folge en model afheenger en persons lungevolumen y (i liter) af alderen x
(i ar) pa den folgende made

y=110.0)=2 x> 10.
X

Fremstil en graf for personens lungevolumen for 10 < x< 70 og find den
alder hvor personens lungevolumen er maksimal.

6
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Voluminet y (malt i cm3) for 1 kg vand kan i temperaturintervallet
0 < x< 30, hvor x er temperaturen i °C, udregnes efter formlen

y=999.87—0.06426- x+0.0085043- x> —0.0000679 - X’
Ved hvilken temperatur er vandets densitet maksimal?

Antallet af individer i en population varierer ifslge formlen
P(t) =1000- "
hvor ter tiden i ar og der regnes i radianer.

Til hvilke tider t > O indtreeffer de to forste ekstremumsveaerdier og hvor
stor er den tilhgrende population?

Et rektangel har omkredsen 24 cm. Det drejes omkring en af sine sider
sa der dannes en cylinder, jfr. figuren.

Bestem en sammenhaeng mellem x og h.

Cylinderens rumfang er y cms3. Bestem y som funktion af x.

Angiv definitionsmaengden.

Bestem det storste rumfang cylinderen kan antage. Svaret anferes med
tre betydende cifre.

/ I' \
Et rektangel har som vist pa figuren to hjerner pa x-aksen og ét hjerne
pa kurven y = 4 — x2 i forste kvadrant.
Lad punktet P have x-koordinaten p og udtryk rektanglets areal A som
en funktion af p.

Angiv definitionsmaengden.
Bestem det storste areal som rektanglet kan antage.
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1.13
1
: h
:
AL R I
/’ X
X
En kasse med lag har en kvadratisk grundflade hvis side er mindst 1
cm. Se figuren! Den samlede overflade er 600 cm?.
a) Bestem en sammenheeng mellem x og h.
b) Kassens rumfang er y cms3. Udtryk y som funktion af x.
C) Angiv definitionsmaengden.
d) Bestem kassens storste rumfang.
1.14
B
/ﬂ\
A U
c
Hvor stor er vinklen AOB, nar summen af bueleengden AB og korde-
leengden BC er maksimal?
1.15
-~ 125m B
2
Tl BOm o 1200 kr./m

A 720 kr./m P X
Et elkabel skal leegges fra en position A pa den ene side af en kanal til
en position B pa den anden side af kanalen. Omkostningerne ved at
grave kablet ned i marken er 720 kr./m. Under vandet er omkostnin-
gerne der imod 1200 kr./m. Hvor skal punktet P ligge for at de samlede
omkostninger kan blive sa sma som mulige?

1.16 For hvilket tal mellem O og 1 er forskellen mellem tallet selv og dets ku-
bus (tredjepotens) sa stor som mulig?

1.17 En trdd med leengden 10 cm bgjes til en cirkelbue. Undersog arealet af
det tilhgrende cirkelsegment.

PN
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2. Numerisk lgsning af ligninger

Eksempel 2.1 Los ligningen €‘=2x+1. Svaret anfores med to decimaler.

Opgaven kan lgses grafisk pa felgende made: Forst tegnes graferne for funkti-

onerne fl(X)=¢€* og f2(X)=2x+1 (svarende til de to sider af ligningen):

A

;)"‘ Skaeringspunkt Klik pa to funktions- eller .75
: ligningsgrafer og herefter pd graenserne for
« |s@geintervallet (eller indtast relevante
v |veerdien).
. +1
L]
. 1
: f’/’ X
-10 1 10
L]
L]
L]
.
nedre graense? T
g -6.75

Derneest bestemmes skaeringspunkternes koordinater ved hjeelp af skaerings-

punkt-verktgjet i Undersog Grafer-menuen eller du afseetter et frit punkt

oven i skeeringspunktet:
x=0givery=1
x=1.25643 giver y = 3.51286

Svar: Ligningen har altsa lgsningerne x=0 og x = 1.26 (med 2 dec.)

Ligningen kan ogsa loses numerisk i Noter-veerkstedet ved hjeelp af en solve-

kommando:

Advarsel

=)

|Der kan vaere flere lesninger. Forsgg at
specificere relevante nedre og @vre graenser
ogleller et gaet.

Eksempler ved hjzlp af solve():

+ solve(Ligning, Var=Gat)|nedre
graense<\ar<gvre granse

+ solve(Ligning, \Var)|nedre
graense<Var<gvre graense

+ solve(ligning, Var=Gat)

SDl“IE(H [:I)=f2(lejx) » v=0 or x=1.25643 4 \ it

9
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Man far altsa igen x =0 og x = 1.26. Men leeg meerke til advarslen! TI-Nspire
CAS tor ikke afggre om der kan veere flere lgsninger. En graftegning vil derfor

under alle omsteendigheder veere pa sin plads!

Bemeaerkning: | nogle af de folgende lignin-

Attributter for matematikfelt (Aktuel)

=X

ger skal der regnes i radianer. De generelle
standardindstillinger for TI-Nspire CAS
sikrer nu netop, at der regnes i radianer i
alle andre veerksteder end Geometri-
veerkstedet. Med mindre man ved hvad
man gor, er det klogt at felge disse stan-
dardindstillinger. Leeg dog meerke til at
man altid kan sendre vinkelindstillingen
lokalt i Noter-veerkstedet, nar man arbej-
der i et matematikfelt, fordi vinkelindstil-
lingen er en del af matematikfeltets attri-
butter. Du kan sendre flere matematikbok-

Indszet symbaol; s

Input og output: I‘u’is input og output - |

v |

Cifre i display: IAuto

-

se pa én gang ved at markere dem alle.

Dokumentindstillinger

Dokumentindstillingerne

geelder for alle andre veerk-
steder end Grafer- og
Geometri-veerksdterderne
(der har sine egne indstil-
linger). Det er dokument-
indstillingerne, der be-
stemmer hvad der sker i en
matematikboks, nar Vin-
kel er sat til Auto.

Generelle indstillinger

Vis cifre

Yinkel

Eksponentielt format:

Reelt eller komplekst format:
Beregningstilstand:
Vektorformat:

Talsystem

Enhedssystem

[Flydendes = |

Radian
Grader
MNygrader

[Auto ~|

IRtﬂ.l-rtangulmr v |

| .
Decimal ~|

g -

Gar til Standard Gendan

0K |

Annuller |

Indstillinger i Grafer og Geometri

Grafer- og Geometri-

S

veerkstederne har deres
egne indstillinger, hvor
vinkelmalet som udgangs-
punkt er sat til radian i
Graf-veerkstedet og grader
i Geometri-veerkstedet.

Vinkel i Grafer: IRadian

Vinkel i Geometri: IGrader

Vis aksernes slutvaerdier

........................

________________________

...........

___________

- |

[ Skjul automatisk plotetiketter

[ Vis vaerktgjstip til manipulation af funktioner

Find automatisk interessante steder

| Gendan | | Gertil Standard | |- OK | | Annuller

10
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Les ligningerne (idet der regnes med radianer i den anden ligning!)
a) €=4-0.5-X b) cos x=0.5x
Losningerne angives med tre decimaler.

Tegn funktionens graf og angiv antallet af nulpunkter
f(X)=1+3x-x%
f(x)=x>+3x-1
f(X)=3x"—10X’ +7x+1

Tegn graferne for funktionerne f(X)=sin(X) og g(X)=€".

Afgor dernzest hvor mange lgsninger ligningen sin(X)=€ " har i intervallet

0 < x< 16. NB! Der regnes i radianer!

Hvor mange lesninger har ligningerne (der regnes i radianer!)
a) sin(X)=0.01x, x>0 b) sin(X)=1.11-log(x), X>0

Bestem med fire decimaler hvor kurven med ligningen
y=X —3%x +3x-1
skeerer x-aksen.

Bestem med fem decimaler samtlige readder til ligningerne
a) cos(X)=0.5-In(x)—0.2 b) cos(X)=0.25x—0.025- X’
NB! Der regnes i radianer!

Der er givet ligningen 8X —5X' —20X’ +6x=0.

a) Hvor mange redder har ligningen?

b) Bestem den mindste positive rod.

c) Bestem den rod som ligger i intervallet 1 < x < 2.
d) Bestem den storste negative rod.

Svarene skal opgives med fem decimaler i b), c) og d)

I en formelsamling finder vi: -

4nr’ L
Kuglens rumfang = T;r 6

2

;l -(8r—h)

Vi vil nu skeere et udsnit ud af en kugle

med radius 1 pa en sddan made at ud-

snittets rumfang bliver en fjerdedel af hele

kuglens rumfang.

Opstil en ligning til fastleeggelse af udsnittets hejde x.
Hvor mange lgsninger har denne ligning?

Hvilken lgsninger er relevante for vores problemstilling?
Bestem disse med fire decimaler.

Kugleudsnittets rumfang =

RIS

11
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For at frembringe en kasse bortskeeres de kvadratiske hjerner fra en
rektanguleer papskive med malene 12.0 cm X 16.0 cm. Derefter bgjes
siderne op, sa man fer frembragt en aben kasse uden lag. Bestem siden
for de bortklippede kvadrater, x cm, sa rumfanget for kassen bliver 185
cm3.

16.0

I

12.0

Opstil en ligning til fastleeggelse af x.

Hvor mange lgsninger har denne ligning?

Hvilken lesning(er) er relevant(e) for vores problemstilling?
Bestem denne (disse).

En oliecisterne har form af som en cylinder med vandret grundflade.

Summen af radius og hejden skal veere 12.0 m og rumfanget skal veere
745 m3. Bestem hgjden, x m, sa cisternen bliver sa lav som mulig.

12
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3. Arealberegning med integraler

Eksempel 3.1 Kurverne med ligningerne y= !

- og y=2.5- x> skeerer hinanden
X

i fire punkter, hvoraf A og B ligger i forste kvadrant. Bestem arealet for det om-
rade, der indesluttes af kurvestykkerne fra A til B.

Opgaven kan lgses grafisk pa folgende made. Forst tegnes kurverne, s omra-

det tydeligt fremstar. Skeeringspunkterne findes ved hjeelp af skeeringspunkt-
veerktojet fra Underseg grafer-menuen:

[ 35

Ry |

(0.707,2 ﬁ\

VN
)«"Ir / \‘\ \\
fB(,'l=_J— , \\\\
)/ \
/ s
" J(-141,05) (1.41, 0-5\‘]\“_
— ] 0.2 \ ——
/ \ X
2.5 / 0.2 \ 2.5
/ 0.5 \
Det fremgar af figuren at skeeringspunkterne A ¢ -
og Bi forste kvadrant har koordinaterne: R tHandiinger »
A(0.707; 2.) og B(1.41;.5) B, 2vis
Forst overfores A og B’s x-koordinater til x-aksen | 3cemassningresos
ved at oprette de vinkelrette linjer pa x-aksen @4;“”@920” '
gennem A og B. Dette gores for at kunne udpege A

graenserne for integralerne preecist med musen,
nar vi efterfelgende anvender integral-veerktgjet!
Vi kan herefter udregne arealet af omradet

mellem de to grafer. Dette gores ved at udregne
omradet under f2(x) og fratreekke omradet at are-
alet under fi(x). Omraderne under graferne be-
stemmes uafhaengigt af hinanden ved hjeelp af
integral-veerktgjet fra Underseg grafer-menuen.
Veelg forst veerktojet, udpeg grafen og til slut den
venstre og hgjre afgreensning (skeeringspunkter-
ne pa x-aksen). Det kraever praecision at ramme
afgreensningspunkterne pa x-aksen helt preecist!

O, B:Underseg arafer

B R
A 2L TiNulpunket
| 7:Tabel

& aceometi

{IT,!, YIndstillinger ...

b AE o
1 2 Minimum

n= '
' i 3:Maksimum

' | 2 4:Skaeringspunkt

Aa
A Svendepunkt

n=
AR

7:Integral

O 8:Undersgg keglesnit »

Integral: Klik pa funktionsgrafen, og
klik derefter pa den svre og nedre

greense (ellertast ' efterfulgt af
xvaerdien)

Til sidst traeekkes de to integraler fra hinanden (skriv en tekstboks med formlen
[2-11 - da grafen for f2 ligger over grafen for f1 - og beregn den ved at hgjre-
klikke og udpege de fundne veerdier for integralerne) og vi finder arealet til at

veere 0.942809 — 0.707107 = 0.235702.
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. - \
[ 3.63 |v II
|I II
II |
1 II II
fl |:__"-_',I|=—_ I|I
2 \
x* \
||I - — I ‘Hm\\ II|I
|IIII IIII
' 0.707,2
/(-0.707,2) ( 2)
i
i
ff/ . [7=0.942809
y -
f2(x)=2.5-x/ ;,-* 12=01707107
/ / 11-I2 =0.235702
.-";. _})‘Ir
/
.f'f/ B
e | £
"/ (-141,05) (Tu1,0.5)
— / 2 W "-—_________
,n"ll 0 - \\I 1
N 7 ; .
221 / -0.37 19-2 \ 2.49

Vi kan ogsa udregne arealet ved at beregne arealet under differensfunktionen

F3(¥ = f2(-f1(x

(idet f2 ligger overst). Derefter finder vi som vist nulpunkterne (hvis x-koordi-

nater jo netop svarer til skeeringspunkterne). Endelig bruger vi sa den saedvan-
lige integralrutine for at finde arealet:

areal=0.235702
/0

| \

| | | I|I

|I | | |

I:' | | |I

| | | |
,' | 05

Resultatet bliver selvfalgelig det samme som for: 0.235702.
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Endelig kan vi finde arealet ved hjeelp af rent symbolske udregninger pa fol-
gende made, idet vi indskriver 2.5 som 5/2 for at holde os til eksakte symbol-
ske udregninger. Forst finder vi greenserne for integralet, dernaest udregnes
integralet symbolsk og endelig udregner vi ogsa den talmeessige vaerdi af inte-
gralet fx ved at taste CTRL-ENTER:

1

Iz

flx):

—_—

x_a:=x_vaerdier[3} v j

areal:—J

x b

X a

)(_vaardier:=expblist(so1vefflix]=g(x],xlx:l . 'l-.,‘|'2 ,

(glx)~f(x]}dx » L

~y

x_b:=x_veerdier[4] » .,_."2_

—_—

areal = 0.235702

6

Det eksakte areal er altsa faktisk %! Men hvis det er et praktisk brugbart re-

sultat vi er ude efter afrundes det passende fx til fire decimaler, dvs. 0.2357.
Som saedvanligt kunne vi ogsa have opstillet udregningen meget mere direkte:

solveff(xj=g(xj,x) > :r_=-.,‘|'5 or x=—

| |
or Xx=

or x=| 2

Men sa mister vi dynamikken! ZEndres en af forskrifterne skal vi selv efterfol-
gende ind og eendre i graenserne for integralet. Det er det vi i hgjere grad und-
gar ved at navngive resultaterne af beregningerne, idet vi sa hele tiden refererer
direkte tilbage til tidligere beregninger.

Som seedvanlig er det god
skik at understotte den
symbolske udregning med
en passende grafisk illustra-
tion! Fx kan man skravere
det sogte omrade, eller ret-
tere man kan skravere det
omrade, der ligger udenfor
ved at tegne ulighederne

y < fl(x) og y > f2(x)
(Pa indtastningslinjen slet-
ter du lighedstegnet for at
indskrive en ulighed).

3501

]

0.5

0.5
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Bemaerkning: [ det ovenstaende eksempel fastlagde vi greenserne grafisk ved at
overfgre skeeringspunkterne til x-aksen. Det er ogsa muligt at indtaste koordi-
naterne direkte. Det rejser imidlertid det problem at vi kan kun skrive tal-
veerdierne med tilneermelse - om end vi kan traekke rigtigt mange decimaler ud
med attributter og derefter kopiere dem ind i koordinatudtrykket. Det kan da
veere nyttigt at vide at man godt kan indtaste symbolske formler i koordinatud-
trykkene. Efter at have udpeget grafen for f1 kommer vi til den nedre greense

og taster x-veerdien direkte ind fra tastaturet (start med et tal, fx 2). Her kan vi

da som vist direkte indskrive det symbolske udtryk ﬁ (og tilsvarende for den
gvre graense).

[ 35ty
| P
f :
1 o
f1(x)=— ‘|
A 1
2 1
: |
| .l
| —— ol
II| - S I'I
| =
II II i
/ \4{_0.?0?,2}
//(-0.707,2 ) fo\ \
/ [ \
_F_f ,-"'l . \ \
f2(x)=25-x% / qrt(2)/2 \
/ ),r‘; E \ \
V \\\'\
v : N\J(141,05)
T . e
___F—-""/ f."" {._1_4:]”0_5] : -\\ -..__________
_— / 0.2 . \ —
/ x X
re f 0.2 \ 2.5
nedre greense? 0.5 \
363 Ty '|
|I |
| ||
I |
1 II II
flix)=— |
x4 I'.
|II - — __H"‘“mh I|
// 1 )
- (0 707106781, 2
//(-0.707,2) H\E :
/| \ \Az‘eaf?=0.?0?106?81
/] |\
S/ AN
f2(x)=2 5—:--:"',-"’r j,-’ \\ N
g
/ /f N
/ \
#’f/ \ B
£ 12
"/ (141,05) (|1.414213562,0.5)
— / 0.2 \.‘\ — _____]-
f \ J
i i
-2 ] 2
2.51 ,-‘I 037 10:2 2.49

En anden mulighed er at gemme skaeringspunkternes koordinater i variable og
sa referere direkte til disse variable, nar vi indtaster koordinaterne.
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Beregn arealet af det omrade som indesluttes af kurverne
y=€' og y=2X +5X.

Beregn arealet af det omrade som indesluttes af kurverne
y=2€"* og y=5.5-0.6X.

Beregn arealet af det omrade som indesluttes af kurven y=¢€—X og lin-
jeny=x+35.

Beregn arealet af det omrade som indesluttes af kurverne
y=In(x+4) og y=0.5x.

Kurven y=3X'-16X +18X’ -6 afgreenser sammen med x-aksen et omra-
de. Beregn arealet af dette omrade.

Kurven y=0.3x—1.2X’ +2 afgreenser sammen med x-aksen to omrader.
Beregn omradernes samlede areal.

Kurverne y= og Y=3X'—X —2 afgreenser to omrader. Beregn area-

XZ

let for hvert af disse omrader.

Kurverne y = sin x, 0 < x<m, og Y=0.5X afgreenser et omrade i pla-
nen. Beregn omradets areal.

Kurverne y=cos(X)’, 0 < x<m/2, og Y=0.5¢"-0.4 afgreenser sammen
med y-aksen et omrade i planen. Beregn omradets areal.

Beregn arealet af det omrade som afgreenses af kurven y=+/x+2 , y-
aksen og linjen y = x.

Kurverne y=

\/1_2 og y=2-cos(X) afgreenser et omrade i planen. Be-
I-X

regn arealet af dette omrade.

Kurverne y=10x—-2Xog y=5€"—1log x-aksen indeslutter tre omrader.

a) Udtryk arealet af det storste af omraderne ved hjeelp af integraler.
b) Beregn dette omrades areal.

Kurverne y=3X og y:l samt linjen y=35indeslutter et omrade i forste
X

kvadrant. Beregn omradets areal.
Beregn arealet af det omrade i forste kvadrant som indesluttes af kur-
ven y:L og linjerne y=xog y=0.2X.

X2

17
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4. Beregning af vejstraekninger mm.

Eksempel 4.1 En genstand bevaeger sig retlinjet. Hastigheden v (t) m/s er
fastlagt ved formlen V(t)=5.8-t>~1.9-t+3.2, hvor ter tiden i sekunder. Hvor langt
beveeger genstanden sig tidsrummet fra & = 1.5 til & = 3.5?

1007%

/’_

1 1.5 3.5 4

I et lille tidsinterval At til tiden t kan vi med tilnesermelse opfatte hastigheden
som veerende konstant. Den tilherende vejstraekning As kan derfor beregnes
ved hjeelp af sammenheengen

vejstreekningen = hastigheden - tiden, dvs. AS=V(t)-At
Den samlede vejstraekning er derfor givet ved arealet under hastighedskurven
fra t; til t: s2— s1 =X v (t)At. Her star symbolet X for 'summen af alle', dvs.
arealet udregnes som summen af de sma rektangler, hvor tilneermelsen bliver

bedre og bedre jo mindre tilvaekster At vi anvender. Den sggte vejstraekning kan
derfor udtrykkes som et integral:

t
s-§=[ v
I det ovenstaende tilfeelde finder vi derfor vejleengden givet ved integralet
s=[ 758 -19-t+32-t ot

1007

) s /

//
//
Areal under kurve = 73.266667 As=v-At -
A
A
e
Tt
—t

/—f‘
5 X
1 1.5 3.5 4
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Den sogte vejstraekning kan derfor i almindelighed udtrykkes som et integral:
t
S, -5 :jtl v(t) dt

I det ovenstaende tilfeelde finder vi derfor:

3.5

Svar: Genstanden tilbageleegger 73.3 m.

Vi kan ogsa reesonnere pa en helt anden made: Fra differentialregningen ved vi
at hastigheden fas ved differentiation af vejstraekningen med hensyn til tiden:

v(t) = s'(t)

Men det betyder jo at vejstraekningsfunktionen er en stamfunktion til ha-
stighedsfunktionen! Vi kan derfor finde den tilbagelagte vejstreekning som til-
veeksten for vejstreekningsfunktionen, dvs. som et bestemt integral:

s, -8 =slt,) - s(t)= [ “s'(t)dt = [ “v(e) at

Det forer altsa til den samme symbolske udregning som for.

4.2 En genstand bevaeger sig retlinjet. Hastigheden v(f) m/s er fastlagt ved
formlen V(t)=10+14.5-t*, hvor ter tiden i sekunder. Hvor langt kommer
genstanden i tidsintervallet fra t= 1.5 til t = 2.5?

4.3 En bold kastes lodret i vejret med hastigheden (17-4.9-t) meter i sekun-
det, hvor ter tiden i sekunder. Hvor langt er bolden kommet til ¢ = 0.9?

4.4 For en sportsvogn som accelerer fra hvile kan hastigheden v(t) m/s i tids-
intervallet O <t < 18 beregnes ud fra formlen W(t)=3.7t—0.082-t*, hvor ter
tiden i s. Hvor langt nar sportsvognen pa 8 s?

4.5 Vand pumpes ind i en tank med hastigheden (150-0.9t) liter i minuttet,

hvor ter tiden i minutter. Tanken er tom til at begynde med. Hvor meget
vand er der i tanken efter en halv time?

4.6 Temperaturen y °C i en smelteovn stiger med hastigheden

0.26t —0.00012t> +0.021 grader i sekundet,
hvor ter tiden i sekunder. Bestem temperaturstigningen fra tiden ¢t = 10 til
tiden t= 15.
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5. Teetheder og integraler

Eksempel 5.1: [ en by skenner man at befolkningsteetheden f(X) indbyggere
per kvadratkilometer varierer efter formlen f(x)= 2000 , x> 1, hvor x km er af-
X

standen til centrum.

Hvor mange personer bor der i cirkelringen mellem x= 1 og x= 10?

Losning: Vi markerer en smal cirkelring med bredden Ax. Dens areal er givet
ved AA = 2ntxAx

AX [ ] - X
21X X / /
e

Befolkningsantallet indenfor den markerede cirkelring er derfor

AP = 2000 -AA = ZatLlt -21x - Ax = 400071 - Ax

x x
Bidraget til befolkningsantallet indenfor striben fra x til Ax er derfor netop area-
let under grafen y = 4000n. Den samlede befolkningsantal er derfor givet ved
det samlede areal, dvs. kan udregnes som integralet:

P = f 110 40007 dx = [40007]'° = 400001 — 40001 = 360007 ~ 113000

Svar: Befolkningsantallet er 113 000.

5.1 Ien stad er befolkningsteetheden (2000—X3) indbyggere per kvadratkilome-

ter, hvor x betegner afstanden til centrum i kilometer. Hvor mange perso-
ner bor indenfor en radius af 10 km regnet fra centrum?

5.2 Indenfor et omrade har man fundet ud af at teetheden for et miljefarligt
emne f(X) enheder/m?2 varierer i folge formlen

f(x):@ , x> 1
X

hvor x m er afstanden til centrum.
Hvor mange enheder af emnet findes der indenfor en cirkelring fra x = 10

til x = 100?

5.3 Et vandingsanleeg spreder vand indenfor et cirkuleert omrade. Man sken-
ner at nedbgren indenfor omradet i lobet af et degn er (100-x) mm, hvor x

er afstanden i meter til omradets centrum. Hvor meget vand sprgjtes ud i
lobet af et dogn indenfor hele omradet?
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6. Rumfangsberegninger

Eksempel 6.1: Bestem rumfanget for en kugle ved at opdele kuglen i 'cylinder-
skiver' og siden hen integrere:

AX

Rumfanget af en cylinderskive er givet ved AV =ny”-Ax. I dette tilfeelde kan vi
ved hjeelp af Pythagoras saetning fastleegge hvordan y atheenger af x:
Y+x-rf=r*dvs. y’=r"—(r—-xy =2xr-x’
Rumfanget af cirkelskiven er derfor givet ved
AV =1 (2rx — x°)- Ax
Hele rumfanget fas derfor ved at summere alle cylinderskiverne
V=Xn(2r -x—x°) Ax

dvs. ved at integrere - (2r- x—x°) fra x = 0 til x = 2r.

Resultatet skulle gerne virke bekendt!

6.2 Det omrade som begreenses af kurven y= JX, x-aksen og linjen x=4

drejes omkring x-aksen. Derved fremkommer et omdrejningslegeme. Op-
deles det i cylinderformede skiver langs x-aksen kan rumfanget findes ved
integration efter x. Find rumfanget.

6.3 Folgende omrader drejes omkring x-aksen. Beregn omdrejningslegemernes
volumen.

a) Yy=2X-X og x-aksen

b) y=X, x-aksen, linjerne x=1 og x=2

) y:l , x-aksen, linjerne x=1 og x=100
X

d) y=e€", x-aksen, linjerne x=0 og X=r

6.4 Det omrade som afgreenses af kurven y=X, y-aksen og linjen y=9 drejes

omkring y-aksen. Beregn omdrejningslegemets rumfang ved at opdele det
i cylindriske skiver langs y-aksen og siden hen integrere efter y som den
uafheengige variabel!
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Eksempel 6.5 Det omrade som afgreenses af kurven y=4-X', x-aksen og y-

aksen drejes omkring y-aksen. Denne gang deler vi omdrejningslegemet i "cy-
linderskaller". Beregn rumfanget ved hjeelp af en integration ud fra denne opde-
ling i cylinderskaller.

(0.4) _ (0.4)
A~ |5 e ™~

Losning: Rumfanget af en cylinderskal med grundfladen 2nx - Ax er givet ved
AV =2nx-Ax-y=2nx-y-Ax =2mx- (4 —x°)- Ax = 21- (4x — x°)Ax
Hele rumfanget fas ved at summere cylinderskallerne V =X 2 - (4x — x°)- Ax

dvs. ved at integrere funktionen 2n - x- y = 2n-(4x—x°) efter den uafheengige
variabel x fra x = 0 til x = 2:

f(I):=4—I2 » Udfort
2

2 (x-f(x):ldx =8m
0

Rumfanget er altsa givet ved V = 8m.

6.6 Det omrade som afgreenses af kurven y:l, x-aksen samt linjerne x=1 og
X

x =3 drejes omkring y-aksen. Beregn omdrejningslegemets rumfang ved at
anvende en opdeling af omdrejningslegemet i cylinderskaller.

ER 2ty

[2,0135335)

{20} !
Figur til opgave 6.7 Figur til opgave 6.8

6.7 Betragt omradet skitseret pa figuren. Opstil et integral til udregning af
rumfanget for det omdrejningslegeme, der fremkommer, nar omradet dre-
jes omkring

a) y-aksen og du anvender metoden med cylinderskaller

b) y-aksen og du anvender metoden med cylinderskiver

c) x-aksen og du anvender metoden med cylinderskiver

d) x-aksen og du anvender metoden med cylinderskaller

6.8 Samme opgave som i 6.7 for det viste omrade.
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7. Buelaengder

Eksempel 7.1: Arealet under sinusbuen er 2 arealenheder. Men hvor lang er

selve buen?

12517
> f1(x)=sin(x)[0<x<n
\
0.1
-0.5 0.1 4
-0,25
Vi forseger os med en almen lgsning pa problemet! As
Vi inddeler kurven i et antal segmenter med laeeng-
den As:
Hele buen bliver da X As.
a b x
Spergsmalet er da, hvordan bueleengden As afheen-
ger af Ax? Vi observerer nu at der ma geelde:
As
Ay =y"Ax Ay = y"AX
Ifolge Pythagoras ma der yderligere geelde
Ax

ASz\/Ax2 + Ay’ :\/Ax2+y'2-Ax2 :\/1+y'2 Ax

Vi finder derfor bueleengden ved integration

[Py de=[" 1+ fr(xf -

y =
I a b x

7.2 Opstil et integral til beregning af sinusbuens leengde.

Man kan ogsa benytte den indbyggede bueleengdefunktion Buelaengde fra Dif-

ferential- og integralregnings-menuen:

arcLen(fM(x),x,0,7] = 3.82019778903

7.3 Opstil et integral til beregning af de felgende bueleengder.

a) y=x fra x=0 til x=2
b)  y=In(X) fra x=1 til x=3
c) y=¢€ fra x=1 til x=2
d y=e fra x=0 til x=4
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8. Blandede opgaver

8.1

8.4

8.5

8.6

8.8

b)

Kurven y= e -cos(X) afgreenser for —n/2 < x<1n/2 sammen med x-
aksen et omrade. Skitsér figuren og beregn omradets areal.

Kurverne y=3-X og y=X —4x+1 afgreenser tilsammen et omrade:

Tegn figuren.
Beregn x-koordinaterne til kurvernes skeeringspunkter.
Beregn omradets areal.

Kurverne Yy=In(X) og Yy=(Xx-1)’-1 afgreenser tilsammen et omrade.
Beregn dets areal.

Tegn kurverne y=sin(x) og y=€" iintervallet O < x < n. Kurverne af-
greenser et omrade. Beregn arealet af dette omrade.

Ifolge tilgeengelige data kan hastigheden, y(f) m/s, for den anden ver-
denskrigs frygtede V2-raketter beskrives ved formlen
V(t) =2000-In (—j —-9.8-t
1-0.0098-t
hvor ter tiden i sekunder. Man har da ignoreret luftmodstanden og an-

taget at raketten affyres lodret.
Hvor hejt nar raketten op efter 70 s, hvor alt breendstoffet er brugt op?

Hastigheden v(f) m/s for en genstand som beveeger sig retlinjet folger
formlen v(t)=2t"-3t>-36t+75, hvor ter tiden i sekunder. Beveegelsen
starter til tiden t = O.

I hvilket tidsinterval beveeger genstanden sig bagleens?

Hvor langt er genstanden naet, nar den vender forste gang?

Hvor vender den anden gang?

Hvor langt fra udgangspunktet er genstanden til tiden t = 4 og hvor lang
en straekning har den da tilbagelagt?

Vandet stremmer ind i en tank med hastigheden (5t+4) liter/min. Det

flyder ud med hastigheden 0.5 liter/min. I disse udryk er ¢ tiden i min.
Til tiden t = O indeholder tanken 100 liter. Hvornar er vandmeengden i
tanken maksimal og hvor stor er den da?

Tegn kurverne og beregn bueleengderne:

y:e-;e ) -1<x<1

y=0.0001-x>, -1000 < x< 1000
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8.11

8.12

8.13
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En diskos kastes fra origo i et koordinatsystem og folger en bane som
beskrives af ligningen y=x—0.10x’

Angiv kastevidden L. y
Bestem stighgjden H.

Beregn banens leengde S. \
H

L X

Befolkningsteetheden f (x) indbyggere/km? indenfor et omrade folger

10000

o hvor x km er afstanden til omradets centrum.

formlen f(X)=—F
X +1

Hvor mange personer bor indenfor en cirkel med midtpunktet i omra-
dets centrum og radius 4.5 km?

Fra en treestamme har man skaret en 2.0 cm tyk cirkelformet skive med

radien 25 cm. Blyindholdet i skiven eges nar man beveeger sig fra cen-

trum og ud mod kanten. Blyindholdet er 0.060-€**** mg/cm3, hvor x cm

er afstanden til centrum. Beregn skivens totale blyindhold.

Kurven y=In(X), x-aksen og linjen x = 4 afgreenser et omrade som drejes
omkring x-aksen. Beregn omdrejningslegemets rumfang.

Kurven y=sin(X) afgreenser for 2n < x < 3n sammen med x-aksen et om-

rade som drejes omkring y-aksen, hvorved et ringformet omdrejningsle-
geme fremkommer. Bestem rumfanget af dette omdrejningslegeme.
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PROBLEMLOSNING I FORSKELLIGE NIVEUAER

Niveau 1: I hvilket du bearbejder givne ligninger og funktioner.

1

Den streekning y (malt i km) som en lastbil kan kere pa en liter benzin af-
heenger af den hastighed som lastbilen kerer med. For en given lastbil er
sammenhaengen givet ved

y:jsi , hvor x er hastigheden i km/h.
X +2500

Hvilken hastighed giver det laveste benzinforbrug?

Den energi y (maltidJ/g), som en australsk papeggje bruger pr. gram
kropsvaegt for at flyve en kilometer, er givet ved

y= 03 (=39 +02
X

, hvor x er hastigheden i km/h.

Hvilken hastighed ber papeggjen holde, hvis den vil bruge mindst mulig
energi?

Man kan vise, at materialeforbruget til at bygge cellerne i en bikube er sa
lille som muligt, nar udtrykket
L, 3

P00 ==t T 500

er minimalt.
Hvilken veerdi for vinklen x ber sparsommelige bier foretreekke?

Kalles far, som er matematikleerer, pastar at Kalles veegt y (malt i kg) er
givet ved

675X +45

 ronrl hvor x er Kalles alder i ar.
X +8X+

Hvad vejede Kalle, da han blev fedt? Hvad var Kalles mindste veegt? Hvor-
nar vejede Kalle 40 kg?

Den tid (malt i en tidsenhed, som er uden betydning her), som kreeves for
at sortere N poster i et register, er ifelge to forskellige metoder givet ved:

A: 0.002N?+0.009N
B: 0.023N-In(N)+0.0002N

For store N-veerdier er metode B bedst. For hvilke N-veerdier er metode A
bedst?

Tegn grafen med ligningen
y =sin(X)+2-sin(x)’"

og forseg at forklare grafens udseende. Husk at arbejde i radianer!
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Niveau 2: I hvilket du opstiller ligninger og funktionsforskrif-
ter ud fra givne variable og siden bearbejder sammenhangen.

7 Det arlige salg af en vare fra en fabrik antages at udgere x tusinde kg. Nar
man skal bestemme prisen y (malt i kr/kg) for varen, har man fundet det
formalstjenstligt at anvende sammenheengen

y=12-0.011x* , hvor 10 < x< 25.
a) Angiv indteegten I(x) som funktion af x.
b) Tegn grafen for indteegtsfunktionen.
c) Bestem den storste og den mindste indtaegt.

8 Ved fremstilling af x enheder af en vare er totalomkostningen T(x) kr. givet
ved
T(X)=x>+40x+1600, 10 < x<50
a) Angiv gennemsnitsomkostningen G(x) kr./enhed som funktion af x.
b) Ved hvilket antal x bliver gennemsnitsomkostningen sa lille som mulig?

9 Et rektanguleert omrade pa 6000 m2 skal
indesluttes af et hegn. Pa de tre sider koster
hegnet 100 kr./m og pa den fjerde side (ud Z X

mod vejen) 400 kr./m.

a) Opstil en sammenheaeng mellem x og z. vejen

b) Kald totalomkostningen for y kr. Udtryk y
som funktion af x.

c) Hvilke veerdier kan x antage?

d) Bestem den mindste veerdi for y.

e) Hvilke mal har omradet sa? Kommentér!

10 Et rektanguleert omrade pa 12000 m? skal, som figuren viser, deles i tre
lige store rektanguleere omrader med et hegn.

a) Opstil en sammenheeng mellem x og z.
b) Indhegningen har leengden y m. Udtryk y
ved x. z
c) Hvilke veerdier kan x antage?
d) Bestem den mindste vaerdi for y. Hvilke mal

har omradet da? Kig negje pa lgsningen, og X X X
kommentér dit resultat!

11 En cylinder har det totale overfladeareal 100 cm? og rumfanget y cms3.
a) Bestem en sammenhaeng mellem x og h.

b) Udtryk y ved x, og angiv, hvilke veerdier x -
kan antage. E h

c) Bestem cylinderens mal, nar voluminet er

maksimalt.
12 Tveersnittet for en tommerrende har (m)
form som et opadtil abent, ligebenet tra-
pez med bundbredden 3,60 m og hver af X
siderne 1,80 m. 180

3.60
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Tveersnitsarealet er y m? .

Udtryk y som funktion af vinklen x.

Hvilke veerdier kan x antage?

Hvordan ser renden ud, nar y er maksimal?

Se figuren! Bestem maksimum af y=x+ z

ved at udtrykke y ved x. v (em)
ved at udtrykke y ved vinklen v.
Hvilken metode er "bedst"? Kommentér! 15 15

z

Figuren viser et halvcirkelformet omrade, hvor diameteren AB er givet ved

21 enheder. Et linjestykke CD, der star retvinklet pa AB, deler omradet.

Arealet af det skraverede omrade er y arealenheder.

a) Udtryk y som funktion af vinklen x. c

b) Hvilke veerdier kan x antage?

c) Bestem x, sa arealet af det skraverede om-
rade er 1/3 af halvcirklens areal.

En ledning skal leegges fra S til T.

Det koster 40 kr./m i floden og 20 s 5.0 (km)
kr./m pa land. Hvor skal punktet P
placeres, hvis man vil minimere om-
kostningerne? De samlede omkostnin- 3.0
ger er y kr. Minimér y ved at

a) udtrykke y som funktion af x.

b) udtrykke y som funktion af z. X z
c) udtrykke y som funktion af v.

En cirkuleer sg med radius S00 m har en sti, som gar rundt om seen langs
stranden. AB er en diameter. Du vil s hurtigt som muligt fra A til B.
Turen fra A til Bvia Pvarer y sekunder.

Udtryk y som funktion af vinklen x (se figu-

ren).

a) Du svegmmer 2 m/s og gar 3 m/s. ox

b) Du svemmer 2 m/s og leber S m/s. B ——— A
500 m

P

For "sma x'iradian geelder sin (x) = x. For hvilke x er den relative fejl,

X—sin(X)

dvs. brgken , 1 denne tilneermelse mindre end 1 %?

sin(X)
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I det omrade, som begreenses af koordinatakserne og kur-
vestykket y=4-x’, hvor O < x < 2, er der indskrevet et rek-

tangel (se figur). Bestem forstekoordinaten for P, sa rek- ?
tanglets areal bliver 2.

Undersoeg, hvordan antallet af losninger (redder) til ligningen
3x' —4x’ -12x* +8+a=0
atheenger af tallet a.

Ved en kemisk proces dannes kuldioxid med hastigheden y m3/degn, hvor
y=4t>-12t>+9t, 0 < t< 1.5, og ter tiden i degn.

a) Beregn den maengde kuldioxid, som dannes fra t =0 til ¢t = 1.

b) Hvornar er der dannet 0.75 m3 kuldioxid?

Diabetes kan undertiden behandles ved, at man indopererer en kapsel,
som afgiver insulin til blodet. En forsker undersoger en bestemt kapselty-
pe, som afgiver insulin med hastigheden

0.52-t-€”® cm3/degn, hvor ter tiden i degn.
a) Hvornar afgiver kapslen mest insulin pr. degn, og hvor meget afgives
da?
b) Hvor meget insulin afgiver kapslen i lgbet af den forste maned?

Nedenfor folger tre forskellige modeller for hastigheden v m/s hos en fald-
skeermsudspringer, hvor t er tiden i sekunder regnet fra faldets start:

A: v =10t uden luftmodstand
022t
B: V=625 ’eoTti med luftmodstand (uden faldskaerm)
e+
2t _1
C: V=62.5 e med luftmodstand (med faldskeerm)
e +

a) Hvor langt falder faldskeermsudspringeren i lebet af de forste 20 s ifelge
hver af de tre modeller?
b) I modellen B er den sakaldte greensehastighed 62.5 m/s. (Hvordan ind-
ser man det?) Hvornar har udspringeren opnaet en hastighed, som er 90%
af greensehastigheden?

En genstand bevaeger sig langs en ret linje med en hastighed v m/s, som
er givet ved v=3t2- 12t+ 9, hvor ter tiden i s. Genstanden starter til ti-
den t = 0. Hvor langt fra udgangspunktet befinder den sig til tiden t=5,
og hvor langt har den da bevaeget sig i alt?
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Et hus har en varmepumpe, som holder konstant temperatur. Om dagen
koles luften i huset ned, og om natten varmes den op. Den effekt y()
(malt i W) , som tilferes eller fjernes, er givet ved

y=-0.29t* +92.8t> —4750, -12<t<12,
hvor ter tiden i timer (¢ = O svarer til kl. 12)

a) Hvilken samlet energi i kWh bruges der pa ét degn for at opvarme og
afkele luften?
b) Hvor stor en brgkdel af energiforbruget gar til nedkelingen?

I en stor nationalpark udseettes 10 hjorte. Man forventer, at denne nye art
i parken vil sges med en hastighed af (t+1)-0.9' hjorte/ar, hvor ter tiden i
ar. Hvor mange hjorte vil der ifelge denne model veere i parken efter

a) Sar b) 10 ar c) 100 ar

Funktionen P angiver, hvor stor en andel af en vis befolkning som har
provet et nyt produkt. Man ved, at

dP  In(x+1
—= 1’1(—2) , hvor x méaneder er tiden efter introduktionen.
dx (x+1)

Hvor stor del af befolkningen har prevet det nye produkt i lobet af det for-
ste halve ar efter introduktionen?

Veaeksthastigheden for en parasit, som er udsat for et bekeempelsesmiddel,
er (6t°-0.075t*) tusinde parasitter/uge, hvor ter tiden i uger efter be-

keempelsens start. Til tiden t = O skenner man, at antallet af parasitter er
3000.

a) Hvornar er veeksthastigheden sterst? Hvor mange parasitter findes der
da?

b) Hvornar er antallet parasitter sterst? Hvor mange findes der da?

c) Hvornar er parasitterne udryddet?

En biolog har studeret vaeksten i antallet af foreller i en sg. Hun fandt, at
veekst-hastigheden y fisk/uge kan udtrykkes ved

4140 . o1,
=————— | hvor ter tiden malt i uger.

y= (1+9.e70.046t)2 ’

a) Beskriv, hvordan veeksten varierer.
b) Til tiden t= 0 er der 1000 foreller i seen. Hvor mange er der efter 52
uger?
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29 Figuren viser grafen for funktionen f
2
givet ved f(X) :2TX. Pa grafen er kor-
den fra O(0,0) til punktet P(6, f (6))
indtegnet.
Hvor mange procent er buestykket OP
leengere end korden OP ?

30 Taget pa et skur er deekket med korrugeret plast. Profilen er sinusformet
og kan beskrives med ligningen

y=2.5-sin(£-x), 0<x< 180, (xog y males icm)

Hvor lang er en sadan plastplade, inden den foldes?

31 Bestem forstekoordinaten for P, sa det marke- y =In(x)
rede kurve-stykke PQ pa grafen for y=In(x) far I /F’/ y
leengden 5. Svaret angives med 1 decimal. | /Q X

32 P& bunden af en stor se udmunder en aflgbsledning fra en fabrik. En un-
dersogelse viser, at fabrikkens udslip indeholder et giftigt stof. Af dette gif-
tige stof fandt man

1500- € enheder/m2,
hvor x (malt i m) er afstanden til aflebsrerets munding.

Hvor mange enheder findes der inden for en cirkel med radius 50 m?

33 I et ror med radius R cm er vandhastigheden givet ved k-(R*—X*) cm/s,

0 < x< R, hvor x cm er afstanden til rorets centrum og k en konstant.
Bestem, udtrykt ved R og k, den vandmeengde, som pr. sekund stremmer
gennem roret.

34 En stav er placeret mellem x = 0 og x= 20 pa en x-akse, hvor leengdeen-
heden er 1 m. Stavens masse pr. leengdeenhed er givet ved

! kg(m.
25+ %

Beregn stavens masse.
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Ved dataudskrifter med matrixprintere efterstraeber man sma og

overlappende punkter.

36

37

38

S

= A
F= s-d
d

Den sakaldte blank-areal faktor F er defineret som F = iD og er et mal
S.

for udskriftskvaliteten. For en bestemt matrixprinter med 24 nale er
punktdiameteren d = 0.20 mm og centerafstanden s = 0.14 mm.

Beregn F.

Kurven y=8x-x  afgraenser sammen med forsteaksen et omrade i forste

kvadrant. Bestem rumfanget af det omdrejningslegeme, som fremkommer,
nar omradet roteres 360° omkring forsteaksen.

Kurven y=25-X oglinjen y =9 afgreenser et omrade. Beregn rumfanget
af det omdrejningslegeme, som fremkommer, nar dette omrade roteres
360° omkring andenaksen.

Kurven y = 2cos(x) afgreenser for 0 < x<mn/2 et omrade i forste kva-

drant. Beregn rumfanget af det omdrejningslegeme, som fremkommer, nar
dette omrade drejes 360° omkring y-aksen.
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Niveau 3. I hvilket du indferer passende variable, opstiller lig-
ninger og funktionsforskrifter og bearbejder sammenhangene.

39
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47

48

En kubisk (terningeformet) papkasse skal rumme 1.5 liter, nar den er fyldt
op til 2.5 cm fra kassens gvre kant. Beregn kassens kantleengde.

Et cylinderformet legeme med rumfanget 250 cm?3 har minimalt overflade-
areal. Hvilke mal har cylinderen?

I en ligebenet trekant er de lige store sider hver for sig 25 cm lange.
Hvad bliver det storste areal, som trekanten kan antage?

I hjernerne af et ligebenet trekant A (km)
ligger tre byer. Bestem placeringen
af punktet P, sA summen af leeng-
derne af streekningerne PA, PB og P 20
PC bliver sa lille som mulig.

C 15 15 B

Hvilket punkt pa enhedsparablen y=x har den mindste afstand til punk-
tet (16, 0.5) ?

Fra A og B (se figuren) starter to biler

A
samtidigt med hastighederne 30 km/h ! (km)
respektive 50 km/h. Y
150
Hvor teet kommer bilerne pa hinanden?
[ 1] < B

200

I en cirkel med radius 12 cm afskeerer man med
en korde AB et cirkelsegment, hvis areal er 1/4 A /_\ B

af hele cirklens areal.

Hvor lang er korden?

Gennem et punkt pa en cirkel treekkes to korder, sa cirkelomradets areal
deles i tre lige store dele. Bestem vinklen mellem korderne.

A og Ber to punkter pa en cirkel med centrum O. Omkredsen af trekanten
OAB er dobbelt sa stor som cirkelbuen AB. Beregn centervinklen AOB.

Hypotenusen AB i en retvinklet trekant ABC er 24 cm. En cirkel her cen-

trum i A og radien AC. Denne cirkel skeerer AB1i P. Cirkelbuen CPer 12
cm lang. Hvor lang er trekantens kateter?
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I et kvadrat med siden 1 deformeres to nabo-
sider til én cirkelbue med leengden 2. Sam-
menlign det fremkomne omrades areal med
det oprindelige kvadrats areal.

Fra et punkt P pa kurven y=2sin(X) , O < x < &, tegnes normalerne til ko-
ordinatakserne. Disse normaler og koordinatakserne danner et rektangel.
Bestem forstekoordinaten til P, sa rektanglet far

a) arealet 3 b) omkredsen 7 c) diagonalen 2.5 .

En firkant indskrives i en cirkel. En af si-
derne er diameter i cirklen. 18
Hvor lang er diameteren?

Et A4-papir foldes, sa nedre hgjre hjorne s
placeres pa papirets venstre kant (se figur).
Hvad er den mindste veerdi, som leengden af P
folden PQ kan antage, hvis papirets bredde
er 21 cm?

I en retvinklet trekant med hypotenusen 221
cm er der indskrevet et kvadrat med siden
60 cm (se figur). Beregn trekantens kateter. 221

H

Ligningen f(x)=0, hvor f(x)=tan(X), har en rod mellem x= 1 og x = 2, ef-
tersom f(1) = 1.56 og f(2) = 2.19. Pastanden ovenfor er forkert! Hvorfor?

Vis, at ligningen X’ +x—4=0 har

a) mindst en lgsning mellem 1 og 2
b) netop én lesning mellem 1 og 2.
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Niveau 4. I hvilket du selv formulerer problemet, indferer pas-
sende variable, opstiller ligninger og funktionsforskrifter og til
sidst bearbejder sammenhaengene.

56
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Ligningsproblemet: g =AX

Undersog situationen!

Det indskrevne rektangel:

X

I det omrade, som afgreenses af forsteaksen og kurven y=3cos(X), hvor
—-2<x<Z, er der indskrevet et rektangel (se figuren). Underseg situatio-
nen!

Dumpningsproblemet:
To fabrikker A og B dumper y ton pr. ar af et miljefarligt stof i en se. Ud-
slippet aftager med tiden efter modellerne:

Yy, =100e"
. 2100
51+t

I begge tilfaeldene betegner t tiden i ar regnet fra udslippets begyndelse.
Undersog situationen!

Kvadratcirklen:
I et kvadrat erstatter man en side med en cirkelbue. Den fremkomne figur
har omkredsen 10 cm. Underseg situationen!
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