Linezere sammenhaenge, residualplot og
regression

Opgave 1: Er der en bagvedliggende linezer sammenhang?

I mange sammenhaenge indsamler man data som man gnsker at
undersgge og afdaekke eventuelle sammenhange mellem de forskellige
stgrrelser man har data fra. Data kan f.eks. fas ved en
spgrgeskemaundersggelse, et fysisk eksperiment eller fra en
statistikbank, men lige meget hvorfra de kommer kan der vaere "stgj” pa
data. Stgjen kan f.eks. skyldes maleusikkerheder, fejl i forsggets udfgrelse
eller tilfeeldighed i de adspurgtes svar i forbindelse med spgrgeskemaer.
Stgjen gor at data ikke er helt som man vil forvente i forhold til den
bagvedliggende teoretiske sammenhang.

y Figur 1: Data til de
1.4 naeste opgaver.

! Bemeerk at her er
4,4 brugt dansk
5,5 | decimalkomma. |
9,8 Nspire skal man

bruge amerikansk

9,4 komma dvs.
13,5 punktum.
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Vi skal her undersgge hvordan man kan afdakke en sadan sammenhang.

a) Lav et punktplot af data i tabellen til hgjre.
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Hjaelp til Nspire:

- Aben et "liste og regneark” veerksted, indtast data i hver sin
sgjle. Navngiv hver sgjle xx og yy (se figur 2). Det er en
darlig vane at bruge x som navn da det bruges til mange
andre ting, derfor veelges navnene xx og yy.

- Husk at bruge punktum som decimalkomma. = nt W b S do 5

- Aben et ”diagram og statistik” vaerksted hvor man vaelger

D8 XX
variablen xx pa fgrste aksen og yy pa anden aksen. Figur 2: Til hgjre data i "liste og regneark” til venstre
data som punkter i "diagram og statistik" vaerksted.

9.4
13.5 5] @

o|low|w|o|lu|s|lw|[v]|=]|n]|e

b) Beskriv med ord hvordan data ligger.

Der ser ud til at veere en lineaer sas mmenhang mellem x og y, men stgjen gg@r at data ikke ligger perfekt pa
en ret linje. Man kan forestille sig at der er nogle ideelle bagvedliggende y-vardier som ligger pa en ret linje
der ikke er pavirket af stgjen.

c) Tilfgj en flytbar linje til grafen med punkterne.



Hjeelp til Nspire:

Dokumentvarktajslinje . .

- Narduerietdiagram og statistik vaerksted, kan du finde e

menupunktet "tilfgj flytbar linje” i menuen som vist pa Diagrammer og statistik
bl”edet tll h¢]re == 1:Diagramtyper
- Duflytter linjen op/ned ved at traekke midt pa den, og du

I% 3:Handlinger

J 2:Diagramegenskaber 4

kan a&ndre linjens haldning ved traekke i dens ender.
| %ﬂ Undersgyg data

- Bemeerk at Nspire automatisk skriver linjens forskrift og o 5VinduesZaam
definerer den som m1(x). +1=1£mdsmger

b 2:Tilfg] fiytbare linjer

- Bemaerk man kan komme til at traekke i punkterne pa
grafen, hvorved man ogsa aendrer data i regnearket. | disse
gvelser skal man udga det, og hvis det sker trykker man
fortryd/undo (PC: CTRL+z MAC: CMD+z).

d) Traek og drej linjen sa den beskriver punkterne bedste muligt.

U 4:Plot funktion

Figur 3: Tilfgj flytbarlinje til data.

e) Konkurrer med din sidemand: Hvem kan finde den linje der bedst beskriver punkterne? Diskuter

hvordan man afggr hvilken linje der bedst beskriver punkterne.

Opgave 2: Residualer - hvilken linje beskriver data bedst?

Som vi sa i opgave 1 har vi brug for en made, der kan afggre om en linje beskriver en maenge punkter bedre

end en anden linje. Vi skal i denne opgave undersgge hvordan man bedst ggr det.

Vi forvente at den rette linje beskriver en bagvedliggende teoretisk sammenhang, og vi vil derfor kalde

linjens forskrift for den teoretiske model, og den kan altsa skrives pa formen
f(x)=ax+b (den teoretiske model).

Arsagen til at punkterne (for ”radata”) ikke ligger praecis pa linjen er at de er
pavirket af “st@j”, sa et godt sted at starte vores undersggelse er at se pa hvilke y-
veerdier vi ville forvente ud fra den teoretiske model. Vi fortseetter med at se pa
data fra opgave 1. Fortsaet bare i samme Nspire opgave.

a) Beregn de forventede y-veerdier ud fra forskriften for din rette linje

Hjzelp til Nspire

Metode 1: Simpel beregning (gverst figur 4)

-l et note felt beregnes den forventede veerdi for y nar x=0 ved at
bruge formlen der star ved den rette linje (opret et matematik
felt og udregn)

- Foretag samme beregninger for alle x-vaerdierne.

Metode 2: Brug funktionens definition (nederst figur 4)

Metode 1: Manuel beregninger

Beregning af forventet y—vaerdi nar x=0
2.54791 04+1.33213 » 133213
Beregning af forventet y—veerdi nar x=1
2.54791- 1+1.33213 » 2.88004
Beregning af forventet y—vaerdi nar x=2
2.54791 2+1.33213 » 6.42795

QsV.

Metode 2: Brug definition

Her benytter vi at nspire automatisk har
defineret

Beregning af forventet y—vaerdi nar x=0

mi1(0) » 1.33213

Beregning af forventet y—veerdi nar x=1

mil(1) » 3.38004

QEV...
Figur 4: Eksempel pd beregninger

hvor linjens ligning er
y=2,54791%x+1,33213



- Som vi bemzerkede i opgave 1 gemte Nspire automatisk linjens
forskrift som m1(x), prev i et matematikfelt at skrive m1(0).
Kan du finde ud at lave de gvrige beregninger pa denne made?

b) Indfgr de forventede y-vardier i en tabel ved siden af data. Navngiv
listen y_model.

Hjaelp til Nspire:

Det kan ggres utroligt let i Nspire fordi forskriften for den tilfgjede linje
automatisk gemmes af Nspire som m1(x). Se pa figur 5 hvor der er

indtastet m1(xx), gor det samme og se hvad der sker... Smart ikke @)

® Axx Eyy Cy_model

= =m1(xx)

1 0 1.4 1.33213
2 1 4.4 3.88004
3 2 5.5 6.42795
4 3 9.8 8.97586
5 4 9.4 11.5238
& 5 13.5 14.0717

Figur 5: Smart beregning af de
forventede veerdier.

RESIDUALER: Forskellen pa datas y-veerdier og de y-veerdier som vi forventer ud fra
modellen kaldes residualerne. Man kunne ogsa kalde residualerne afvigelsen.

c) Beregn residualerne for data i opgaven. e @y @y modal Qresidualer S
Vi skal altsé beregn hvor meget de forventede data |- - — =m11 (;;2)13 iy y model
(y_model) afviger fra de korrekte data (yy). 2 7 R

. . . 3 2 5.5  6.42795

Hjeelp til Nspire:

4 3 9.8 8.97586

Opret en ny sgjle kaldet “residualer”. Vi kan let f& Nspire | 4 9.4 11.5238

. . . 6 5 13.5| 14.0717

til at treekke modellens y-veerdier fra de y-veerdierne fra [

"radata”, ved at indtaste det i feltet under navnefeltet g

hvor vi navngav sgjlen “residualer”. Se pa figur 6 E

hvordan man ggr.

Figur 6: Beregning af residualer

IDl residualer:=yy—y_model

Med residualerne kan man lave et residualplot der giver et godt overblik over hvor godt modellens data

passer med de observerede data.

RESIDUALPLOT: Et residualplot er en punktplot der bestar af x-vaerdier fra de oprindelige

data og hvor y-veerdierne er residualerne.




d) Lav et residualplot i Nspire til den fgrste graf hvor

Dokumentvarktajslinje 2 - . -Z . . . .
vi lagde den rette linje ind. w7 = o= =
Diagrammer og statistik ES
Hjzelp til Nspire: = 3 Disgramyper >
I, 2:Diagramegenskaber 3
- Il det oprindelige ”"Diagram og statistik” vaerksted, ‘ii“a”““”g*’ an
o . . . . % 4:Undersdg data D @meﬂymare linjer
hvor den rette linje blev indlagt finder man i menuen ||} " 0 . P——
"undersgg data” muligheden "vis residual plot” som || 4} sinastuner * | ) auis sming inu ]
vist pé figur. \J 4:Plot funktion
. . . 114
- Bemaerk man kan kun indsaette et residualplot hvis TO T
der er indlagt en linje sammen med punktplottet. aua 14 1:vis rssinusts kvasratar
- Bemeerk at det ikke er ngdvendigt at beregne X 2Pt | 2vis residual pot
afvigelserne for at lave residualplottet (vi gjorde det A Acrarsporing 5 'y

for at forsta hvad et residualplot er). ) )
Figur 7: Indszet residualplot

Nu skulle man gerne have en graf som ses pa figur 8
nedenfor.

Nu vender vi tilbage til det oprindelige spgrgsmal: Hvordan afg@r man hvilken ret linje der bedst beskriver
data? Dette viser sig at en god made at “male” dette pa, er ved at beregne summen af residualerne (altsa
at man laegger alle residualerne sammen).

e) Beregn summen af residualerne i opgaven.

Hjaelp til Nspire:

- Davi har navngivet sgjlen hvor vi har beregnet residualerne er det let i Nspire vha. kommandoen
sum. Skriv i et matematikfelt i et noteveerksted denne kommando:

sum(residualer) » -2.21145
Her far alle naturligvis forskellige vaerdier, da de har lagt forskellige linjer ind. Dem der opnar en sum

taettest pa nul har altsa fundet den linje der beskriver data bedst (dette er ikke helt korrekt som vi skal
komme tilbage til senere).

f) Afggr ud fra denne sum om du eller den sidekammerat var bedst til at laegge en ret linje ind.



Opgave 3: Fortolkning af et residualplot

| de foregdende opgaver er vi kommet frem til et residualplot som pa figur 8 nedenfor (uden farver).
Diskuter i gruppen fglgende spgrgsmal.

® A xx Eyy Cy_model D residualer Eg
= =m1(xx)

1 0 1.4 1.33213 0.06787

2 1 4.4| 3.88004| 0.515558

3 2 5.5| 6.42795| -0.927953

4 3 9.8/ 8.97586

5 4 9.4 11.5238

6 5 13.5| 14.0717 '0.571688_
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Figur 8: Residualplot
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a) Pa figuren er residualerne farvet med forskellige farver, de samme farver findes pa stregerne pa
residualplottet. Forklar hvad sammenhaengen er mellem farverne pa de beregnede afvigelser og
farverne pa residualplottet.

b) Hvordan kan man pa residualplottet se om den beregnede afvigelse er positiv eller negativ?

c) Residualplot er egentlig et punktplot med samme x-akse som pa grafen ovenfor. Hvad er
koordinaterne for punkterne Py, P4, ... P5?

BEMZRK: Residualplottet vil ofte bruges til at undersgge om der er systematik i datas afvigelse fra
modellens forudsigelser. | dette tilfaelde er der ingen systematisk afvigelse (senere skal vi se pa
systematiske afvigelser).




Opgave 4: Anvendelse af residualplot

Som vi sa i opgave 2 kan man altsa vurdere hvor godt en linje beskriver data ved hjalp af
residualplot, dette skal vi i denne opgave nu anvende til at undersgge et datasaet.

Opret en ny opgave i Nspire (ikke blot en ny side).
a) Plot data i tabellen til hgjre og indlaeg en linje der beskriver punkterne godt.

b) Lav et residualplot og beskriv hvordan det ser ud (husk det er ikke ngdvendigt at
beregne residualerne fgrst).

c) Brug forskriften for linjen til at beregne de forventede y-vaerdier som vi gjorde i
opgaven tidligere (husk at man kan fa Nspire til at beregne det automatisk).

d) Beregn residualerne og summen af residualerne pa samme made som tidligere.
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e) Prgv at gore summen af residualerne sa lille som muligt. Er du bedre end din sidemand — hvem

kan fa den laveste vaerdi pa 20 sekunder?

f) Hvad er arsagen til at residualernes sum kan blive meget taet pa nul selvom punkterne ikke ligger

teet pa linjen?

g) Erresidualernes sum et godt mal for hvor taet pa modellen punkterne er? Uddyb dit svar — hvilke

begraensninger er der ved residualplot.

Opgave 5 Residualernes kvadrater

Som vi sa i opgave 4 er summen af residualer ikke altid et godt mal for hvor godt en linje beskriver en raekke

punkter. Arsagen var at residualerne regnes med fortegn, og derfor kan positive residualer udlignes af
negative residualer. | denne opgave skal vi se hvordan vi let kan komme uden om dette problem. Vi

arbejder her videre med dataseaettet fra opgave 4.

Vi gnsker altsa at finde en metode hvor residualernes fortegn ikke har betydning, og det er derfor oplagt at

se pa residualerne i anden.
a) Hvorfor er det en god ide at satte residualerne i anden?

NAr man saetter et tal i anden siger man at man kvadrere tallet. Det skyldes at x? kan X
opfattes som arealet af et kvadrat med en sidelaengde pa x som vist pa figuren.

b) Lav en ny sgjle i dit regneark, hvor du beregner kvadratet pa residualerne.




<)

d)

Hieelp til Nspire
Fra tidligere skulle vi gerne have et regneark som

ligner figur 9 nogenlunde. Altsa har vi beregnet
modellens y-vaerdier og residualerne.

Lav en ny sgjle der hedder res_2, hvor residualerne
i anden skal beregnes.

| feltet under navnet res_2 tastes residualer”2,
som vist pa figuren.

Beregn summen af kvadraterne.
Dette gores let i et note vaerksted med
kommandoen

sumlres_2) » 4.56688

[P
®|Axx [Byy [Cy modelD residualer Fres_2

= =m1(xx) |=yy—y_modd:sidualer”

1 0| 4.55| 4.06322| 0.486779
2 1/ 5.45| 5.95002| -0.500021
312.225| 6.495| 8.26135 -1.76635
4 3| 9.45| 9.72362| -0.273621
5 4| 12.55| 11.6104| 0.939579
6 5| 13.45| 13.4972| -0.047221

m———— e

Al . 2
“|res_2:=residualer

Figur 9: Beregning af kvadraterne pa residualerne

Prgv nu at finde den rette linje der bedst beskriver punkterne ved at ggre kvadraternes sum sa

lille som muligt.

Da residualerne i anden kan opfattes som et areal far man nu en ny mulighed for at illustrere hvordan
punkterne ligger i forhold til linjen, ved at vise de residuelle kvadrater.

e)

f)

Fa Nspire til at vise ”residuelle kvadrater”.

Hjzelp til Nspire: Samme sted som man fandt "vis residualplot” kan man vaelge muligheden "vis
residuelle kvadrater” (undersgg data -> residualer -> vis residuelle kvadrater). Bemaerk at
kvadraternes sum ogsa beregnes automatisk. Din graf skulle gerne ligne figur 10 nu (men med en

anden model og en anden sum).

Juster den flytbare linje og se om du kan fa en mindre kvadratsum end din sidemand.

14

124
m1(x)=2 07126 x+3 68655

Sum af kvadrater = 4 96952

104

yy

3.3 40 45 5.0

Figur 10: Residuelle kvadrater



Opgave 6 Lineaer regression — mindste kvadraters metode.

Vi har nu fundet en ganske smart made til at afggre hvor godt en linje beskriver data, nemlig som summen
af kvadraterne pa residualerne. Hvis vi skal finde den bedst mulige linesere funktion til at beskrive data, skal
vi altsa finde den linje der giver den mindste kvadrat sum. Man kalder metoden “mindste kvadraters
metode”. Det kraever mere avanceret matematik at forstd hvordan metoden virker, men heldigvis er det

meget let at fa sit vaerktgj (Nspire) til at ggre arbejdet.?

LINEAR REGRESSION er en metode hvor man finder den linje der passer bedst muligt til et givet

datasaet. Den bedste linje findes ved brug af mindste kvadraters metode.

Regression i Nspire finder man i menuen Undersgg data ->

regression -> vis lineaer som ses pa figur 11.

Bemaerk: Der er to linezere regressioner, den eneste forskel
pa dem er hvordan de skriver funktionen op. Den gverste
minder mest om den danske skrivemade

a) Foretag lineaer regression, pa data fra den forrige
opgave. Var du taet pa at have fundet den bedste
rette linje (se pa summen af kvadraterne)?

Hvis man har foretaget lineaer regression i et diagram og
statistik veerksted er det let at fa vist resultatet i et note
vaerksted sammen med den tekst der altid skal fglge med en
matematikopgave. | et matematikfeltet skriver man
kommandoen ”stat.” (“stat punktum”), og far adgang til
resultaterne fra regressionen — se figur 12 nedenfor. Prgv
f.eks. at skrive "stat.results” i et notefelt nar du har lavet
regression...

Dokumentveerktajslinje
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Diagrammer og statistik

E_‘ 1:Diagramtyper
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k 3:Handlinger
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Figur 11: regression i Nspire. Bemaerk man skal veere i et
diagram og statistik veerksted for at menuen er tilgaengelig.

b) 1samme opgave som fgr prgv at abne et nyt noteveerksted og skriv nogle af de kommandoer vist

pa figur 12 og 13 pa naeste side.

C) Prgv at undersgge flere af kommandoerne der dukker op nar man skriver ”stat.” i et

matematikfelt.

R? vaerdien:

| oversigten pa figur 13 kan man bl.a. se den s kaldte R?-vaerdi der er 0,9396. Denne vaerdi angiver hvor
godt regressionen beskriver data. Jo taettere pa 1 den er des bedre. R%-veerdien kan altsd bruges i stedet
for kvadraternes sum til at vurdere modellen. | samfundsfag bruges denne stgrrelse ofte.

! Mindste kvadraters metode er en statistisk metode som man evt. kan vende tilbage til i forbindelse med statistik.



149 stat | P12 1:b Sadan far man alle resultaterne vist
f} 2:freqreg "Titel"  "Linesr regression (matb)"
@ "1z 3:m "RegEqn" "m-xtb"
127 P15 4:r "m"
o stat.results » "
1552
(el g
fi4 &:regeqgn o
I 2
10+ 3 7 resi
et 7:resid "Resid" AN
2 | 8:lesults
1+ 9:stat - . .
fujo:sta Sadan definerer man hasldningen som a
81 [ Avalues B
a=stat.m » 1 25707
it Bixreg
Sdadan definerer man konstatledet som b
@ - Cryreg
5 — b:=stat.b *» 3. 62144
<3 genkalder man funktionen fra regressionen
stat.RegEqnix) » 1.95707 x+2 69144
49 " I I N R sadan definerer man regressionslinjens funktion som f(x)
0.0 10 20 30 40 50 funktionen som
x ifx}':=stat.RegEqn(x}| v Udfart
igur 13: Genkald regression resultate & nar man mu skriver f{x) 1 et matematik felt far man flx) » 1 95707 x+3 £0144
Figur 13: Genkald reg Itatet g Lriver fl) k felt fi f{x) » 19570 62144

Ogf.eks. f{3) + 9.56264]

Figur 12: Nyttige tricks ved regression

Opgave 7 Lineaer regression og residualplot — systematisk afvigelse

Linezer regression er et let redskab til at finde den bedste linezere model til at 0 31
beskrive et dataszet, og sammen med et residualplot er det et steerkt redskab til at 1 4.9
analysere data. 7 71
a) Udfer lineaer regression pa data til hgjre (copy-paste den ind i Nspire). 3 8.9

b) Bestem R?-verdien. 4 11.1

5 12.9

Ud fra R?-vaerdien at dgmme er modellen rigtig god til at beskrive data, men prgv 6 151

at lave et residualplot...

7 16.9

c) Hvad viser residualplottet om modellen? Afviger data systematisk fra 8 19.1

tabellen — hvordan? 9 20.9

10 23.1




Opgave 8 Lineaer regression og residualplot

Vi har modtaget en reekke data, som vi forventer kan beskrives med en linezer
model pa formen f(x) =a-x+b

a) Copy- paste data til hgjre ind i Nspire og bestem forskriften for den rette
linje der bedst beskriver data til hgjre.

b) Hvad er konstanterne a og b i modellen?

c) Lav et residualplot og svar pa spgrgsmalet: Afviger data systematisk fra
den fundne model?

d) Diskuter i gruppen om den fundne model er god til at beskrive data.

0 -1.

1 1.31
2 3.59
3 5.81
4 7.95
5 10.

6 11.95
7 13.81
8 15.59
9 17.31
10 19.
11 20.69
12 2241
13 24.19
14 26.05
15 28.
16 30.05
17 32.19
18 34.41
19 36.69
20 39.
21 41.31
22 43.59
23 45.81
24 47.95
25 50.
26 51.95
27 53.81
28 55.59
29 57.31
30 59.
31 60.69
32 62.41
33 64.19
34 66.05
35 68.
36 70.05
37 72.19
38 74.41




Opgave 9 Den hemmelige besked...

Som vi har set kan residualer vise dybereliggende tendenser i data end den mere overordnede tendens
(som en lineaer sammenhaeng). Nedenfor er en enorm mangde data. Se om du kan finde den hemmelige
besked...

11 25.2 19.1 41.05 30. 63.1

11.2 25.59 19.2 41.3 30.3 63.65

11.6 26.38 19.3 41.55 30.6 64.2
1 5.2 12. 27.17 19.4 41.8 30.9 64.75
15 6.2 12.4 27.98 19.5 42.05 31.2 65.3
2 7.2 12.8 28.79 19.6 42.3 315 65.85
2.5 8.2 13.2 29.6 19.7 42.55 31.8 66.4
3 9.2 13.6 30.4 19.8 42.8 28.25 | 59.45
3.5 10.2 14. 31.2 19.9 43. 28.75 | 60.45
4 11.2 14.4 32. 20.5 44.2 29.25 | 61.45
4.5 12.2 14.8 32.8 211 45.37 29.75 | 62.45
5 13.2 15.2 33.6 21.7 46.54 30.25 | 63.45
0.9 4.6 15.6 34.39 22.3 47.71 32 67.2
14 5.6 16. 35.17 22.9 48.88 325 68.2
1.9 6.6 8.1 19.32 23.2 49.51 33. 69.2
24 7.6 8.5 20.09 23.5 50.14 335 70.2
2.9 8.6 8.9 20.85 23.8 50.77 34. 71.2
3.4 9.6 9.3 21.62 241 51.4 34.5 72.2
3.9 10.6 9.7 22.39 24.6 524 35. 73.2
4.4 11.6 10.1 23.16 24.9 52.95 35.5 74.2
4.9 12.6 10.5 23.93 25. 53.1 36. 75.2
2.91 8.97 10.9 24.7 25.1 53.25 36.5 76.2
2.93 8.96 11.3 25.46 25.2 53.4 37. 77.2
2.95 8.95 11.7 26.23 25.3 53.55 34.5 71.8
2.97 8.94 121 27. 25.4 53.7 3451 | 71.87
2.99 8.98 12.5 27.83 25.5 53.85 3452 | 71.94
3.01 8.97 12.9 28.66 25.6 54. 3453 | 72.01
3.03 8.96 13.3 29.5 27 56.8 3454 | 72.08
3.05 8.95 13.7 30.33 27.3 57.45 3455 | 72.15
8 19.15 141 31.16 27.6 58.1 3456 | 72.22
8.4 19.97 14.5 31.99 27.9 58.75 3457 | 72.29
8.8 20.79 14.9 32.82 28.2 59.4 3458 | 72.36
9.2 21.6 15.3 33.65 28.5 60.05 39 80.8
9.6 22.4 15.7 34.49 28.8 60.7
10. 23.2 16.1 35.32 29.1 61.35
10.4 24. 16.2 35.55 294 62.
10.8 24.8 19 40.8 29.7 62.55







