Linezer og kvadratisk programmering
med TI-NSpire CAS version 3.2

solve(2' x+3 y224O,LyJ
-2 [x-120]
» }127
3
Solve(2- x+2-y2180,y) * ¥290-x
solve(4 x+y2240,y) » y2240-4 x

flxy):=20 x—l- x2+25-y—l-y2
3 4

r Udfort
9125
12
completeSquare(-f[xy)z-ff%,25),)(9))
 [x-30)2 : b-50)% 1975

f{25,25] »

3 4 12
k=925 ¢
sc0. 7 000
Indhold
1. Lineaer programmering i 2 Variable: X O Y. cuee i eciee ettt e e s sbee e s s nae e e s naneeas
Eksempel 1: Elementaer grafisk I@SNING i 20 .......oviiiiiiiiiiiiee et e s e s aaee e
Eksempel 1: Grafisk I@SNING i 3 ......uviiiiiiiie ettt e et e e e e bte e e e s ta e e e seataeaesbeeeeeenbeneeaans
2. Kvadratisk programmering i 2 Variable: X O J ...ccccueie ittt et eraaee e e saae e e s saaae e s e aaaeeean 10
Eksempel 2: Elementaer grafisk I@SNING i 2d.....coouuiiiiiiiiiiiiiee e 10
Eksempel 2: Elementaer grafisk [@SNING i 30 ....c.uuiiiiiiiiiiiiee e e 13
Eksempel 2: Simultan ViSNING i 2d 0Z 30 ...ueeiiiiiiiieciiiee ettt e e e et ee e s e abee e e enbree e eeareeas 16
Eksempel 3: Centrum falder udenfor polygoNOMIAdet .........cccuvieiviiiiiieciiecee e e 18
@velser til kvadratisk ProgrammMEIiNG......cc.ccvcceeiiereeieeirecteeeeere et eiteeteeteestesteeteessesteeteeseeteeasesesseessensesreeseens 20
3. Lineaer programmering i 3 variable: X, Y 08 Z ..ccuueie ittt ee et ra e e 21
Eksempel 4: Elementaer grafisk I@SNING i 30 ....c.uviiiiiiiiiiiiiie e e e 21
4. Kvadratisk programmering i 3 variable: X, Y OF Z....cocuuei ettt ettt 26
Eksempel 5: Elementaer grafisk I@SNING i 3d....ccoiiiiiiiiiieiiieieee et 26
Eksempel 6: Centrum ligger uden for polyederomradet..........cceeceeeiiieiciieciie e 29

Bjgrn Felsager: April 2012



1. Lineser programmering i 2 variable: x og y

Eksempel 1: Elementaer grafisk lgsning i 2d
Vi antager at vi producerer to forskellige varer og at antallet af type | er givet ved x enheder pr uge, mens
antallet af type Il er givet ved y enheder pr. uge. Den samlede fortjeneste z pa produktionen antages at
veere linezer i x og y, heraf navnet lineaer programmering, fx z = 90x + 150y. Vi gnsker at maksimere fortje-
nesten, men der er forskellige begraensninger pa produktionen som vi skal tage hensyn til. Disse begraens-
ninger kommer fra hvor mange maskiner og hvilke typer maskiner vi kan tage i brug og hvor mange arbej-
dere vi har til radighed til at betjene maskinerne osv. | praksis giver disse betingelser anledning til en raekke
linezere uligheder, fx
2x+y <160
2x+5y <400
x<70
x>0
y=>0
Vi far da brug for at kunne tegne det polygonomrade, der afsngres af kriterie-ulighederne. Vi bemaerker
f@rst at randlinjerne skeerer x-aksen i 80, 200 og 70, samt at randlinjerne skaerer y-aksen i 160 og 80. Hvis vi
vil se hele forlgbet i fgrste kvadrant skal vi derfor ga op til 200 pa x-aksen og 160 pa y-aksen, men hvis vi
kun er interesseret i polygonomradet er det nok at ga op til 70 pa x-aksen og 80 pa y-aksen. Vi vaelger nu et
grafvindue der spaender over intervallerne -10 < x < 100 og tilsvarende -10 <y < 100. Dette grafrum udggr
scenen for den lineare programmering i det fglgende!
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Vi skal sa have tegnet ulighederne. Selv om det kan lade sig g@re at indtaste uligheder i grafindtastningslin-

jen er det nemmere at bruge den anden metode, dvs. via ligninger og uligheder skrevet ind i tekstbokse,

der efterfglgende traekkes ind pa en af akserne. Det har ydermere den fordel, at vi kan selv om vi vil isolere
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x eller y i tekstboksen, hvor vi i grafindtastningslinjen er tvunget til at isolere y. Der er altsa frit valg af den
uafhaengige variabel i en tekstboks! Det ser saledes ud:

solve(? x+y£160,y)
> Y£160-2' x
solve(?- x+5-y$400,y]
-2+ [x-200]
sy 1
5

V<160-220

Det er jo ikke nemt at se polygonomradet pa denne made, sa derfor tegner man normalt de modsatte ulig-
heder!




Det var straks bedre! Vi kan endda nemt tilfgje skeeringspunkterne mellem randlinjerne, dvs. hjgrnepunkt-
kerne i polygonomradet. Vaelg bare punkt i punkt og linjemenuerne. Programmet finder selv ud af resten:
Det ggr opmaerksom pa nar du naermer dig et skaeringspunkt og det afsaetter selv koordinaterne.

Der med har vi styr pa kriterieomradet. Vi kunne ogsa have frembragt polygonomradet direkte ved
at tegne randlinjerne og finde skaeringspunkterne og til sidst konstruere polygonen ud fra skae-
ringspunkterne. Vi kan da enten indtaste ligningerne for randlinjerne i tekstbokse (med x eller y
isoleret) som beskrevet ovenfor eller vi kan anvende den ny graftype Analytisk geometri/Ligninger:

1:Funktion
2:Ligning

3:Parameterfremstiling | 2:parabel

4:Polazr ligning 3 Cirkel

5:Punktplot

4:Ellipse
S:Hyperbola »

6:Liste fra formel

7:Differentialligning 6:Keglesnit +

2:Wis indtastningslinje
3:Attributter

iy k
4:Tabel Emm“‘ o x

Den giver netop mulighed for at indtaste ligningen pa formen a-x+b-y =c. Det dakker alle de naevnte

randlinjer i kriteriebetingelserne. Det kommer til at se saledes ud:
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Men uanset om man foretraekker den ene eller anden grafiske fremstilling af kriterieomradet skal vi nu
finde den maksimal fortjeneste. Vi skal altsa have tegnet grafen for fortjenestefunktionen z = 90x + 150y. VI
indfgrer da en skyder k for fortjenesten (op til 20000) og indtaster ligningen 90x + 150y = k under graftypen

Analytisk geometri/Ligninger:

100

Ao

90+ x+150 y=k

a0

15" = _]s.| 90 x+150-y=k




Nar man traekker i skyderen kan man se niveaukurven beveaege sig veek fra centrum og dermed kan man
nemt finde en tilnaermet veerdi for den maksimale fortjeneste inklusive det hjgrnepunkt, hvor niveaukurven
forlader polygonen:

100, E solve(2: x+y<160,y)
 yS160-2- x
90 x+150 y=k solve(2: x+5 y<400,y)
2160-2-
-2+ [x-200)
»},67
5

f(x,y):=90- x+150 y » Udfort
f150,60) » 13500

Vi ser altsa at den optimale produktion bestar i 50 enheder af type | og 60 enheder af type Il og den maksi-
male fortjeneste er givet ved ca. 13495 aflzest fra figuren og mere praecist 13500 fundet ved beregning i
Noter.

Eksempel 1: Grafisk Igsning i 3d

Vi kan bakke analysen op med et tredimensionalt billede af grafen for omsaetningsfunktionen med lignin-
gen z=90x + 150y sammen med niveaufladen z = k for en fast veerdi af fortjenesten z. | fgrst omgang ind-
stilles det tre-dimensionale grafvindue til graenserne -10 < x < 90, -10 < y < 90 0g -100 < z < 20000. Vi far da
en skalatro gengivelse af grafen, altsa et teendstikdiagram, fordi z-aksen spaender over et meget stgrre in-
terval end x- og y-akserne!

Vi skal derfor regulere pa bredde-hgjdeforholdene (aspect ratio). x-aksen spaender over intervalleengden
100, y-aksen spaender ogsa over intervallaengden 100 mens z-aksen over intervallaengden 21000. For at
matche z-aksen skal bade x-aksen og y-aksen derfor straekkes med en faktor 21000/100=210. Det rejser dog
det problem at den faktor man straekker med skal ligge mellem 0.1 og 100 i alt et spaend over en faktor
1000. Vi vaelger derfor at streekke bade x-aksen og y-aksen med en faktor 21 men til gengaeld trykke z-aksen
sammen med en faktor 0.1:
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Men sa ser det ogsa helt fornuftigt ud!

Tilbage tar bare at justere gitterinddelingerne, sa de matcher inddelingerne pa akserne. | dette tilfelde er
der dog ingen grund til justeringer, idet x-og y-intervallerne begge spander over 100, hvorfor 20 gitterind-
delinger, svarende til 21 gitterpunkter, netop giver en tilvaekst pa 5 hen over en gitterinddeling. Da flader
som standard netop har 21 gitterpunkter passer det altsa fint sammen. Man kan med lidt gvelse godt aflee-
se x- og y-koordinaterne for et gitterpunkt.



Nu skal vi bare have inddraget kriterierne.
2x+y <160

2x+5y <400

x<70

x>0

y=>0
Det er sveerere at fa kriterieomradet med, fordi kriterieligningerne giver anledning til lodrette planer, dvs. vi
kan ikke isolere z, fordi z slet ikke optraeder i planens ligning! Vi ma derfor indskrive dem pa parameterform
(og seette parameterintervallerne fornuftigt!):
Planen med ligningen 2x + y = 160, dvs. y =160—2x tegnes altsa med parameterfremstillingen

{x=t,y=160-2t,z=u} -10<t<90, -1000 < u <21000

-2-(x—200
Planen med ligningen 2x + 5y = 400, dvs. y =% tegnes altsa med parameterfremstillingen
-2-(t—200
X=ty= —( )
5
Planen med ligningen x = 70, tegnes med parameterfremstillingen
{x=70,y=t,z=u} -10<t<90, -1000 < u < 21000

,z=u} -10<t<90, -1000< u < 21000

Planen med ligningen x = 0, tegnes altsa med parameterfremstillingen
{x=0,y=t,z=u} -10<t<90, -1000 < u < 21000

Planen med ligningen y = 0, tegnes endeligt med parameterfremstillingen
{x=t,y=0,z=u} -10<t<90, -1000 < u < 21000

Det ser saledes ud:




Her har vi slaet gitteret fra, men sat gitterpunkterne op til 51 af hensyn til tegningen af skaeringerne mel-
lem planerne og endelig har vi sat gennemsigtigheden af koordinatplanerne x =0 og y = 0 op til 70, sa man
som vist kan se lige gennem dem! Alternativt kan man undlade at vise koordinatplanerne x=0o0gy =0,
men til gengaeld indskraenke koordinatvisningen til intervallerne 0 < x < 100 og 0 < y < 100, sa man ser di-

rekte ind i fgrste kvadrant! Det ser saledes ud:

Det er tydeligvis det bagerste hjgrnepunkt (se pilen), der ligger hgjest. Teeller vi gitterinddelinger ligger det
10 inddelinger oppe af x-aksen svarende til x = 50 og 12 inddelinger oppe af y-aksen svarende til y =60. Her
ligger altsa den optimale produktion! Her har jeg tilfgjet tal pa akserne ved at overfgre et skaermbillede til

et geometrivaerksted:




For at vurdere z-vaerdien udfgrer vi en sporing af fortjenestefunktionens graf:

kg z-sporing: Brug Shift samt i

piletasterne til at &endre

konturniveauet. Brug piletasterne til at

rotere visningen horisontalt og ¥ X
vertikalt

z=13600

Med brug af 105 sporingstrin svarende til spring af 200 og en sporingsoplgsning pa 51 ser vi at omkring
13400-13600 rammer vi hjgrnepunktet og forlader polygonomradet. Det giver god mening!



2. Kvadratisk programmering i 2 variable: x og y

Eksempel 2: Elementaer grafisk lgsning i 2d

Netop fordi symbolske programmer arbejder med vilkarlige udtryk kan man lige s nemt lave kvadratisk
programmering, som linezer programmering (eller en hvilken som helst anden form for programmering!).
Det er jo alligevel de samme faciliteter, man traekker pa! Her vil vi se pa nogle eksempler pa kvadratisk
programmering hentet fra en standardlaerebog for handelsgymnasiet (Sgren Antonius et al.):

En produktion af to varer A og B er underlagt betingelser, som kan udtrykkes ved fglgende ulig-
heder, hvor x er antal enheder for A og y er antal enheder for B:
2x + 3y <240
2x+2y <180
dx +y <240
x>0
y=>0

Af de tre fgrste betingelser fglger, at de kritiske x-vaerdier (dvs. skeeringen med x-aksen) er 120, 90 og 60,
ligesom de kritiske y-veerdier er 80, 90 og 240. Altsa skaerer polygonomradet x-aksen i 60 og y-aksen i 80
(de mindste kritiske veerdier). Vi starter derfor med at vaelge grafrummet

-10<x<70 og -10<y <90 .
Vi indskriver derefter kriterie-ulighederne i tekstbokse (hgjreklik i grafrummet), idet vi fgrst isolerer x eller y
med en solve-kommando i Noter. Hvis vi har en valgmulighed er det traditionelt at isolere y. Leeg maerke til
at vi vender ulighederne modsat, sa produktionsomradet fremstar blankt. Tekstboksene hives ind pa en af
akserne for at fa tegnet uligheden:

Solve(2- x+3 y2240y)
-2 [x-120)
. 1’;27
3
Solve(2- x+2-}12180*y) » y=90-x
solve(4: x+y2240y) * y2240-4 x

y2240-4 x
10

(0,0] (60,0]
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Det er nemt at konstruere skaeringspunkterne langs randen af polygonomradet og fa afsat koordinaterne.
De kan naturligvis ogsa findes med passende Solve-kommandoer. Vi har nu styr pa kriterieomrddet!
Under passende antagelser bliver den samlede omsatning nu givet ved det fglgende kvadratiske udtryk i x

ogy:

f(x,y)=20x— §x2+25y— %yz.

Det er altsa denne funktion vi skal maksimere i polygonomradet, sa vi ser pa nogle niveaukurver, fx niveau-
kurven gennem (25,25), dvs. kurven med ligningen f (x, y) = f (25, 25). Den tastes ind under graftypen lig-
ning:

el 1, 1, 9125 |
I & gx +CI'X'5;+I'? +20 x+25 v+ 3 =ﬂ| )

solve(2- X+3 y2240,y)
2 (x-120]

3
solve(2' x+2'y21801}*3 * y290-x
solve(4 x+y2240,y) » y2240-4 x

f(xy):=20- x—i- x2+25-y—£-y2
3 4

> Udfart
9125
12

f{25,25] »

completeSquare(-f(xky)=-ﬂ:25,25)ny)
_[x=30]2 [y-50)% 1975
3 4 12

y2240-4 x

10

(0,0) (60,0)

Ved at hgjreklikke pa den kan vi undersgge den for fx dens centrum, symmetriakser og excentricitet. VI ser
da at der er tale om en ellipse. Ved at anvende kommandoen CompleteSquare finder vi ligningen pa stan-

dardform, dvs. vi kan afleese halvakserne a =\/§ ogb=2.

Faktisk kan vi lige sa godt tegne en dynamisk niveaukurve f (x, y) = k, sa pa basis af veerdien af f (25,25) geet-
ter vi pa et passende interval af familieparameteren k, og opretter den som en skyder, der kan Igbe fra 500
til 1000 i trin af 25. Vi ser da at alle niveaukurverne er ellipser med centrum i (30,50) og excentricitet %. Vi
ser ogsa at centrum for ellipserne ligger inde i kriterieomradet.
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solve(2- x+3-y2240yj
-2+ (x-120)
L S—
3
solve(2- x+2-y2180,y) » y290-x
solve(4: x+y2240)) » y2240-4 x

LRV

f(xy):=20' x—i' x2
3
» Udfort

fi25,25) » o1
12

1
+25'y——'y2
4

completeSquare(-ffxy)z-f[%,25),xy)
[x-30)% [-50)% 1975

3 4 12

y2240-4 x

10

_?- x2+%-y2+20- 425 k=0
[0,0] (60,0)

Vi kan endda som vist fa tegnet en familie af niveaukurver ved at overlejre det analytiske keglesnit med et
geometrisk keglesnit og derefter hgjreklikke og veelge geometrisk spor. Mellem 900 og 925 forsvinder spo-
ret, sa den maksimale omsaetning ligger i dette interval!

solve(2' x+3 y2240y3
-2 [x-120]
e il
3
Solve(2- x+2-y2180,y) * ¥290-x
solve(4 x+y2240,y) » y2240-4 x
f(xy):=20- x—l- x2+25-y—l-y2
3 4
r Udfort
9125
12
completeSquare(-f[xy)z-ff%,25),)(9))
[x-30)% [-s0)2 1975
3 4 12

f{25,25] »

k=025 10

1
500. 1000.
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Eksempel 2: Elementeer grafisk lgsning i 3d

Vi kan bakke analysen op med et tredimensionalt billede af grafen for omsaetningsfunktionen sammen med
niveaufladen for (x, y) = (25,25), dvs. z=9125/12 = 760,41666... | fgrst omgang indstilles det tre-dimensio-
nale grafvindue til graenserne -10 < x < 70, -10 < y < 90 0g -100 < z < 1000. Vi far da en skalatro gengivelse af
grafen, altsa et teendstikdiagram, fordi z-aksen spander over et meget stgrre interval end x- og y-akserne!

Vi skal derfor regulere pa bredde-hgjdeforholdene (aspect ratio). x-aksen spaender over intervalleengden
80, y-aksen over intervallaengden 100 og z-aksen over intervalleengden 1100. For at matche z-aksen skal x-
aksen derfor straekkes med en faktor 1100/80=13.75 og y-aksen skal streekkes med en faktor 11.

13



Vi kan endda indstille gitteret, sa det matcher akseinddelingerne. Vi kan da fx veelge antal inddelinger langs
x-aksen til 16 (dvs. gitterstregernes antal skal vaere 17) og antal inddelinger langs y-aksen til 20 (dvs. gitter-
stregernes antal skal veere 21), sa gitterinddelingerne svarer til spring pa 5.

Det ggr det med lidt behaendighed muligt at afleeser x- og y-koordinaterne for toppunktet

00 00

Y

-10 X 7810 -10 y a0

Midterstregen svarer til x = 30, og toppunktet ligger  Midterstregen svarer til y = 40. Toppunktet ligger to
derforix = 30. inddelinger til hgjre, dvs. i y = 50.

14



Vi kan nu illustrere niveaukurverne ved at spore fladen. Vi satter sporingsparametrene til 44 sporingstrin
svarere til spring af 25, idet z-aksen spaender over intervallet 1100. Vi saetter sporingsoplgsningen til 100 for
at fa en rimelig paen skaering med fladen:

JD-sporingsopsatning

Z—sporingsfarve |

Antal z-sporingstrin |44
z-sporingslgsning (100 -

Zz—sporing gennemsigtighed |20 =

| oKk | Annutier |

z=800

Husk at trykke SHIFT PIL OP, nar du sporer, da en PIL OP blot fgrer til at scenen vipper ©
Sporingsplanen slipper falden i hgjden 925, dvs. noget tyder pa at den maksimale omsaetning netop er givet
ved z = 925. Det er selvfglgelig ikke svaert at bekraefte ved en symbolsk udregning:

2 2

f(xy) o +20'x—}—+25-y
3 4

d
—fbey))=o
* | » x=30 and y=50

solve
teo)o

flx,y)[x=30 and y=50 » 925
15



Bemaeerkning: Det er svaerere at fa kriterieomradet med, fordi kriterieligningerne giver anledning til lodrette
planer, dvs. vi kan ikke isolere z. Vi ma derfor indskrive dem pa parameterform (og seette parameterinter-
vallerne fornuftigt!):
-2-(x—-120
Planen med ligningen 2x + 3y = 240, dvs. y =#
-2-(t-120
{x =t,y= —( 3 )

Planen med ligningen 2x + 2y = 180, dvs. y =90—x tegnes altsa med parameterfremstillingen

tegnes altsa med parameterfremstillingen

,z:u} -10<t< 70, -100 < u <1000

{x=t,y=90-t,z=u} -10<t<70, -100 < u <1000
Planen med ligningen 4x + y = 240, dvs. y =240—4x tegnes altsa med parameterfremstillingen
{x=t,y=240-4t,z=u} -10<t<70, -100<u <1000
Planen med ligningen y = 0, tegnes altsa med parameterfremstillingen
{x=t,y=0,z=u} -10<t<70, -100 < u <1000
Planen med ligningen x = 0, tegnes endeligt med parameterfremstillingen
{x=0,y=t,z=u} -10<t<90, -100 < u <1000

Det ser saledes ud:

Eksempel 2: Simultan visning i 2d og 3d

Endelig har vi mulighed for at illustrere hgjdekurver i 2d og 3d samtidigt ved hjzelp af skydere. Vi vender
tilbage til skyderen for hgjden k, men inddrager den nu ogsa i den tre-dimensionale grafopsaetning, hvor vi
tilfgjer planen z = k:

16



-1
12

+ 232420 2425+ (K)=0
lo0) 3 4

k=825.

1 1
500. 1000.

Nar vi traekker i skyderen ser vi nu samtidigt hgjdekurven andre sig i 2d-grafen og 3d-grafen. Det er fri-
stende at tilfgje kriterieplanerne i 3d, men vi har undladt det, da figuren nemt bliver sveer at tolke, hvis der

er for mange elementer pa spil.

Bemaerkning: Da funktionen f(x,y) er sa simpel, idet den spalter ud i en sum af to funktioner, hvor den ene
er et andengradspolynomium i x ogn den anden et andegradspolynomium iy, kan vi godt anvende fMax til
at finde toppunktet:

fMax(f(xLy)Jx) » x=30

Max{f{xy)y) > y=50
2-x+3 p=240 and 2- x+2 <180 and 4 x+y<240 and x20 and y20[x=30 and y=50 * true

| den sidste linje tjekker vi at det fundne toppunkt rent faktisk opfylder kriterierne, dvs. ligger indenfor kri-
terieomradet.

Dette afslutter det fgrste eksempel, som var simpelt, netop fordi toppunktet |3 inde i kriterieomradet. Vi
felger op med et nyt eksempel, hvor toppunktet ligger udenfor kriterieomradet!

17



Eksempel 3: Centrum falder udenfor polygonomradet

Vi prgver sa at se pa, hvad der sker, hvis vi endrer omsatningsfunktionen en anelse til
flx, y)=20x— %xz + 25y — %yz

Det sendrer niveaukurverne, sa de nu har centrum i (50,50) udenfor polygonomradet:

22+ 5200 w2 k=0

(0]0) 5 4

| stedet skal vi derfor bestemme maksimumspunktet, som det punkt pa randen af polygonomradet, hvor
niveaukurven netop tangerer polygonomradet, dvs. hvor niveaukurven slipper kriterieomradet. Fgrst ma vi
da finde ud af hvilke af begraensningsfunktionerne der er tale om. En omhyggelig sporing viser, at det er

den anden af kriteriefunktionerne y = 90-:

(30,60]

22+l 24000 w2 =0

(0]0) 5 4

18



d
Randkurven har altsa ligningen y = 90 — x, og dermed hzeldningen d—y=—1 . For at finde hzeldningen af ni-
X

veaukurven differentierer vi ligningen for niveaukurven, idet vi opfatter y som en funktion af x. Heldningen
for kurven er altsa givet ved implicit differentiation. Vi finder da:

2 32
f(xy):=—+20' x——+25'y * Udfort
5 4
impDif{f{y)=0x) » 4 beoso)
5 [y-50)
o 400 410
salve|{ -4 [x-50] _ Y| = and y=
5 [y-50) ? ?

400 410 . 10025 10025
I

f(xyﬂx:— and y= *1113.89
9 9 9 9

Dermed har vi fundet en oplagt kandidat til den produktion, der giver den maksimale omsaetning, som altsa
viser sig at veere:
x =400/9 ogy=410/9,
med den maksimale omsztning givet ved
f(400/9, 410/9) = 1113.8888....
Vi kan kontrollere Igsningen grafisk ved dels at tegne det optimale punkt, dels tegne den tilhgrende niveau-
kurve:

0.447214

V=50
(ﬂ 410
)
(50,40]) s 9
12,71 2
—x =y 2420 425 H-k)=0
(o) s 4 (60,0]
K=1113.89
50Io.l 1 1 1 1

Alt ser ud som forventet!
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@velser til kvadratisk programmering

Bemeaerkning: En klassisk introduktion til kvadratisk programmering kan man fx finde i
Mogens Ditlev Hansen: Matematik - @konomi — Optimering (Abacus 1987)

Der er gode diskussioner/eksempler i kapitel 4 samt en del supplerende opgaver, fx

@velse 1: Omsaetningsfunktionen (kriteriefunktionen) for en virksomhed er givet ved
f(x,y) =-3x* +18x -2y’ + 28y
hvor produktionen er underlagt betingelserne:
2x+ 5y <45
5x+2y <60
x>20,y=>20

a) Tegn produktionsomradet samt en familie af niveaukurver for kriteriefunktionen.
b) Bestem maksimum for kriteriefunktionen.

@velse 2: Omszetningsfunktionen (kriteriefunktionen) for en virksomhed er givet ved
f(x,y) =—x"+18x-3y* +36y
hvor produktionen er underlagt betingelserne:
x+3y<21
5x+y <35
x>20,y2>20

a) Tegn produktionsomradet samt en familie af niveaukurver for kriteriefunktionen.
b) Bestem maksimum for kriteriefunktionen.

@velse 3: Omsaetningsfunktionen (kriteriefunktionen) for en virksomhed er givet ved
f(x,y) =-10x* +120x —10y* + 220y
hvor produktionen er underlagt betingelserne:
x+2y<18
2x+y<18
x>20,y=>20

a) Tegn produktionsomradet samt en familie af niveaukurver for kriteriefunktionen.
b) Bestem maksimum for kriteriefunktionen.
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3. Linear programmering i 3 variable: x, y og z

Eksempel 4: Elementaer grafisk lgsning i 3d

Lineaer programmering i 3 variable er en visuel udfordring, fordi polygonomradet nu bliver et polyederom-
rade i tre dimensioner! Vi ser pa fglgende "abstrakte’ udgave af en linezer programmeringsopgave i tre vari-
able:

Maksimér kriteriefunktionen
f(x,y,z)=16x+11y +5z

med begraensningerne
X+2y+2z<40
6x+3y+2z<150

og bibetingelserne
x>0, y=20, z=20

Som fer indbygger vi bibetingelserne ved kun at vise f@rste oktant! Vi ser ogsa at randplanerne skaerer x-
aksen i 40 og 25, y-aksen i 20 og 50 samt z-aksen i 40 og 150. Vi skal altsa som minimum dakke intervaller-
ne0<x<25 0<y<200g0<z<40.Vivalger da at vise grafrummet 0<x<30,0<y<250g0<2z<45.

Den ser lidt bokset ud, men kan vi ikke leve med det kan vi jo bare sendre aspektforholdene og straekke z
med faktoren 45/30 og y med faktoren 45/25, sa scenen fremstar som en terning:
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Sa skal vi have tilfgjet randplanerne med 31 gitterpunkter langs x-aksen og 26 gitterpunkter langs y-aksen!

solve(x+2- _1,+z=40,z)
[ > z=-x=2 3440

0 Q solve(6: x+3: y+z=150,2]
»z=-6x—3 p+150

i
\\\\{\\\\\\\

:

i\
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Drejer vi nu scenen, sa vi kigger ind i ferste oktant med z-aksen taettest muligt pa os, og farvelaegger vi gul-

vet z =0, sa ser vi netop ind i polyederomradet hgrende til kriterierne:

Solve(x+2- y+z=40,zj
> z=mx—Z 40
SOIVE(@ x+3-y+z=15012)
»z=-6"x—3 1+150

Vi gentager figuren men treekker nu polyederomradet op i 2d-geometri, idet vi overfarer et skeerm-
billede som baggrundshillede til et geometriveerksted, sa strukturen bliver tydeligere:

z




Der er altsa tale om et pentaeder (der er fem kriterieuligheder) med 2 trekantsider (en blank i y-z-planen og
en rgd) samt 3 firkantsider (en blank i x-z-planen og en bla og en gul). Vi kan ogsa nemt finde hjgrnepunk-
terne og indsaette dem pa figuren:

_ xyz| » x=22 and y=0 and z=18

solvel;

» x=20 and y=10 and z=0

_ X,z » x=25 and y=0and z=0

z=0

solve|yx=0 X,z » x=0and y=20 and z=0

solve|yx=0 xv,z| » x=0and y=0 and z=40

11
|

L5 (0/0:40)

£(20,10,0)

For at finde maksimumspunktet skal vi nu udfgre en sporing af kriteriefunktionen, men da det er en funkti-
on af tre variable er vi ngdt til at ggre det med en skyder k.
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Vi ser da at niveauplanen forlader polyederomradet i skeeringspunktet mellem x-z-planen y = 0 samt
den bla plan og z = -x -2y -40 og den rgde plan z = -6x -3y + 150, dvs. i punktet F(22,0,18). Den
tilhgrende fortjeneste er da givet ved

fl22,0,18) » 442
Sa vi var teet pa ved den grafiske aflaesning!

Vipper vi niveauplanen kan vi selvfglgelig lige sa godt fa den til at forlade polyederomradet i et af
den andre hjgrnepunkter. Sa nu har vi en grafisk metode til at lgse lineaere programmeringsopgaver
i 3 variable. Men det er klart at vi ma finde pa noget nyt, hvis der er endnu flere variable pa spil. Og
dermed er scenen kridtet op til simpleks-metoden, der er en rent algebraisk metode i hgjere dimen-
sioner. Men det er en helt anden historie ©
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4. Kvadratisk programmering i 3 variable: x, y og z

Eksempel 5: Elementeer grafisk lgsning i 3d

Vi udvider nu problemstillingen med den kvadratiske programmering til at inkludere endnu en variabel:

En produktion af tre varer A, B og C er underlagt betingelser, som kan udtrykkes ved fglgende
uligheder, hvor x er antal enheder for A, y er antal enheder for B og z er antal enheder for C:
2x+ 3y +4z <480
2x + 2y +z<240
Ax+y+2z2<320
x>0
y>0
z>20

Fortjenestefunktionen er givet ved
flx,y,2)=20x— 2x*+25y— 1 y? + 40z - % 2.
3 4

Vi skal finde den optimale produktion, der giver den maksimale fortjeneste.

Som ved den lineare programmering i 3 variable starter vi med at saette scenen! Vi ser da at skaeringspunk-
terne med x-aksen ligger i 240, 120 og 80, skaeringspunkterne med y-aksen ligger i 160, 120 og 320 samt at
skaeringspunkterne med z-aksen ligger i 120, 240 og 160. Vi veelger derfor grafvinduet, sa det omfatter de
mindste veerdier, fx 0 <x<100,0<y < 150 samt 0 < z< 150 alle tre tilfeelde med trin pa 5 for skalamaer-
kerne. Vi ser da ogsa at x-aksen skal straekkes med faktoren 1.5 for at blive lige sa stor som y- og z-aksen.
Gitterpunkterne saettes til 21 for x-aksen, 31 for y-aksen og 31 for z-aksen. Det svarer netop til en tilveekst

pa 5 for koordinaterne. Resultatet er et passende polyederomrade hvor vi kigger ind i fgrste oktant med z-
aksen teettest pa os:

I
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Vi overfgrer et skeermbillede til et geometrivaerksted og treekker polyederomradet op og tilfgjer koordina-
ter til hjgrnepunkterne:

2-x+3- y+d- 2=480 120 60 560
solve _ Xyz| »x=— and y=— and z=——

9 3 9

z=0

200 160
solve *_,x@x,z » x=— and y=—— and z=0

3 3
solve *_ xy,z| * x=0 and y=9¢€ and z=48

g8 320
solve|jy=0 xy,z| * x=— and y=0and z=——
3 3

820 160 560

222

9'5"9
200 160
B— 0
3’ 3 _sE
Y g . =
150

cf0,120,0)

"¢ 0 4l0,0,0)

Der er tale om et heksaeder (seks sideflader svarende til de 6 kriterieuligheder), hvor alle seks sideflader er
firkanter. Det havde nu veaeret tilstraekkeligt til at I@se et lineaert programmeringsproblem, fordi vi nu ville
vide at fortjenestefunktionen er maksimal i et af hjgrnepunkterne og vi kan jo sa bare regne alle fortjene-
sterne ud i hjgrnepunkterne! Men denne gang er der tale om en kvadratisk fortjenestefunktion. Udfgrer vi
en kvadratkomplettering, ser vi at der er tale om en ellipsoide med fast centrum i (30, 50, 40) og variable

halvakser a=+/3-(1725—k), b=2-41725—k og c=+/2-(1725—k) . Vi ser ogsa at den stgrste fortjeneste er

givet ved 1725, der antages i centrum for ellipsoiden, men for at vaere sikker pa at den Igser problemet skal
vi lige have styr pa at centrum rent faktisk ligger indenfor polyederomradet! Det ggr den heldigvis:
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f(xk}qz)::ED- x—l- x2+25-}1—l-}12+40- z—l- z% > Udfort
3 4 2
y—20 2 1. —E5( 2 7—A0 2
completeSquare|-f{x,z)=-konstant,xy,z) * bx=30) +(r 50) +(b 40 =-(konstant—1725)
3 4 2

2' x+3 y+4 z[x=30 and y=50 and z=40 = 370

2- x+2 y+z|x=30 and y=50 and z=40 » 200

4 x+y+2- z|x=30 and y=50 and z=40 » 250

Vi kan illustrere niveaufladerne ved at tegne ellipsoiden som en parameterflade med regnbuefarver (efter

stejlheden, jo rgdere den er, jo mere lodret star fladen (parameterintervallerne er fgdt til at tegne kugler
og dermed ogsa ellipsoider korrekt!):

xpl (tu)= 30+3 (1725-K) - cosls)- sinlu)
M ypl (tu)= 50+/4 [1725-k) sine) sinu)
zpl (tu)=| 40+[2 (1725-K) - coslu) @
zZ
z
50 y"ﬁ
==y
e
= 0
SIS
oS
S
X TS y
k=1000. y
I 1 I I 1 $ 1 I I 1 I
0. 2000.

For sma veerdier af fortjeneste, fx k = 1000, spraenger den som vist rammerne for polyederomradet. Men
for store veerdier af fortjenesten traekker den sig sammen til en ellipsoide, der ligger helt indenfor polye-
deromradet og forsvinder helt nar k passerer 1725:
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1
2000.

Eksempel 6: Centrum ligger uden for polyederomradet

Bemaerkning: Hvis centrum for ellipsoiden 13 uden for polyederomradet ville det hele selvfglgelig blive me-
get mere indviklet! For at illustrere det beholder vi betingelserne men andrer lidt pa fortjenestefunktio-
nen, sa centrum ryger udenfor:

f(xk}i,z)::m- x—i- x2+25-y—i-y2+40- z—l- 2 U Ifert
) & 2
— 2 =7 2 - 2 s neiani—447
completeSquaﬂe(-f(xy,z):-konsranr,xk}gz) . (x 56) +(,, f5) +(Z 40) = (2 fonstant 44;5)
5 & 2 2

2 x+3 y+4 zjx=50 and y=75 and z=40 * 485

2" x+2' y+z|x=50 and =75 and z=40 » 290
4 x+y+2 z[x=50 and y=75 and z=40 » 355

Denne gang har ellipsoiden centrum i (50,75,40), som klart bryder med alle tre uligheder, sa centrum ligger
udenfor polyederomradet. Halvakserne for ellipsoiden er denne gang givet ved:

a=+/5-(4475/2—k), b=+/6-(4475/2—k) og c=+/2-(4475/2—k)
Den maksimale fortjeneste pa 4475/2 = 2237.5 er desvaerre ikke mulig at opna, sa spgrgsmalet er nu i hvil-
ket punkt vi slipper polyederomradet. Vi tegner da ellipsoiden som fgr med en skyder og ser pa billederne

for k =2100 og k = 2175, hvor det er tydeligt at se at ellipsoiden slipper polyederomradet langs den rgde
sideflade: z=240-2x-2y!
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1
2500.

) - )

(=]

2100.

k:
1
1000.

2500.

-2 .Vifinder da

240 -2x-2y har heeldningen -2 langs x-

0z

oy

-2 og

frem som i to variable: Planen z
, 0z
aksen og hzldningen -2 langs y-aksen. Der gzelder altsa 5
X
30

o

aviga

o

k=2175.
1000.

For at finde rgringspunktet m



1 1 1
f(xkyjz):zizo- x—g- x2+25-}’—g-}12+40- z—;- % - Udfert

impDif(f(x&ngO,x,z) L 2o (I_5O)
5 (z-40)
impDif{flx,z)=0,2) * o)
3 (z-40)
z=240-2' x-2' ¥
2 les0)
solve|y 5 (2—403 X WE| xzﬂ and y= 1429 and zzﬁ
=75 23 23 23
3 (z-40)
x=@ and y= 1425 and z= 870 » x=39.1304 and y=61.9565 and 7z=37.8261
23 23 23
f(xy,zﬂx— 200 and y= 1225 and z=@ oo
23 23 23 46
100425
= 2183.15
46

900 1425 870

Altsa er rgringspunktet givet ved (x,y, z) =(— _—

, , =(39.13,61.96,37.83) og den maksimale for-
23 23 23

100425
tjeneste er givet ved Tz 2183.15.

Vi kan godt med tilnaermelse lokalisere rgringspunktet pa den rgde plan, ud fra koordinaterne (heer afrun-

det til x=ca. 40 og y = ca. 62.5):

— —_ =50

TTTTTTYT

]

TAT]

Det passer rimeligt med placeringen af de to klatter i omradet, hvor ellipsoiden skaerer den rgde plan.
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