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Forord

TI-Nspire CAS er et dynamisk databehandlingsprogram, der egner sig til undervisning i databe-
handling p& mange niveauer: Folkeskolens zldste klasser, gymnasiet og HF samt de viderega-
ende uddannelser. Statistik med TI-Nspire CAS er skrevet som introduktion til TI-Nspire
CAS til brug for dels undervisningen i statistik pa det indledende niveau i gymnasiet, dvs. Mat C,
hvor det iseer er den fgrste del omkring den beskrivende statistik, der vil vaere af interesse, dels
undervisningen i statistik p& de to fortsatterniveauer i gymnasiet, dvs. Mat B og Mat A, hvor
det isaer er den anden del omkring den bekraeftende statistik, der vil veere af interesse. Begge
dele er skrevet sd de kan indgd i et tveerfagligt samarbejde med dels samfundsfag, dels de na-
turvidenskabelige fag - ikke mindst biologi. Haeftet kan benyttes uafhaengigt af andre introduk-
tionshaefter, men for at fa et bedre kendskab til TI-Nspire CAS kan det anbefales ogsa at gen-
nemarbejde et introducerende haefte om variabelsammenhange, fx eksempelsamlingen, der kan
hentes pd Texas hjemmeside. Alle de datasaet, der omtales i haeftet kan tilsvarende hentes som
radata pd Texas hjemmeside — hvor man fx kan fa adgang via Hjselp-menuen:

Hjeelp
Hjzelp i TI-Mspire CAS Teacher Software F1

Registrer...

Download den nyeste vejledning
Bessg Aktivitetsudvekslingen
Kar TI-Mspire diagnostik

Se efter opdateringer af softwaren

Om TI-Mspire™ CAS Teacher Software

Velkomstskaermbillede ...

Fgrste del omhandler den beskrivende statistik: Hvordan treekker man information ud om et
dataseet. I det indledende afsnit indfgres de vigtigste graftyper og deskriptorer: prikplot, histo-
gram og boksplot, kvartilsaet og middelveerdi. Dernaest fglger et afsnit, der kommer rundt om de
vigtigste kendetegn ved en statistisk fordeling: niveauet, spredningen og formen. Her introduce-
res ogsd gamma-graden som en karakterisering af ordinale variable. Da mange datasaet i prak-
sis optraeder som grupperede data (som o0gsa er et centralt emne i kernestoffet for MatC) afslut-
tes der med et laengere afsnit om grupperede data med en gennemgang af de tilhgrende grafty-
per og deskriptorer: sgjlediagram, histogram, sumkurve og boksplot, kvartilseet og middelvaerdi.

Anden del omhandler den bekraeftende statistik: Hvad er en statistisk hypotese? Hvordan
sandsynligggr man en hypotese? Der laegges vaegt pa eksperimentelle metoder, som i langt hg-
jere grad er tilgaengelige for undervisningen pa dette indledende niveau. I det fgrste indledende
afsnit indfgres en raekke centrale begreber, som fx nulhypotesen H, og p-vaerdi. De fglgende fire
afsnit omhandler derefter forskellige aspekter af de vigtigste hypotesetest, chi2-testen, der nu er
kernestof pd matematik B og A: Der laegges ud med to simple eksempler pa henholdsvis Good-
ness-of-fit testen og testen for uafhaengighed. Derefter gennemgas et stgrre eksempel, der eg-
ner sig for projektsamarbejder med samfundsfag: Spgrgeskemaanalyser. Hovedvaegten ligger pa
forstdelsen af den statistiske metode og laegger derfor fgrst og fremmest op til projektsamarbej-
der og den mundtlig eksamen i matematik. Men i hvert eksempel gennemgé&s ogsa den indbyg-
gede kanoniske test, der iszer egner sig til skriftlige eksamen - men fgrst ndr man har forstaet
metoden. Til slut udvides det statistiske testarsenal med gamma-testen, som egner sig til at
undersgge sammenhangen mellem to ordinale variable.

I forhold til tredje udgave af Introduktion til statistik med TI-Nspire CAS er der i denne
udgave kun sket mindre andringer. I afsnit 8 er eksemplet med McCain versus Obama udskif-
tet med et mere tidssvarende eksempel baseret pa YouTube videoen Er piger venstreoriente-
rede? Fra Gladsakse Gymnasium. Dels er der taget hensyn til forbedringer i programmet, her-
under indfgrelsen histogrammer med ulige store intervaller.

Bjgrn Felsager, september 2012
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Beskrivende

statistik

1 Grundlaeggende TI-Nspire CAS-teknikker
1.1 Velkommen til TI-Nspire CAS
N&r du abner for TI-Nspire CAS viser der sig forst et velkomstskaermbillede

Vel komstskaer;nb_il

Her veelger du
Lister og Reghe- |~
ark-veerkstedet i

Lynstart-menuen

T

Velkommen

Velkommen il TI-Nspire™ CAS Teacher Software! Opret, download og distribuer
interaktive matematik- og naturleeredokumenter til dine elever.

I-72spire

|| vis altid dette ved opstart

Her veelger du Nyt
dokument ved at
lukke velkomst-
== =+ | | skeermbilledet!

@, Vis indhold

Styring af handholdte

|5 Overfer dokumentier)

k= Apn..

(= Seneste dokumenter
" biografbesegs...
" Terningkastse..
™ Preesentation 4...
"~ Opleea til FPK-

" Biografbesag

Lukkes velkomstskaermbilledet fas et skaermbillede opdelt i en overordnet menubjselke (med
de seedvanlige Windows-menuer: Filer, Rediger osv.), et sidepanel med bl.a. en sidesorte-
rer, der giver overblik over siderne i det enkelte dokument (samt et lommeregnertastatur, en
avanceret stifinder og diverse muligheder for at indsaette formler, symboler og kommandoer).
Dertil kommer et dokumentvindue med et arbejdsomrade for det aktuelle dokument, samt en
saerskilt menubjaelke, der afspejler det aktive vaerksted. De tilgeengelige dokumenter vises i fa-
ner forneden. Arbejdsomradet kan som vist opdeles i op til fire forskellige veaerksteder. I stati-
stikken vil vi isaer benytte veerkstederne Lister og Regneark og Diagrammer og Statistik.

7% Dokumentl - TI-Nspire™ CAS Teacher Software

I SRR X
Filer Rediger Vis Indseet Veerktsjer Vinduer Hjzelp
Indhold Dokumenter
P-@E = s - @ 61 - [
Dokumentvarktajslinje B »|
; i
= -~
=
/|
==
- g ,; jninger 45 1:Titts] Beregninger
& 2:Til ,; i 2 2:Titta] Grafer
k\
ga-wE i [N 3.Tilfgj Geometri

Kli B 4Tiks og Regneark

L) 5:Tiltaj Diagrammer ag statistik
6:Tilfaj Noter
_ll 7:Tilfgj Vernier DataQuest™

Klik her for attilfgje en applikation

K< _'J4 Tilfg] Lister og Regneark

l' S.Tilfgj tjkagram mer og statistik

6. Tilfg] Noter
_] 7.Tilfg] Wernier DataQuest™

Klik her for at tilfeje en applikation

Dokument! X

40 B

11 Indstillinger Dokumentvisning: }E|

Tykkelse: (100% ~| - +
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1.2 Lister og regneark

Veaerkstederne er tilknyttet deres egne menubjaelker, der viser hvad man kan arbejde med i det

pdgaeldende vaerksted:

Dokumentvarktajslinje

° 3 = u ’

Lister og Regneark 2 -

m_ I E ] 5] E E 2] H
‘\M 1:Handlinger | 1:Flyt sgjle

895 2indsmt » | 2:Tilpas starrelse @] 1:1nds=t celle

135 30ata ¥ 3:Marker | 2:Indsast raskke 1:Opret talfgige

_ 4:Ga til (Ctri+G) i N
S o Finds®tsalle | 3:patatangst Ml 1 Statistiske beregninger...

= 3G anbE g (CHER) 3:Udiytd 2:Stat-fordelinger '

|~ 5:Funktionstabel 12

= 3:Konfidensintervaller '

| STif=ldigt b | 4:Statistiske tests L e ——
BLi e

1:SKift til funktionstabel (Ctre+T)

7.Liste operationer

#d Dokument2 - TI-Nspire™ CAS Teacher Software

Filer Rediger Vis Indseet Veerkisjer Vinduer Hjelp

Indhold

Dokumenter

@ - E|w B nast - ) 8 - | 1 -

Dokumentvarktajslinje

% '. i B '.

2 R ) a
Diagrammer og statistik E3 ‘ |‘
[ 1 Diagramtyper v | shi 1:Prikplot
i'j% 2:Diagramegenskaber 4 'EI'L 2:Boxplot ]J 1:Forbind datapunkter
R— 3:Handlinger 3 il‘.lb 3:Histogram Edhl 2:Egenskaber for histogram
%;’._/.u: 4:Undersag data » Eg A-Norr I 3Udvid
| 5 Vinauerzoom » |1 sPunkipot W5 4 Vs alle etikstter

1Y &7 injeplot Tilfg] X-variabel

i 5 7:Prikdiagram Tilfa) X-vaerdiliste

=

=" g:spjlediagram * 7.Fjen X-variabel

-@9 Cirkeldiagram Tilta] ‘r-variabsl

S o Tisa] -vaerdiliste
HET ARjer Y-variabel

X » -
= B:Tving kategorisk X

@Y C:Tving kategorisk ¥

&, D:Opdel kategorier efter variabsl

+ | €3 1:Fjem
2y 2: Skl tekst

Ab] =:indszet tekst

@1 Fjem

~~ 2:Tilfg] flytbare linjer

tii;' 1:Indstillinger for vindue

[[] 2:zoom - pata

Q, e
., 3:Zoom - ind

<l 4:Opret skyder (£ 3:Las skeering i nul

Vaelg alle punkter :w\uj_. 4:Plot funktion

6:Vaelg billede ;A S:Skraver under funktion @w 4:Zoom - ud

’E 7:Sorter efter 3 1%6 Regression 3

K 7:Residualer ]

¥ 2:Plot veerdi

h& 9:Vis normal PDF

A=
E\J AGrafsparing

— |

iriabel

DIoRTT

Te Fjern of ariabel
_Erpiger venstreorienter| tl EeSlet alt Dokument2 X avE
1.1 Indstillifger El=) Tykkelse: [100% - | - +

I Lister og Regneark-varkstedet kan man arbejde med datatabeller, simuleringer og forskelli-
ge numeriske statistiske beregninger og malinger. I Diagrammer og Statistik-vaerkstedet kan
man arbejde med grafiske fremstillinger af data og foretage forskellige simple grafiske undersg-
gelser af data, herunder kan man arbejde med skydere (parametre), ligesom man kan indsaette
tekstbokse. I Lister og Regneark-varkstedet finder man specielt i statistik-menuen rimeligt
avancerede statistiske veerktgjer til fx at udregne konfidensintervaller og efterprgve kanoniske
statistiske hypoteser. Dem vil vi kun kort omtale i dette haefte, da den fulde brug af disse teo-
retiske vaerktgjer kreever et indgdende kendskab til statistisk teori.

De to vaerksteder - Lister og Regneark og
Diagrammer og Statistik - er ulgseligt for-
bundne: De fremviser blot to forskellige re-
praesentationer af de samme grundlaeggende
data. £ndrer man i data i regnearket fglger
graferne automatisk med, og hvis man om-
vendt traekker i datapunkterne i Diagrammer
og Statistik-varkstedet fglger cellerne i Li-
ster og Regneark-varkstedet automatisk
med. Man kan dog godt I3se en variabel, sd
det ikke er muligt at traekke i datapunkterne.
Det sker ved hjalp af kommandoen Lock, der
skal udfgres i et Beregninger-varksted.

Dokumentvarktajslinje

o K

Beregninger A
‘f-"/_lHandUnger

1

k5 2Tal

X_ 3:Algebra - 3:Slet variabel

f - 4Rens a-z..

d 4:Differential- og integralregnin »

R : 4 e 5:5Slet historik

% s IR ST 5 6.Indsaet hemazrkning

K 6 Statistik b | 7:Bibliotek 3

I:g E_E 7:Matricer og vektorer g5 Las ¥ | 1:Las variabal

$€ 8 Finans 3 2:Las variabel ap

3'Hent dseoplysninger

?ég 9:Funktioner & programmer 4 Py 9
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2 Oprettelse af datasaet: Handtering af variable

Men lad os komme i gang med et eksempel: Kernen i TI-Nspire CAS er dets unikke evne til at
héndtere variable, s lad os ggre nogle observationer og knytte variable til dem. Det kunne
veere om klassen, hvor vi kunne se pa dataseettet bestdende af de enkelte elever karakteriseret
ved forskellige egenskaber, sdsom navn, kgn, alder, hgjde osv. Det kan I imidlertid selv lege
med. Her vil vi i stedet se pd et eksempel, der ogsa er sa simpelt, at vi selv nemt kan taste data
ind. Der er givet fglgende oplysninger om fodboldklubberne i superligaen for saesonen 2009-
2010 (kilde: www.Tipsbladet.dk):

Klub Anslaet _spil_lqbudget 2009-10 Points 2009-10
i millioner kr.
FC Kgbenhavn 125 68
OB 47.5 59
Brgndby IF 67.5 52
Esbjerg fB 27.5 50
AaB 37.5 48
FC Midtjylland 37.5 47
FC Nordsjeelland 21 43
Silkeborg 21 43
SgnderjyskE 17 41
Randers FC 325 40
AGF 27.5 38
HB Kagge 12.5 19

I den ovenstdende tabel er der tre variable: Klub, budget og points. Vi 8bner derfor for et Li-
ster og Regneark-varksted og starter med at give et navn til den fgrste variabel - klubbens
navn - ved at klikke pd titelfeltet A ] og skrive Igs. Herefter skriver vi navne ind i de fgl-
gende celler, idet vi husker at der nu skal gdsegjne " " omkring navne (for at adskille dem fra
symbolske udtryk, idet Lister og regneark ogsa er et symbolsk regneark). Laeg maerke til at ga-
segjne automatisk seettes parvis i indtastningsfeltet, ligesom med parenteser osv.

Alternativt kan man simpelthen kopiere data fra tabel- 'ﬁﬁiﬁklub ﬁbudget %points
len ind i TI-Nspire C?S, hvis man fx har en elektro- El

nisk Wordudgave til r§d|ghed. Den fgrste vanabcil - T,_h EC Kgbenhavn 125 68
klub - er nem nok at indtaste, da den bare bestar af — = - -
en tekst. Sddanne tekstvariable kaldes ogsa for ka- -E;OB il 3
tegoriske variable, fordi de opdeler klubberne i for- %%Br.ﬁ.mdby L : & =
skellige kategorier, fx efter navn eller geografisk pla- iESbjerg f6 _ 27.5 20
cering. Tekstvariable er venstrestillede, ligesom i et 5\ AaB , 37.3 48
almindeligt regneark, og de er karakteriseret ved at de |8 FC Midijylland | 37.5] il
er omsluttet af gdsegjne " ". I det hele taget minder rEﬁFC Mordsjzelland 21 43
tabellen i sin struktur meget om et regneark med W8] Silkeborg 21 43
nummererede raekker, idet hver klub har f3et tildelt sit |§rgmderj§gk|§ [ 17 a1
eget indeks, der angiver klubbens plads i tabellen. %Randers FC i 395 40
Laeg ogsa maerke til at sgjlerne, dvs. de enkelte vari- ."_?'ITAGF 27 5 38
able,.alle er fxadt med bogstavnavne - A, B, C osv. - ':HB Kege T 13 5| 10
som i et almindeligt regneark. Det ggr det nemt -

0gsa at referere til en enkelt celle. I TI-Nspire CAS - som er et dynamisk regneark — kan vi
selv vaelge om vi vil arbejde med hele sgjler/lister ad gangen (s&dan som du maske ogsa kender
det fra din grafregner) eller om vi vil arbejde med enkeltceller (sddan som du kender det fra fx
Excel).

De to naeste variable, budget og points er talvariable. De kaldes 0gsa for numeriske vari-
able. Talvariable er hgjrestillede, ligesom i et almindeligt regneark.
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2.1 Oprettelse af grafer: Prikplot og histogram

Hvordan kan vi nu danne os et grafisk overblik over denne tabel? Det kan ggres pa flere forskel-
lige mader. Her vil vi nu fgrst se pa nogle grafiske metoder til at danne sig et overblik over de
numeriske variable (vi vil senere 0gsad se naermere pa graftyperne for kategoriske variable).

] B ]

klub 1:Klip P
2:Kopier

1 FC Kegbenhavn e 68
OB 4Indszet sgjle 59
Brendby IF 5:Slet sajle 52
Esbjerg 1B 8:Flyt sgjle 50
AaB 7:Tilpas starelse * (48
FC Midtjylland Data 1:Sorter efter
FC Nordsjaelland | 2Fare ' | 2:Ryd
Silkeborg 21 2:Automatisk
SenderjyskE 17 AEksakt
Randers FC 32.5 AR
AGF 27.5

7:Kombinationsdiagram

HB Kege 12.5
o |

Vi kan nu oprette en graf over budgetterne ved at markere sgjlen for budget (klik pa sgjlenav-
net B i titelfeltet) og derefter hgjreklikke i den markerede sgjle. Vi kan da vaelge menupunktet
Data > Hurtig-graf, hvorved der automatisk oprettes et Diagrammer og Statistik-vaerksted
med den gnskede graf:

T T T
70 a0 110 130
budget

Man kan ogsa selv oprette et Diagrammer og statistik-vaerksted. Der 8bnes da for en ustruk-
tureret afbildning af datasaettet med en tilfaeldig fordeling af datapunkterne svarende til den fgr-
ste kategoriske variabel (hvis der er en og ellers den fgrste numeriske variabel). Derefter kan
man som vist klikke i variablen budget pa fgrsteaksen i grafrummet.

Paskrift: klub
@4
@FC Mordsjzlland
®rCgi
F
? @ ACF @Erendby IF
= @HE Fege @E:
B @Fanders FC
@ Silkeborg
@FC Kebenhavn
Klik for at tilfaje variabel
" Dokument1 5$| " Dokument2 Xl " spillerbudgetter x| : 4 b
s — : S e ff 3:points p— —

22 | Indstilinger | Dokumentvisning: & [E=| Tykkelse: [100% - | -

Datapunkterne struktureres da i en glidende bevaegelse efter vaerdien af variablen budget og
slutresultatet er det samme som den ovenstdende hurtig-graf. Herved fremkommer altsa et
prikplot, der giver en god fornemmelse for budgetfordelingen, som er tydeligt hgjreskaav og
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har en central klump omkring 30 millionerkr. og en lang hale til hgjre med de to storklubber
Brgndby IF og FC Kgbenhavn. Laeg maerke til at prikplottet er stakket, dvs. at prikkerne anbrin-
ges oven pa hinanden, s& vi far en tydelig fornemmelse af fordelingens form.

Selv om klubbernes navne ikke optraeder pa prikplottet kan vi nemt finde ud af hvem der
gemmer sig bag prikkerne. Hertil oprettes fx en ustruktureret graf (dvs. vi 8bner for et dia-
grammer og statistik-vaerksted, men afseetter ikke variable). Klikker vi pa et datapunkt, blin-
ker det nemlig i alle andre grafer. Flytter vi musen hen til det blinkende punkt i den ustrukture-
rede graf fas en oplysningsseddel om veerdierne for alle variablene knyttet til datapunktet:

Paskrift: klub
@ ~aB
@FC Mordsjzlland

g @ CQidilian o
= L&Heﬂ&al:s <E
k5
v
A=)
o O®ACF @Erendby IF
£ @HE Kooe QF:
< @Fanders FC

budget: 125

klub: FC Kebenhavn Silkebors

points: 68 :

FC Febenhavn
Klik for at tilfgje variabel

Vi kan ogsa skifte graftype ved at hgjreklikke og afssette budgetterne i et histogram:

Betegnelsen frekvens
er det samme som

hyppighed.

1:Boxplot

Frekwvens "
i

2:Histogram

3:Mormalfordelingsplot

4:Zoom 4

T T T T
0 10 20 30 40 50 80 90 100 110 120 130 140

0 70
budget

1:Prikplot

Histogrammet viser det samlede overordnede mgnster
som prikplottet. Vi kan nu tilpasse histogrammet ved at
traekke i histogramboksenes kanter eller ved at hgjreklik-
ke i grafrummet og derved f& adgang til menupunktet
Sgjleindstillinger > Lige store intervaller. Her kan vi
selv sztte intervalbredden og regulere intervalstar-
ten, dvs. placeringen af det fgrste intervalendepunkt. Vi
vender tilbage til histogrammer med ulige store interval-
ler, der kraever en separat liste over intervalendepunk- o

terne. |- ok | - Annutter

2:Boxplot

2:Mormalfordelingsplot

4:Skala
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[25.00, 35.00) 3 punkter

Frekwvens

0 10 20 30 40 50 60

T T T T
80 90 100 110 120 130 140

70
budget

Leeg maerke til at hvert af intervallerne starter i det venstre endepunkt. (Der er tale om et tilfael-
digt valg. I andre undervisningstraditioner kan man derfor mgde det modsatte valg, hvor det er
hgjre endepunkt, der regnes med). Hvis vi fx som vist markerer det ene af typeintervallerne,
kan vi se at det drejer sig om tre klubber med budgetter fra 25 millioner kr. (inklusive) op til 35
millioner kr. (eksklusive). Laeg ogsa maerke til at intervallet angives med en lidt anden konventi-
on end den danske, idet der bdde benyttes kantede og runde parenteser: kantet nar parentesen
er lukket og rund ndr parentesen er dben.

2.2 Oprettelse af grafer: Kvartilsaet og boksplot

Vi kan ordne budgetterne i raekkefglge ved at markere alle variablene Klub, budget og points
og hgjreklikke for at veelge kommandoen Sorter (herved sikres at alle de markerede sgjler ord-
nes samtidigt). Herefter valger vi dels at sortere efter kolonne b[] (dvs. i vores tilfaelde variab-
len budget) og dels at sortere stigende. Laeg 0ogsa maerke til omradebetegnelsen a[]:c[], dvs.
omradet fra sgjle a til sgjle c:

B} budget = points

1:Klip

s w [ —

4:Slet sgjler 67.5 52 Ornrade a[]:c[]
A\ 5:Flyt sgjle 27.5 50 Co——
E -
=1 7:Farve * | 2:Ryd il !
7|FC Nordsjzell 3:Automatisk : |Stigende B4 |
B Silkeborg | 4 Eksaie E | b e
SzrnderjyskE S:Tilnaermet .
I © Genoan dokumentindstilinger 7 -
= F 7:Kombinationsdiagram 5

| B:Hurtiggraf 3

12 HB Kege

Vi finder da - hvor man pa den fglgende figur skal laegge maerke til at ndr budgetterne er ens
fglges den oprindelige orden, dvs. placeringen efter points, jfr. Esbjerg og AGF med det samme
arsbudget p& 27.5 millioner kr. Her kommer Esbjerg foran AGF fordi Esbjerg pa forhand stod
over AGF.
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- AP “hudget ' points
1 HB Kage 12.5 19
|2 SenderjyskE 17 4
3 FC Nordsjzelland 21 43
4 Silkeborg 21 43
5|Esbjerg B s 50
_ B|AGF 27.5 38
Median 7 Randers FC 325 40
18 AaB 37.5 48
d FC Midtjylland 37.5 47
OB 47.5 59
Brendby IF 67.5 52
12 FC Kebenhavn 125 68

Vi kan nu afleese det mindste budget (HB Kgge), dvs. minimum, det midterste budget (midt
mellem AGF og Randers FC), dvs. medianen, samt det stgrste budget (FC Kgbenhavn), dvs.
maksimum

Min = 12.5 Med = 30 Max = 125

Medianen er den midterste observation. Hvis der er et lige antal observationer, vil
der i stedet vaere to midterobservationer. Man har da vedtaget, at medianen i dette
tilfaelde er gennemsnittet af de to midterste observationer.

Medianen deler nu det ordnede datasaet i to halvdele. Vi kan derfor fortsaette med at fastlaegge
medianerne for hver af disse to halvdele. De kaldes fgrste og tredje kvartil Q, og Q; (jfr. ordet
kvart, som star for en fjerdedel, idet kvartilerne deler datasaettet i fierdedele). Hvis der er et lige
antal observationer er det oplagt, hvordan datasaettet splittes i to halvdele. Med et ulige antal er
det lidt mere indviklet, fordi man i princippet bade kan medtage og udelukke den midterste ob-
servation i de to halvdele. I TI-Nspire CAS har man nu vedtaget at man aldrig medtager medi-
anen, dvs. de to halvdele bestar af de datapunkter, der gar forud for medianen og de datapunk-
ter der fglger efter medianen:

De to kvartiler udggr medianerne for de to halvdele af det ordnede datasaet. Hvis
der er et ulige antal observationer regnes midterobservationen ikke med til de to

halvdele.
Bloudget Bpoints Blhudget Epoirts
1 HBE Kege 12,5 19 MY HEB Koge 12,5 19
|2 SenderjyskE 5 41 §3 spnderjyskE 17 4
0 3 FC Nordsjzelland 21 43 |3 FC Mordsjzelland 21 43
’ 4 |Silkeborg 21 43 & Silkeborg 21 43
5 Esbjerg fB 27.5 50 Esbjerg fB 27.5 50
6| AGF 27.5 38 Bl AGE 27.5 38
i Randers FC 32.5 40 |7|Randers FC 5205 40
18]2aB 37.5 48 (8|AaB 37.5 48
?-53;_ FC Midtylland 37.5 47 [8|FC Midtjylland 37.5 47 o
47.5 59 [ifloB 47.5 s9
14l Srendby IF 67.5 52 |11 Brendby IF 67.5 52
2 rC Kabenhavn 125 66 [2FC Kebenhavn 125 68

De to halvdele ser altsd sdledes ud. Fgrste kvartil Q, er derfor givet ved 21 millioner kr. i rsbud-
get, mens tredje kvartil Q; er givet ved 42.5 millioner kr. i 8rsbudget.

10
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Kvartilsaettet bestdende af den fgrste kvartil, medianen og den tredje kvartil (hvor medianen

kan opfattes som den anden kvartil) deler datasaettet i fire dele, som hver for sig rummer (ca!)

en fjerdedel af observationerne. Tilfgjer vi ydermere minimum og maksimum (den nulte kvartil

og den fjerde kvartil) til kvartilszettet kaldes det for det udvidede kvartilsaet eller de fem sta-
tistiske nggletal. De fem nggletal styres af kommandoen FiveNumSummary. Der findes i kata-

loget. Den kan anvendes i Beregninger-varkstedet eller som her Noter-varkstedet:

FivellumSummary budget » Udfor:

stat.results *

"Titel"
"WinH"
"
"Mediani"
"X

" MaxX"
Vi samler ofte de fem nggletal i et sdkaldt boksplot, hvor boksens to ender angiver fgrste og

"Fem—nummer sammendrag" ]
12,5
21.
30.
42.5
125,

tredje kvartil, mens medianen markeres med en lodret streg inde i boksen. Boksen indeholder
altsd (mindst!) halvdelen af observationerne. Dertil fgjer vi vandrette streger, der i princippet

reekker helt ud til den mindste observation og den stgrste observation. Men som udgangspunkt

vil TI-Nspire CAS i stedet veelge at skille de yderste observationer ud, hvis de ligger markant

langt veek fra de gvrige. Flytter vi markgren hen over boksplottet kan vi afleese de fem nggletal

1:Frikplot

2:Boxplot

3:MNormalfordelingsplot

4:5kala 4
S:5@jleindstillinger 4

G:Zoom 4

Median: 30

10 30

T T
70 a0 110
budget

T
130

Boksplottet giver et klart indtryk af den skaavhed der er i budgetterne for klubberne i superliga-

en. Halvdelen af budgetterne ligger i den venstre hale og den venstre halvdel af boksen, som
begge er sma i forhold til den hgjre halvdel og den meget lange hgjre hale. Boksplottet giver

derimod ikke noget indtryk af hvordan de enkelte individuelle data fordeler sig. Skyldes den hgj-
re hale fx blot nogle fa observationer eller er der tale om en hel stribe af observationer.

Deokumentvarktsjslinje

m OF e @
Diagrammer og statistik #
E 1:Diagramtyper 3
|= 2:Diagramegenskaber 4
‘ [¢ 3:Handlinger 8
E% 4:Undersgg data »
[y 5:VinduerZoom * | Ab] Z:indsa=t tekst

<[ 4:0pret skyder

||=. 7.Sorter efter

70
budget

90

T
110

T
130

L}

Valger vi menupunktet Vaelg alle punkter fra Handlinger-menuen, ser vi at boksplottet er

udspaendt af 9 veaerdier (hvoraf en del af de mindre vaerdier optraeder flere gange).

11
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2.3 Afvigere: Tukeys regel

Her kan vi nu f8 glaede af begrebet en afviger eller perifer observation. En observation kaldes
en afviger eller siges at vaere perifer, hvis den ligger usadvanligt langt ude i forhold til den
centrale boks. Det er selvfglgelig et skgn, hvorndr noget ligger s3 langt ude at det ma betragtes
som ekstremt. TI-Nspire CAS benytter en tommelfingerregel opstillet af den amerikanske stati-
stiker Tukey - der ogsa er ophavsmand til boxplottet — der har vist sig i praksis at vaere yderst
nyttig til at spotte afvigerne. Tukey tager udgangspunkt i boksens bredde, den sdkaldte kvartil-
bredde, dvs. tallet Q; — Q;:

Tukeys regel: Hvis en observation ligger laengere veek end halvanden kvartilbredde
fra den centrale kasse, anses den for at veere en afviger. Graenserne for linjestykker-
ne, dvs. nedre kvartil minus halvanden kvartilbredde og gvre kvartil plus halvanden
kvartilbredde, kaldes Tukeys hegn.

I vores tilfaelde er kvartilbredden 21.5 millioner kr. (= 42.5 - 21). Halvanden kvartilbredde er
derfor 32.25 millioner kr. Traekker vi 32.25 millioner kr. fra den venstre kant, dvs. Q; = 21 milli-
oner kr., fas et negativt budget. Dvs. vi skal ned pa et negativt budget for at have et ekstremt
lavt budget. Det er der ingen klubber, der har! Tilsvarende skal vi laeagge 32.25 millioner kr. til
den hgjre kant, dvs. Q; = 42.5 millioner kr. Vi skal altsd op over et arsbudget pa 74.75 millioner
kr. for at have et ekstremt hgjt budget. Det er der kun én klub, der har!

Bemaerkning: Man behgver ikke fa vist de perifere data i et boksplot. Hvis man hgjreklikker pd
boksplottet kan man vaelge menupunktet Udvid boxplotgraenser og derved udstraekke halerne
til minimum- og maksimum-vaerdierne helt uafhaengigt af om der er perifere malinger til stede.
Tilsvarende kan man fa afvigerne tilbage ved at hgjreklikke og veelge Vis Boxplot afvigere:

1:Frikplot Q:Q 1:Fjern plottet vaardi
2 Histogram v1 := stat.Q:X+l.5 [stat.Q:X-stat.QiX]) | | =
3:Normalfordelingsplat =74.75 ~ 2:Tilfg] fytbare linjer

4:Udvid boxplotgrasnser

S:Zoom 4

o
o

1:Prikplot L
"% 6:Regression N
2:Histogram 4

3:Mormalfordelingsplot

4:\is boxplot afvigere

S:Zoom 4

A

i 7:Residualer v
T T T T T T T T T

10 30 50 a0 110 130 '

70 '
budget ‘:\‘j A:Grafsparing

Bemeerkning: Men hvis man vil inddrage Tukeys hegn i diagrammet, skal man som vist anvende
Plot veerdi fra Undersgg data-menuen. Der er ingen direkte kommando til udregning af kvart-
iler, s8 her ma@ man i stedet benytte stat-variablene, der fgrst lagres ndr man udfgrer en stati-
stisk beregning, fx via fivenumsummary-kommandoen. De fas som vist ved at taste stat punk-
tum og s vaelge deskriptoren fra rullegardinsmenuen.

2.4 Middelvardien versus medianen

Inden vi forlader eksemplet med superligaen vil vi se pa endnu en statistisk deskriptor som kan
vaere af stor nytte til beskrivelse af data. Som et mal for den centrale eller typiske veerdi har vi
indtil videre benyttet medianen. Men i mange sammenhange vil vi foretraekke middelvaerdien
eller gennemsnittet. I det ovenstdende tilfselde skal vi altsd finde det samlede budget og divi-
dere det med antallet af klubber, dvs. 12.

12
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Dokumentvaarktelslln je

Eldr 7 = =

Diagrammer og statistik b
|
1:Diagramtyper 4
fomm D
v1 := mean(budget)
| 4
|___ 2:Diagramegenskaber —139.5
l@ 3:Handlinger ¥
F
|L?;/ﬂ Undersgg data 4 @ 1:Fjern plottet vaardi
Qu@"”duemom * |~ 2:Tilfgj fiytbare linjer @
1% 6 Regressi
# B:Regression J T T T r T T T T T T T T T
= 10 30 50 70 a0 110 130
M 7:Residualer v budget
=
r_\J AGrafsporing

Grafisk tilfgjer vi middelvaerdien ved at veelge menupunktet Plot veerdi fra Undersgg data-
menuen. Herefter indskriver vi formlen mean(budget) for at f& tegnet middelvaerdien (og tilsva-

rende formlen median(budget) for at fa tegnet medianen)

12,5+ ---+ 125
middelbudget = — ) - 39.5

Gennemsnitsbudgettet i superligaen er altsd 39.5 millioner kr., hvilket ligger et godt stykke over
medianen pa 30 millioner kr. Det afspejler den uforholdsmaessige store indflydelse afvigeren har
pd gennemsnittet. Det er derfor det er godt 0ogsd at have medianen til r&dighed. Medianen ligger
altid i den centrale klump. Ydermere er medianen robust dvs. pavirkes ikke af tilstedeveerelsen
af en enkelt eller nogle f& afvigere. Medianen er derfor et bedre mal for det typiske §rsbudget i
superligaen. For at undersgge den indflydelse det ekstreme arsbudget har p& middelvaerdien kan
vi bare gribe fat i det perifere datapunkt og traekke i det.

vl = mean(budget)
=39.5
125
Csy
v1 := mean(budget)
= 32.2508
T T T T T T
10 20 30 40 50 60
bud 38.01 ®
vl = mean(budget)
=29.3183
T T T T
1020 30 40 50 807 e .

T T T T T
10 20 30 40 50 60 JO 80 90 100 110 120 130
budget
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Man kan da netop se, hvordan middelbudgettet hele tiden flytter sig, mens medianbudgettet
ligger stille indtil vi kgrer forbi medianen og selv da giver den kun et lille ryk.

P& samme made rykker kvartilerne selvfglgelig ogsa, nar vi passerer dem. Laeg dog maerke
til, at vi ikke kan traeekke middelbudgettet forbi medianbudgettet i det ovenstdende eksempel.
Fordelingen forbliver altsd hgjreskaev.

Bemaerkning: En sadan dynamisk tilpasning af modellen er fin til at demonstrere,
hvilken indflydelse udvalgte data har pd modellen. Men vi kan ogsa ved et uheld
komme til at flytte rundt p& datapunkterne. Sker uheldet alligevel m& man fortryde et
passende antal gange indtil den oprindelige vaerdi er genoprettet!

Bemaerkning: For at undgd at man Dokumentveerktajslinje
utilsigtet kommer til at traekke i et ™ § = B

datapunkt og dermed aendre dets

Beregninger 3 |
vaerdi kan man /§se en variabel, i |f* ST s
i . ~Z 1:Handlinger + | 1:Define
dette tilfeelde Pudget—varlablen. s | 2:Genkala definition...
Det sker ved hjeelp af kommando- S T
. . X=3:Algebra r|

en lock, der dog ikke er tilgeenge- = i
lig i Lister og Regneark- -{d SRR g REgRiERI et st
vaerkstedet. For at |8S€ en variabel % = SRS RN * | 6:inds=t bemazrkning
ma& men derfor 8bne Beregnin- X 6 Statistik ¥ | 7:Bibliotek .
ger-varkstedet, der er det eneste [28] 7:Matricer og vextarer >
veerksted, hvor man kan 13se vari- $ ¢ 8Finans ’ 2:L4s variabel op

3 - 3:Hent ldseoplysninger
able. Som det ses kan man ogsa 910 & Funktioner & programmer . : plysning

fa oplyst status for en variabel ved
hjaelp af Hent I&8seoplysninger, dvs. getLockInfo()-kommandoen. Hvis variablen er uldst re-
turneres 0, hvis den er |13st returneres 1. P& denne made kan man styre hvilke variable man kan
traekke i og hvordan man kan treekke i dem i Diagrammer og Statistik-varkstedet.

Lock budget Udfort

2.5 Statistiske beregninger

Til slut vil vi se lidt pd mulighederne for at udfgre simple statistiske beregninger. Vi kan da dels
udnytte muligheden for at skrive formler i cellerne fra regnearket. Formler er karakteriseret ved
at de starter med et lighedstegn =. S for at udregne middelbudget og medianbudget benytter vi
som vist formlerne =mean(budget) og =median(budget):

Bklub Blhudget Cpoints B W
1|HB Kage 12.5 19 39,5
12 SonderjyskE 17 41| 30.
FC Nordsjzelland 21 43
Silkeborg 21 43
Esbjerg fB 27.5 50
AGF 27.5 38
7 Randers FC 32.5 40
18228 37.5 48
8 FC Midtjylland 37.5 47
OB 47.5 59
Brendby IF 67.5 52
12 FC Kgbenhavn 125 68 =
D2 |=median(budget] [4]»]
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Men det afggrende er da, at vi holder os fri af de sgjler vi har brugt til de variable. Vi skal altsa
holde os 'under dobbeltstregen’, dvs. indenfor celleregnearket.

Dokumentvarktsjslinje
@ = u

Lister og Regneark 3 |

Al

fm 1:Handlinger »

1 2:indszet »

135 3:Data » Statistik med ... |

X 4:Statistik L8 | 1:Statistiske beregninger... * | 1-Statistil : i . f

| X L2 gning 1:Statistik med én wvariabel.. . Antal lister: ,

1 5 Funktionstabel » | 2:Stat-fordelinger. .. * | 2:Statistik med to variable. .. _
3:Konfidensintervaller... * | 3| ineaer regression (mx+b). . | oK I Annuller |
4:Statistiske tests. .. ' | 4:Lineaer regression (a+hx)...

S:Median-medianlinje. ..
6:Andengradsregression. ..

7:Tredjegradsregression. .. w1-liste:
8:Fjerdegradsregression. ..
9:Potensregression. .. Frekvensliste: |
A:Eksponentiel regression... Kategoriliste:

E:Logaritmisk regression. ..
2 - Medtag kategorier:

C:Sinusregression. ..

D:Logistisk regression (d=0). .. 1. resuitat kolonne: |

E:Logistisk regression (d#0). .. | 0K | Annuller |

F:Multipel linezer regression...

Dels kan vi som vist pa figuren veelge menupunktet Statistiske beregninger > Statistik
med én variabel fra Statistik-menuen. Dermed har vi adgang til alle de statistiske deskriptorer
som vi har introduceret i det foregdende.

Her skal vi fgrst og fremmest vaere opmaerksomme pa

at vi bade skal angive den liste, som vi vil udregne B B

statistikken for, og den sgjle som vi vil have resulta- =OneVar(budget,1): Copy}
terne skrevet i (og hvor det er vores eget ansvar at Titel Statistik med én variabel
den ikke overskriver andre resultater). De gvrige mu- X 39.5
ligheder, frekvenslisten og kategorilisten giver mulig- Tx 474,
hed for mere detaljerede statistiske beregninger. Hvis |5, 56148,
vi fx har indtastet en hyppighedstabel, sd er det listen e i 30 7872
ovc_ar h_ypplghederne,_ der skal noteres |°frekvens_llsten. — 59 4717
Hvis vi gnsker at splitte resultaterne pa kategorier, fx . =)

klubber i Jylland og klubber pa gerne, sa kan det ogsa
lade sig ggre at udregne de sdkaldte subtotaler. Men
her udregner vi bare statistikken for én samlet liste
uden at tage hensyn til diverse filtre. Her har vi mar-
keret de fem statistiske nggletal (der ligger til grund
for boksplottet). Vi ser ogsd middelvaerdien (der note-
res som X ), samt de to spredningsmal, stikprgve- SSK = Z(x—¥)? 10423,
spredningen sx og populationsspredningen ox. Endelig

oplyses antallet af data, i dette tilfeelde n = 12.

@velse: Prgv nu selv at undersgge pointsfordelingen for de 12 klubber i superligaen.
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2.6 Kombinationsdiagrammer

Vi har hidtil hdndteret budget som en numerisk variabel, men de enkelte budgetter er jo tilknyt-
tet klubberne og det kan i forskellige sammenhange vaere hensigtsmaessigt at fa klubberne med
ind i diagrammet. Man kan da anvende et kombinationsdiagram, som kombinerer en kategorisk
variabel, her klub, med en numerisk variabel, her budget. Diagrammet oprettes da principielt
som et kategorisk diagram, dvs. et sgjlediagram eller et cirkeldiagram, men sgjlens hgjde af-
spejler budgettets stgrrelse, ligesom cirkeludsnittets stgrrelse afspejler budgettets stgrrelse. Det
ser sdledes ud: Marker de to farste sgjler med oplysninger om klub og budget - hgjreklik i det
markerede omrade og veelg kombinationsdiagram. Du fgres da til en dialogboks, der beder dig
praecisere navnet pa den kategoriske liste (X-listen) og den tilhgrende veerdiliste. Der oprettes
da automatisk et vindue med et Diagrammer og statistik-varksted:

1204

100+

Kombinationsdiagram L&J

budget

Veerdiliste: Ibudget > |

is pa: !Delt side = |

| 0K | | Annuller |

OB
Brandby IF

AGF
FC Kebenhavn

HB Kage
SgnderjyskE
Randers FC
AaB

FC Midtjylland

FC Mordsjzelland
Silkeborg

Esbjerg fB

= klub

Som udgangspunkt vises klubberne i samme raekkefglge som i kategorilisten (som her var ord-
net fra mindst til stgrst budget). Men raekkefglgen kan man selv bestemme. Hgjreklikkes far man
adgang til at sortere efter raekkefglgen i listerne, raekkefglgen efter vaerdierne (fra starst til
mindst) og alfabetisk raekkefglge.

1:Cirkeldiagram
2:4is alle etiketter

3:Sorter efter § 1:Raskkefalgen i listerne

2:Fekkefglgen af vazrdierns
J:Alfabetisk rzkkefglge

Men man kan ogsa bare gribe en etiket for en af kategorierne og flytte rundt pa den med musen
efter forgodtbefindende. Der er alts8 frit slag!

Som det ses er der ogsa mulighed for at fa vist alle etiketter, altsd oplysninger om de enkelte
sgjler pd én gang. Det kan da betale sig at justere den lodrette akse, sa der bliver plads over
sgjlerne til at vise oplysningerne:
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Vi ser da fx at FC Kgbenhavn bruger mere
end " af det samlede budget i superligaen og
naesten dobbelt s meget som sin naermeste
konkurrent Brgndby IF. Det er alts3 ikke uden
grund at FC Kgbenhavn blev skilt ud som en
afviger!

De samme tendenser kan selvfglgelig ogsa
ses pa cirkeldiagrammet vist nedenunder
med Vis alle etiketter sldet til. Denne gang
far vi kun oplyst procentfordelingen, som
netop er cirkeldiagrammets saerkende.

Man kan godt selv oprette kombinations-
diagrammer i diagrammer og statistik. I s3
fald skal man blot hgjreklikke i diagramomra-
det og veelge Tilfgj X-variabel med vaerdi-
liste eller Tilfgj Y-variabel med vaerdiliste,
hvis man foretraekker vandrette sgjler.

Bemaerkning: Man kan ogsa godt tilfgje flere
veerdilister ved at hgjreklikke og derved op-
rette et grupperet sgjlediagram.

160

125 (26.4%)

120+

budget
68 (14.2%)

40

OB
Brendby IF

AaB
FC Kgbenhawn

AGF
FC Midtjylland

HE K@ge
SenderjyskE
Randers FC

FC Nordsjzelland
Silkeborg

Esbjerg fB

klub

Brandby IF

OB

budget

FC Midtjylland

AaB N

Randers FC

FC Kgbenhavn

| HB Kege
SeinderjyskE

FC Nordsjselland

Silkeborg

Esbjerg fB

AGF

klub

Afslutningsvis bemaerker vi at kombinationsdiagrammet har sit eget logo ==, s8 man aldrig
behgver veere i tvivl om hvordan diagrammet er oprettet; Og at den numeriske variabel for et
sgjlediagram godt kan antage negative veerdier. Derimod krzever et cirkeldiagram positive veer-

dier.
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3 Numeriske variable opdelt pa& kategorier

3.1 Grafisk sammenligning af to fordelinger fra ét datasaet
Vi ser nu pa den situation, hvor vi har brug for at sammenligne to fordelinger. Som udgangs-
punkt kan vi fx se pd folgende datasaet, hvor vi har malt hgjderne for en bestemt 1g-klasse:

elev .kran .hrajde
19040

Al Dreng 172 100
Andreas Dreng 187 0
Camilla Pige 162 @
Cecilie Pige 173 -O.:
Christian  Dreng 174 / &1 70-.8.
Christina  Pige 1 6/ 18e
Cilie Pige 16,5 8
Heidi Pige /16a 1007
Jakob Dreng / 175
jamal lI;)reng / 122 150@

ane ige ’—‘
Julian Dreng / 176 e
Kasper L Dreng/ 185 |
Kasper O Dr%g 190 124
Louise K F}@e 165 |
Louise R /Pige 168.5 10__
Maria / Pige 170.5 g a4 Dreng )
Martin Dreng 175.5 % 1 12 tilfzlde (45.0%)
Marz)é Pige 151 | 6+
Moy@med Dreng 185 1
%ita Dreng 177 4__

aw Dreng 188 54
Rose Pige 174.5
Sofie K Pige 165 0- Dreng Pige
Sofie T Pige 172.5 kan

Af prikdiagrammet ses, at hgjderne

falder i to stgrre klumper, en stor
central klump omkring 170 cm og en
mindre klump gverst omkring 187
cm. Men opretter vi ogsa et sgjledia- 180-
gram for kgn i klassen og markerer
vi drengene kan vi tydeligt se i prik-
diagrammet at drengenes hgjder
typisk ligger gverst i den samlede
fordeling og pigernes tilsvarende
nederst i den samlede fordeling. Det
ggr det naertliggende at undersgge
sammenhangen mellem kgn og 1504 @
hgjde, dvs. sammenligne drengenes Dreng Pige
hgjde og pigernes hgjde. Vi afsaetter kein

1904

Median: 176.5

1704

hejde

160+

da den uafhaengige variabel kgn ud
af fgrsteaksen og den afhaengige variabel hgjde op af andenaksen (og skifter til boksplot). Der-
ved far vi netop kombineret de to grafer for oven.

Det ses da tydeligt at drengenes boksplot ligger veesentligt hgjere end pigernes boksplot,
idet de to kasser er skilt helt ad (dvs. drengenes fgrste kvartil ligger over pigernes tredje kvartil,
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ligesom drengenes median ligger over pigernes maksimum og tilsvarende ligger pigernes median
under drengenes minimum). De hgjeste 50% af drengene er altsd hgjere end samtlige piger li-
gesom de laveste 50% af pigerne er lavere end samtlige drenge.

Vi ser ogsa at drengenes fordeling ser ud til at vaere hgjreskaev, mens pigernes fordeling ser
ud til at vaere venstreskaev. Det kan vi bekrafte ved at tilfgje middelvaerdierne til boksplottet,
idet vi veelger Plot veerdi fra Undersgg data-menuen:

190

1804
[ak)
=
= 4
=178 edian: 168.5

160 vl = mean(hajde)

= 166.88%
150 e
Dreng Pige
ken

Vi ser da netop at middelhgjden for drengens tilfeelde ligger over medianen, mens den for piger-
nes tilfaelde ligger under medianen.

3.2 Statiske beregninger for to fordelinger fra ét dataszet: Subtotaler*

Vi kan ogsa udfgre statistiske beregninger pa de to kgn hver for sig, dvs. finde subtotaler.
Det er lidt kompliceret, sa afsnittet kan overspringes i fgrste gennemlaesning. Det kraever at vi
fgrst opretter seerskilte kategorilister for de to kgn, hvor vi skriver "Dreng" i listen for dreng og
"Pige" i listen for pige:

| ;._-" nawvn Bk on Ehz’:jde ﬁdreng Epige

S Al Dreng 172|Dreng  |Pige
[g:Andreas Dreng 187

E_Camilla ' Pige ' 162 [
r% Cecilie I Pig-]'e I 173

i Christian Dreng . 174 I
E Christina Pige T 163 [
Jlcie lPige | 1695

08 Heid lPige 169 i
|:§:|:Jakob Dréng 175

@Jamal Dreng 169

Vi placerer s& markgren i den sidste kolonne, her e[] og veelge menupunktet Statistik>Sta-
tistiske beregninger>Statistik med en én variabel: Vi svarer herefter ja til en enkelt liste
(nemlig listen over hgjder), men i dialogboksen for statistik med én variabel tilfgjer vi nu katego-
rilisten kegn, dvs. vi meddeler at den statistiske beregning for hgjde skal afhaenge af hvad der
star i kategorilisten kgn. Herefter saetter vi et filter pa i Medtag kategorier, idet vi kun medta-
ger dreng! Resultatet er da netop at vi f&r udregnet drengens middelhgjde osv. Bagefter genta-
ger vi det samme men nu med pige i Medtag kategorier, dvs. denne gang er det kun pigerne,
der inddrages i den statistiske beregning.
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Dokumentvaerktajslinje

B

Lister og Regneark

ﬁ‘ﬁ} 1:Handlinger
.

L35 3:Data

il
1L
s
=
3
&
=]
]
W
n
o
o
o

2:Stat-fordelinger. ..

3:Konfidensintervaller. ..

4:Statistiske tests. ..

1. Statistiske beregninger. ..

1:Statistik med én variabel. . .
" | 2:Statistik med to variable. ..
3:Lineaer regression (mx+h)...

4:Lineasr regression (a+hx). ..

S:Median-medianlinje. ..
&:Andengradsregression...
7:Tredjegradsregression...
8:Fjerdegradsregression. ..
9:Potensregression...
A:Eksponentiel regression. ..
E:Logaritmisk regression...
C:Sinusregression. ..
D:Logistisk regression (d=0)...
E:Logistisk regression (d#0). ..

F:Multipel lingazr regression. ..

Statistik med én variabel

X1-liste: |'hajde

Frekvensliste: !1

Kategoriliste: !'szn

Medtag kategorier: I

1. resultat kolonne: |

|- 0K |- Annutter - |

]

=0neVar('hejde,1,'ken, 'dreng)

|=OneVar('h:ajde,1 ,'kzn,'pige)l

Titel Statistik med én variabel Titel Statistik med én variabel
179.458 % 166.885
- B 2153.5 =x 2169.5
B> %2 387014, Zx? 362508,
5 SX = Sn- 7.07575 5% = Sn-.. 6.14462
Jx = On.. 6.77452 gx .= On.. 5.90356
12.n 18,
169, MinX 151
810X 174.5Q:1X 164,
18 v edianX.. 176.5 MedianX.. 168.5
i 0-x 186, QsX 171.5
2 MaxX 190, MaxX 174.5
SSX =2 550.729 55X = 2. 453.077 =
I |=DneVar("hajde,l,'knn,'pi_ge); CopyVar Stat., Stat2. [4]»]

Bemeerkning: De statistiske resultater af de to beregninger gemmes i hver sin statistiske varia-
bel. Det fremgar af formelfelterne, hvoraf vi kun ser det sidste i det ovenstdende skaermbillede:

Man kan ikke referere direkte til statistiske variable i Lister og regneark-varkstedet, men man
kan ggre det i Noter-vaerkstedet eller Beregninger-vaerkstedet. Her viser vi det i Noter-vaerk-
stedet, hvor vi opretter et matematikfelt (CTRL M), skriver statl. og valger fx x

stat2.xX = 166,

stat1.X = 179.458

885

Vi ser da at drengenes middelhgjde er givet ved 179.5 cm, mens
pigernes middelhgjde er givet ved 166.9 cm.

Laeg meerke til at variablen stat1l.x har et fornavn statl og et efternavn x adskilt af et punktum.
S8 snart man taster punktummet, dukker som vist et rullevindue op med de mulige variabelnav-
ne hgrende til statl. Det ggr det meget nemt at fiske veerdierne for de statistiske beregninger!

20



Beskrivende statistik: 3 Numeriske variable opdelt p& kategorier

3.3 Grafisk sammenligning af to adskilte /ustakkede datasat

I det ovenstdende eksempel med klassens hgjder var alle data B
samlet i et enkelt datasaet. Men s&dan er det desvaerre ikke altid. W& drenge Bpiger

Ofte praesenteres man for data der pa forhdnd er skilt ud i to sepa- I
rate datasaet. Man kan da enten samle de to adskilte datasaet i et 172 162
enkelt datasaet (vi viser senere hvordan) eller man kan arbejde . 187 173
direkte med de to adskilte dataseet. . 174 163
Vi viser teknikkerne til det sidste med det samme eksempel med . 175 169.5
hgjderne, men nu blot praesenteret som to datasaet, ét for drenge- . 169 169
nes hgjder og ét for pigernes hgjder (i modsaetning til fgr hvor hver . 176 166
reekke handlede om ét bestemt individ og angav navnet, k@nnet og . 185 165
hagjden for dette individ er der nu ikke leengere nogen umiddelbar . 190 168 5
tilkknytning mellem dataene i de forskellige sgjler, der oven i kgbet '
har forskellig leengde). . 175.3 170.5
Det er nu trivielt at f& oprettet et prikplot over drengenes hgjder . 185 151
ved at afsaette dem langs forsteaksen. Men hvordan far vi nu piger- 11 177 1745
nes hgjder med ind i det samme diagram, sa vi umiddelbart kan . 188 165
sammenligne dem? Det ggr vi ved at hgjreklikke pd aksefeltet og . 172.5
veelge Tilfgj X-variabel, hvorefter vi tilfgjer pigernes hgjder.
{4 1:drenge
e © etde e o
© _o eeme 8 oo o 3
168 170 172 174 176 1 182 184 186 188 190
1:Tving kategorisk ¥ e ©
& wvme
2:Fjem X-variabel 150 155 160 165 170 175 180 185 190
4:Zoom 4 @drenge @piger

Derefter kan de selvfglgelig omdannes til boksplot pa saedvanlig vis. Men denne gang kan vi altsa
ikke afsaette boksplottene lodret som i det foregdende tilfselde, hvor vi havde et frit valg:

Median: 176.5
@
{=)]
=
2
=]
v1 ;= mean|drenge)
=179.458
5 e
(ol

T T T T T T T T T
150 135 160 165 170 175 180 185 190

@drenge @piger

Hvis vi nu vil tilfgje middelhgjderne ved hjzelp af Plot vaerdi fra Undersgg data-menuen ma vi
0gsa ggre det af to omgange, én for drenge og én for piger.

21



Beskrivende statistik: 3 Numeriske variable opdelt pa kategorier

3.4 Statistiske beregninger for to adskilte/ustakkede datasaet

Det er altsd lidt mere klodset at handtere sammenligningen af to fordelinger grafisk, ndr data-
saettet som udgangspunkt er splittet pa to adskilte datasaet. Til gengaeld er det nemmere at ud-
fgre de statistiske beregninger. Som fgr veelger vi Statistik med én variabel fra Stati-

stik>stat-beregning menuen, men denne gang vealger vi bare de to lister!

Statistik med en variabel

Statistik med ..

Antal lister;

K1-liste: |'drenge

H2-liste: |§'piger1

1. resultat kolonne: Ic[]

|0k | -annutter |

..drenge .piger || D ! -
_ _ =CneVar('drenge,1 )|=Dr"|eVar('piger,‘| j|
I 172| 162 Titel Statistik med én v... Statistik med én..
. 187 173X 179.458 166,885
. 174 163 2% 21535 2169.5
. 175 169.5 2x® 387014, 362508,
. 169 169 8% = Sn-.. 7.07575| 6.14462
. 176 166 ax ;= dn.. 6.77452| 5.80356
Bl 155 165n 12, 13,
. 180 168.5 MinX 169, 151,
Bl 1755 17050 174.5 164.
. 185 151 MedianX... 176.5 168.5
. 177 174.5 QsX 186, 171:5
. 188 165 Maxx 180, 174.5
. 172.555X =%., 550,729 453.07’?|§1
[ £]=Onevar{piger,1): CopyVar Stat., Stat4. ]|

En anden fordel med de adskilte dataseet er at det er nemt at farvelaegge regnearket i overens-

stemmelse med grafernes farvelaagning:
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3.5 Om samling og opdeling af datasaet*

Det fglgende afsnit er lidt teknisk og kan roligt overspringes i farste omgang! Men i projektarbej-
der vil man ofte komme ud for at det er praktisk at kunne opdele et enkelt datasaet i flere delsaet
og tilsvarende samle adskilte datasaet i et enkelt datasaet. Forst samler vi det ovenstdende ad-
skilte datasaet. Vi tilfgjer da farst yderligere to lister svarende til variablen med det 'skjulte kgn'.
Derefter stabler vi variablene ved at bruge augment-kommandoen for sammenkaedning af lister

drenge_kzn .drenge ‘piger_kzn .piger

Dreng | 172 Pige 162
2| Dreng 187 Pige 173
3 Dreng 174 Pige 163
4 Dreng 175 Pige 168.5
5 Dreng 169 Pige 169
& Dreng 176 Pige 166
i Dreng 185 Pige 165
8|Dreng 190 Pige 168.5
8| Dreng 175.5 Pige 170.5
16l Dreng 185 Pige 151

11 Dreng 177 Pige 174.5
12| Dreng 188 Pige 165
Pige 172.5

Al |"Dr.‘eng“

drenge_kzn .drenge ‘piger_kran .piger lkzn .hzjde

=augmer~|=augmer‘|
Dreng 172 Pige 162 Dreng 172

| |2 Matematiske operatorer

Jobbeltklik pa ikonet for at indsztte elementet Dreng 187 F’ige 173 Dreng 187
Liste ~1 < [Bloreng 174 Pige 163 Dreng 174
I 4 Dreng 175 Pige 169.5 Dreng 175

heal “ | 5 Dreng 169 Pige 169 Dreng 169
Operationer 2 6 Dreng 176 Pige 166 Dreng 176

[ Dreng 185 Pige 165 Dreng 185
Dreng 190 Pige 168.5 Dreng 180
8|Dreng 175.5Pige 170.5 Dreng 175.5
18/ Dreng 185 Pige 151 Dreng 185
| Dreng 177 Pige 174.5 Dreng 177

Sorter stigende
Sorter faldende
Fumuleret sum
Udiyld

Liste fra formel
Differensliste

| Sammenka=d
Fonverter liste til matrix

Konverter matrix til liste ) Dreng 188 P|ge 165 Dreng 188
Venstre side = =
Midten Pige 172.5Pige 162
Hajre side Pige 173
| — v | Pige 163
Pige 169.5
Pige 169
| matrix v | Pige 166
| — = | Pige 165
Pige 168.5
| Algebra ¥ | Pige 170.5
| Trigonometri ¥ | | P!ge 151
i T B | Pige 174.5
[[] 4 cuidertil Pige 165
augment{Listel, Liste2) Plge 172.5
augment{atrix], Matrix2) =
F | hajde:=aug’rnent['drehge, 'piger) |T

Dermed er det oprindelige adskilte datasaet baseret pa listerne drenge og piger omdannet til et
enkelt samlet datasaet baseret pa listerne ken og hgjde. Disse to nye lister kan nu evt. kopieres
over i en ny opgave eller et nyt dokument for videre bearbejdning.
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Vender vi i stedet tilbage til det oprindelige dataszet baseret pa hele klassens hgjdetal ma vi
nu fgrst sortere datasaettet efter kgn:

Sorter efter

Omrade a[]:c[]
Sorter efter
Stigende x|

Derefter er det nemt at sveerte drengenes hgjder til og overfgre dem til en ny liste og tilsvarende
for pigernes hgjde:

Blon .hzjde .drenge .p_iger

Il Il =clic12  =c13ic25
Ali Dreng 172 172 162
Andreas Dreng 187 187 173
Christian  Dreng 174 174 163
Jakob Dreng 175 175 169.5
Jamal Dreng 169 169 169
Julian Dreng 176 176 166
Kasper L Dreng 185 185 165
Kasper © Dreng 180 190 168.5
Martin Dreng 175.5 175.5 170.5
Mohamed Dreng 185 185 151
Nikita Dreng T 177 174.5
Paw Dreng 188 188 165
Camilla Pige 162 172.5
Cecilie Pige 173

Bion .hzrjde .drenge

1=

Ali Dreng 142
Andreas Dreng 187
Christian  Dreng 174,
Jakob Dreng 175
Jamal Dreng 1691
Julian Dreng 176
Kasper L Dreng 185
Kasper © Dreng 190
Martin Dreng 175.5
Mohamed Dreng 185
Nikita Dreng 177
Paw Dreng 188
Camilla Pige 162
Cecilie Pige 173
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4 P& opdagelse i data

Vi har nu faet en fgrste fornemmelse for strukturen af et datasaet. Kernen i den beskrivende sta-
tistik er de grafiske fremstillinger af data. @jet er vores bedste mgnstergenkender, sa nar vi vil
danne os et overblik over strukturen for et dataszet, dvs. fordelingen af de variable, er det langt
det nemmeste, hvis vi begynder med at visualisere fordelingen fgr vi kigger dybt i tabeller og
begynder at udfgre indviklede beregninger. Det udtrykkes ofte med sloganet: 'Du skal tegne, for
du kan regne'.

Den mest grundlaeggende graftype for en numerisk variabel hgrende til et dataseet er prikplot-
tet. Men dertil kommer s& de supplerende graftyper: histogram, boksplot og normalfordelings-
plot, som hver for sig er gode til at fremhave forskellige sider af strukturen.

Hvad er det s& man kan haefte sig ved, ndr man forsgger at danne sig et indtryk af strukturen
for en variabel? Der er fgrste og fremmest fglgende tre kendetegn: Form, niveau og spredning.
1. Form: Ligger dataene jaevnt fordelt ud over et interval eller er de fleste data samlet i en eller

flere klumper? Ligger dataene symmetrisk eller ligger de skaevt. Som hjzelp til det sidste kan
man o0gsa se pa forskellen mellem middelvaerdien og medianen, der kan opfattes som et mal
for skaevheden.

2. Niveau: Hvad er den typiske vaerdi for variablen? Hvis dataene med tilnaermelse ligger
symmetrisk, vil vi ofte foretraekke middelvaerdien som den typiske veaerdi, men hvis dataene
ligger skaevt vil vi ofte foretraekke medianen som den typiske vaerdi.

3. Spredning: Ligger dataene meget teet pa den typiske vaerdi eller spreder de sig ud over et
stort omrade? For en jeevn fordeling, vil vi ofte benytte variationsbredden (forskellen mel-
lem den mindste og den stgrste vaerdi) som et mal for spredningen. For en fordeling med en
central pukkel og lange haler ud til siden vil vi ofte benytte kvartilbredden (tykkelsen af kvar-
tilboksen) som et mal for spredningen.

Men andre kendetegn kan ogsa falde i gjnene: Er der fx tydelige huller? Er der tydelige perife-

re/afvigende observationer osv.

4.1 Rayleigh og densiteten for kvalstof

Som et typisk eksempel pa en opdagelsesrejse i et datasaet vil vi se pd et bergmt historisk
eksempel (http://web.lemoyne.edu/~GIUNTA/RAYLEIGH.HTML): Rayleighs undersggelse af den-
siteten for kveaelstof N,, som udggr den vigtigste komponent i atmosfaerisk luft. Den naast vigtig-
ste er ilt O,. Ved at fjerne ilten fra atmosfaerisk t@r luft kunne han isolere kveaelstoffet. Tilsvaren-
de kunne han frembringe rent kvaelstof ved at nedbryde forskellige simple kemiske forbindelser.
Derved fandt han frem til folgende eksperimentelle data (der kan hentes pa Texas hjemmeside)

dato Blilde Cmetode .\@gt
29-nov-93 Nitrogenoxid Varmt jern 2.30143
05-dec-93 Nitrogenoxid Varmt jern 2.29816
06-dec-93 Nitrogenoxid Varmt jern 2.30182
08—-dec-93 Nitrogenoxid Varmt jern 2.20989
12-dec-93 Atmosfaarisk luft Varmt jern 2.31017
14-dec-93 Atmosfzerisk luft Varmt jern 2.30986
19-dec-93 Atmosfeerisk luft Varmt jern 2.310
22-dec-93 Atmosfaerisk luft Varmt jern 2.31001
26—-dec—93 Dinitrogenoxid Varmt jern 2.29889
28-dec-93 Dinitrogenoxid Varmt jern 2.2994
09-jan-94 Ammoniumnitrogendioxid  Varmt jern 2.29849
13-jan-94 Ammoniumnitrogendioxid  Varmt jern 2.29889
27-jan-94 Atmosfzerisk luft Jernhydrat 2.31024
30-jan-94 Atmosfeerisk luft Jernhydrat 2.3103
01-feb—94 Atmosfaerisk luft Jernhydrat 2.31028
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For at danne sig et indtryk af fordelingen for de mélte vaegte afbildes de i et prikdiagram hen-
holdsvis et boksplot.

vl = mean(vagt)

= 2.30446
Median: 2.30182

T T T T T T T T T T T T T T T
2.297 2,299 2,301 2.303 2.305 2.307 2.309 2.311
vaagt

Prgver vi farst at se pd boksplottet er boksen usaedvanlig bred i forhold til de to haler. Samtidigt
er fordelingen tydeligt hgjreskaev, idet den hgjre del af boksen er meget stgrre end den venstre
del; dette bekraeftes yderligere af at middelvaerdien ligger langt inde i den hgjre del. Men der ud
over er det svaert at se pa boksplottet, hvad det egentlig er, der ggr fordelingen sa usaedvanlig.

Kigger vi derimod pa prikplottet falder det tydeligt i gjnene at fordelingen er skilt ad i to (ma-
ske endda tre) klumper: En snaever klump yderst til hgjre omkring massen 2.310g og en tilsva-
rende bredere klump til venstre omkring 2.299g (og maske er der endda tegn p& en tredje
klump omkring 2.3015g).

v3 = median(vagt)
=2.30182

@
Q
T I“.I . T T ." T T T T T T T T
2,297 2,299 2,301 2,303 2.305 2.307 2,309 2,311
vaegt

Hvad kan nu vaere 8rsagen til denne opsplitning af datasaettet? Opretter vi et prikdiagram for
listen kilde og markerer vi efterfglgende den snaevre klump omkring 2.310g i prikdiagrammet
for veegt ses det tydeligt i kilde-diagrammet, at den er koblet til de mélinger, der stammer fra

atmosfeerisk luft.
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Dinitrogenoxid@®
MitrogenoxidOOCO

Atmosfzerisk LOOO0000

Ammoniumnitrogendioxi d@®

kilde

g &
@
000 @90 .

2.297 2,299 2.301 2,303 2.305 2,307 2.309 31
veegt

Der er altsa tydeligvis en skjult variabel, der giver anledning til en systematisk forskel pa den
kveelstof, der isoleres fra den atmosfeeriske Iuft og den kvaelstof, der isoleres fra forskellige ke-

miske forbindelser. Det samme kan ses tydeligt pa grafen, hvis vi benytter variablen kilde til at
splitte prikplottet:

Ammoniumnitrogendioxid

Atmosfeerisk |uft

kilde

Dinitrogenoxid

Nitrogenoxid

¢ | @

| B I
2,298 2,30 2,304 2,307 2,310
wvaegt

I virkeligheden er der altsa tale om en sammenblanding af to adskilte datasset. Det kan vi se
endnu tydeligere, hvis vi indfgrer en sammensat variabel, Oprindelse, der skelner mellem de
malinger, der stammer fra kemiske forbindelser og de malinger, der stammer fra atmosfeaerisk
luft. Vi indskriver derfor den fglgende betingede celleformel

={Z Matematikskabeloner |

a ikonet for atindsztte elementet

& o Vo Vo ¢ mn fiRp

as (o o o Tug E1 |= "Atmosferisk luft",  bi1="Atmosferisk luft"
EE] {ﬂ {E o] Zoa ﬂﬂ] [od] "Kemisk forbindelse", else
] B Ep fio $0 &0 &°

fiu o 13 T,

hvor skabelonen hentes i skabelonpaletten i det venstre sidepanel.

Bemeaerkning: Den kan ogsa skrives ved hjzelp af kommandoen IfFn (if-funktionen):

| E1l |=iffn(b?="Atmosfﬁrisk luft","Atmosferisk luft","Kemisk forbindelse") |
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Ved at indfgre Oprindelse som uafhangig variabel og Veegt som afhaengig far vi netop tydeligt
adskilt de to grupper af data:

Bilde @metode ﬁ\fagt Ec:uprimdelse &
1129-nov-93 Nitrogenoxid “armt jern 2.30143|Kemi5k forbindelse
| 05-dec-93 Nitrogenoxid “armt jern 2.29816 Kemisk forbindelse
l06-dec-93 Nitrogenoxid “Varmt jern 2.30182 Kemisk forbindelse
14 08—dec-93 Nitrogenoxid “armt jern 2.2989 Kemisk forbindelse
12-dec-93 Atmosfazrisk luft \armt jern 2.31017 Atmosfzerisk luft
81 14-dec-93 Atmosfaerisk luft \armt jern 2.30986 Atmosfaarisk |uft
";;j'_ 19-dec-93 Atmosfaerisk uft \armt jern 2.3101 Atmosfaerisk luft
22-dec-93 Atmosfaerisk uft Warmt jern 2.31001 Atmosfaerisk uft
b 26—dec-93 Dinitrogenoxid \armt jern 2,29889 Kemisk forbindelse
) 28-dec-93 Dinitrogenoxid \armt jern 2.2994 Kemisk forbindelse
11 09—jan—94 Ammoniumnitrogendioxid — Varmt jern 2.29849 Kemisk forbindelse
12 1 3—jan-94 Ammoniumnitrogendioxid — Warmt jern 2.29889 Kemisk forbindelse
7-jan-94 Atmosfaerisk luft Jernhydrat 2.31024 Atmosfazrisk (uft
0-jan-94 Atmosfaerisk luft Jernhydrat 2.3103 Atmosfaerisk uft
Atmosfzerisk luft Jernhydrat 2,31028|/Atmosfaerisk luft
J |=ifﬁ1[b1=”Atmost'Erisk luft", "Atmosferisk luft","Kemisk forbindelse”) | q | b |
2,311
——————ledian: 2.31017
2.3097 v4 := mean(vaegt)
] =2.31014
2,307+
5 2.3054
8
2,303
2,301
2,299+
2.297° Atmosfaerisk luft Kemisk forbindelse
oprindelse

Tilbage stod s8 bare at identificere den sande natur af den skjulte variabel: Hvorfor adskilte den
kvaelstof, der blev udskilt af atmosfaerisk luft sig fra den kvaelstof, der blev isoleret fra en kemisk
forbindelse? Rayleigh gaettede pd at den atmosfaeriske luft maske indeholdt et ukendt stof, der
forstyrrede malingerne. I s3 fald repraesenterer malingerne fra de kemiske forbindelser den rene
kvaelstof, mens malingerne fra den atmosfaeriske Iuft er 'forurenet' af det skjulte stof. Hvis dette
skjulte stof havde en hgjere densitet end kvaelstof, ville det netop kunne traekke malingerne en
anelse i vejret, s& de kom til at ligge pa et hgjere niveau. Rayleigh gik pd jagt efter det ukendte
stof, hvorved han netop opdagede den fgrste aedelgas, argon, hvilket udlgste en nobelpris. Be-
meerk i gvrigt hvordan hans opdagelse kun kunne lade sig ggre, fordi han dels malte meget prae-
cist, dels benyttede flere af hinanden uafhaengige metoder til fremstillingen af kvaelstof.
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4.2 Pa jagt efter variabelsammenhange

Hvis vi er i gang med at undersgge et datasaet vil vi typisk kigge pa mulige sammenhaenge mel-
lem to variable. Der bliver da forskellige muligheder, idet der er to fundamentalt forskellige vari-
able, de kategoriske variable og de numeriske variable. De tre typer sammenhaange vi kan se
efter er derfor:

1) Sammenhangen mellem to numeriske variable
2) Sammenhangen mellem en kategorisk og en numerisk variabel
3) Sammenhangen mellem to kategoriske variable

Vi ser her pa det fgrste tilfelde:

Num-Num:
Her kan vi fx vende tilbage til datasaettet med superligaklubberne

klub .budget .points
HB Kage 12.5 19
SanderjyskE 17 LN
FC Mordsjzelland 21 43
Silkeborg 21 43
Esbjerg fB 27.5 50
AGF 27.5 38
Randers FC 32.5 40
AaB 37.5 48
FC Midtjylland 37.5 47
OB 47.5 59
Brendby IF 67.5 52
FC Kabenhawvn 125 68

Her har vi nu netop to numeriske variable: budget og points. Det er da ikke svaert at forestille
sig at der er en sammenhang mellem spillerbudgettet og s& det antal points man far i kampen
med de andre. Jo stgrre budget, jo dyrere spillere og dermed forh@bentligt ogsd bedre spillere.
Alt andet lige ville man derfor nok forvente at klubberne med de store budgetter klarer sig bedst.
Vi afbilder derfor budget ud af fgrsteaksen som den uafhaengige variabel og points op af an-
denaksen som den afhaengige variabel:

@
65
@
55+
@
@
[ 8
£ 454
5 @
=% (@] )
@
357
25+
@
15_ T T T T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 13
budget

Her kan man jo nok genkende en stigende tendens! Vi har tydeliggjort tendensen ved at tilfgje
middelvaerdierne for budget (lodret) og points (vandret) ved hjalp af menupunkterne Plot
vaerdi og Plot funktion fra Undersgg data-menuen. I forhold til tyngdepunktet (middel_bud-
get, middel_points) )ligger 3 af klubberne i 'fgrste kvadrant’ (+,+) og de 6 af klubberne i "tredje
kvadrant’ (-,-) svarende til en voksende sammenhaang.
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For at undersgge den voksende sammenhang narmere kan vi nu tilfgje en linezer regression fra
Undersgg data-menuen. Laeg maerke til at regressionslinjen netop gér gennem tyngdepunktet!

@;’, =0.306006"x+33.5794

15+

T
10

T T T T T T
20 30 40 50 60 10 120 130

T T T T
70 80 90 100 1
budget

Da heldningen er ca. 0.3,
ser vi altsd at alt andet lige
sa vil en ekstra investering
pd 10 millioner i spillerbud-
gettet fgre til at gget points-
antal med 3 points. Men
modellen er jo ikke meget
preecis, for datapunkterne
ligger ikke s& overbevisende
teet pa tendenslinjen. Udfg-
rer vi som vist den linezere
regression i Lister og Reg-
neark-verkstedet fas da
ogsé kun en forklaringsgrad
pa 62%.

Line®r regression (mx+h)

Gem RegEqn i 2
Frekvensliste: |1
Kategoriliste: i
Medtag kategorier: '

1. resultat kolonne: 'd[]

| ok |- Annutier- |

lub ﬁbudget ﬁpoints D E =
|=LinReng('budget,'points,‘I 1
HE T95ge 12,5 19 Titel Linezer regression (mx+b)
@nderjyskE 17 41 RegEgn  m*x+b
I FC Nordsj=lland 21 ~—d3m 0.306006
ISilkeborg 21 43b 33.5794
: Esbjerg fB 27.5 5012 T 0.617465
GF 275 38r 0.785789
Randers FC 32.5 40 Resid {-18.404506060315,2.21846... .
aB F#ad 48
C Midtjylland 37.5 47
B 47.5 59
l| Brandby IF 67.5 52
C Kgbenhawn 125 68 2

E|:LinReng('budget"pointsJl )« CopyVar Stat.RegEqn,'/2: CopyVar Stat., *

[+

Vi kan ogsa supplere med sdvel et residualplot som de residuelle kvadrater fra Undersgg
data-menuen. Vi ser da pa den fglgende figur, at de typiske residualer ligger mellem -5 og +5

og at summen af de residuelle

kvadrater er 640.661. Den rette linje er fastlagt ud fra mindste

kvadraters metode, dvs. den rette linje er lagt, s& summen af kvadraterne er mindst mulig. Vi
ser ogsa, at der ikke er noget tydeligt mgnster i residualerne, om end det kunne se ud som om
der er en tendens til at de starter og slutter lavt. Det tyder pa at den lineaere model er en rimelig
model. De tre klubber der afviger mest: OB og Esbjerg til den positive side og Kgge til den nega-
tive har derfor blot klaret sig overraskende godt henholdsvis overraskende darligt i forhold til

deres investeringer.
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Doumenlwzrjsine 654
LI
|Diagrammeroqslati51ik A 507 ’_€> 306006 VLTS
— y=0. el
=2 1:Diagramtyper 3 35 Sum af kvadrater = 604,661
|\ 2:Diagramegenskaber L3 /
Jg 2:Handlinger 4 E 204 [e]
(=}
‘:;%i:underszg data L] @1 Skjul lineser (mx+h) = 720 0 2‘[] 40 6b 8‘0 1[‘]0 750
Exflg 2¥indliszonm ¥ | o~ 2:Titfej fiytbare linjer ObUdget
8 -}
] 0@ 8
H\J 4Pt funktion 'L'En o o0 e ®
A 5:Skraver under funktion g R
%6 Regression ¥ 161 o
X &Plotvardi J}f 2:Vis residual plot Pl @
e Brandby |F ®
AR Eshjerg fB 0
E\JAGrafspmmg FC Kabenhawn @
. L. 5 FCMidtpylland ®
Den lineaere model er selvfglgelig ikke den eneste ®re Nordsjzelland i
mulige. En anden mulighed er potensmodellen, som HB Kage @
forudseetter en form for proportionalitet mellem ind- 0B o
. . Rand FC
satsen (budgettet) og udbyttet (pointene). Vi skal da a;fz @
I . . i ilkeborg ®
blot i stedet veelge en Potensiel regression i Un- sandeivekE. @
dersgg data-menuen: 0 30 S0 70 9 110 130
budget
65 .
] @
50 @ @
j @e @
354
n 1 2
_% 20+ @ y= 11.0119,}(0.398031
2 j

T T T T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
budget

8 g e
™
3 0 8
-g- ] @
] ]

Summen af residualkvadraterne oplyses kun for linesere modeller! Residualplottet minder om det
foregdende, sd 0ogsd denne model kan med rimelighed bruges. I modsaetning til den linezere mo-
del flader den ud, dvs. det er neermest indbygget i modellen at penge spiller en mindre og min-
dre rolle, jo stgrre budgettet er. Vi er heller ikke her i naerheden af en ligefrem proportionalitet,
s& selv om FX Kgbenhavn har et spillerbudget, der er stort set dobbelt s8 stort som den naerme-
ste konkurrent Brgndby IF, sd far de bestemt ikke dobbelt s& mange points.

I potensmodellen er det nu eksponenten pa ca. 0.40, der er den afggrende i beskrivelsen af
vaeksten, som er en procent-procent-vaekst. Dvs. hvis vi investerer 10% mere i spillerbudgettet
bgr vi forvente en stigning pa ca. 4% i pointene.

Bemeerkning: Det er ikke muligt objektivt at vaelge mellem de to modeller, den linezere og po-
tensmodellen i det ovenstdende tilfaelde. Afhaengigt af hvad det er man vil fremhaeve kan man
derfor bruge den ene eller den anden efter behov. Man kunne nu maske tro at man kunne veelge
mellem de to modeller ved at inddrage forklaringsgraderne for de to modeller. Men det giver
desvarre ingen mening, dels fordi potensregressionen ikke direkte benytter sig af mindste kva-
draters metode, dels fordi forklaringsgraden for potensregressionen ikke udregnes direkte pa
grundlag de originale ra data. Vi vil dog ikke forfglge dette naermere her.
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4.3 Forklaringsgraden for en linezr regression*

Det fglgende afsnit er lidt teknisk og kan roligt overspringes i fgrste omgang! Men i projektarbej-
der vil man ofte komme ud for at det er praktisk selv at kunne beregne en forklaringsgrad og det
er derfor vigtigt at kende teknikken. Her forklarer vi den med udgangspunkt i eksemplet med
sammenhangen mellem budget og points for superligaklubberne. Udgangspunktet er summen af
kvadraterne, dvs. 604.661. Hvis det er et lille tal, vil vi opfatte modellen som god. I modsat fald
vil vi opfatte modellen som darlig. Men et tal som 604.661 er jo ikke i sig selv stort eller lille. Det
bliver det kun, nar vi sammenligner det med en standard. Vi skal derfor have en passende stan-
dard vi kan sammenligne den lineare regression med. Udgangspunktet var vores antagelse om
at dataseettet alt andet lige kunne beskrives med en lineaer sammenhaeng. Alternativet er at der
slet ikke er nogen sammenhang, dvs. pointene afhanger i virkeligheden slet ikke af budgetter-
ne. I sa fald svinger pointene altsa rent tilfseldigt op og ned omkring deres middelvaerdi. Det kan
vi beskrive med en vandret linje med ligningen y = mean(points). Det er ikke svaert at tegne en
sadan linje med Plot funktion fra Undersgg data-menuen, men vi kan ikke fa oplyst de resi-
duelle kvadrater umiddelbart. I stedet ma vi sa tilfgje en flytbar linje og regulere pa den s den
bliver vandret ved at dreje den ud i siderne og flytte den op og ned midtpa. Denne flytbare linje
er nemlig tilknyttet en sum af kvadrater og flytter vi den hen til den ligger oven pa middelvaerdi-
en ser vi netop, at vi far den mindst mulige kvadratsum blandt alle de vandrette linjer:

© A 1o

&
=y = 0,306006x+33.5794
Sum af kvadrater = 604661

4 2
€ 459 £ 459
o (=]
= M m1(x) = 0x + 46 &
354 Sum af kvadrater = 1580.74 354
254 25+
15_ T T T T T T T T T T T T T 15_ T T T T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 10 20 30 40 50 60 70 80 S0 100 110 120 130
budget budget

Det fagrer til den tilneermede veerdi 1580.74 for den vandrette linje y = mean(points), hvor da-
tapunkterne antages at svinge rent tilfaeldigt omkring deres middelvaerdi. Hvis vores antagelse
om den linezere tendens skal vaere rimelig ma det nu fgre til en vaesentlig bedre model end an-
tagelsen om, at der slet ikke er nogen sammenhaeng. Dvs. kvadratsummen 604.661 for den
lineaere regression ma vaere vaesentligt mindre end kvadratsummen 1580.74 for den bedste

vandrette linje. Vi kan derfor se p& hvor mange procent de 640.661 udggr af 1580.74:
604.661

1580.74
I sammenligning med antagelsen om at der slet ikke er nogen sammenhaeng er det altsa lykke-

des os at reducere summen af kvadrater med 61.75%, dvs. det er lykkedes os at forklare
61.75% af variationen ved at bruge den linezere model. Dette er forklaringen pa forklaringsgra-
denr’ = 61.75% ©

Hvis vi selv skal udfgre beregningen i regnearket skal vi have fat i de to kvadratsummer hg-
rende til den bedste vandrette linje og den bedste skra linje. De kan dels udregnes med celle-
formler dels kan de traekkes ud af statistik for en enkelt variabel, idet det allersidste punkt
SSX := Y. (x—X)? netop svarer til kvadratsummen (variationen).

Farst celleformlerne, hvor vi udnytter at vi ved, hvor forskriften for den linesere regressions-
funktion er gemt:

= 38.25%

| E | =LinReng('budget,'points,1 ] : CopyVar Stat.RegEqn,'/2:
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||

Kwadratsum lineser regr. = F2 =surn(fpoints—ﬁ(budget))E)
604.661

Kwadratsum vandret = F4 =sum((points—mean(points))z)- 1.
1580.67 .

Forklaringsgrad = Fé6 =“%- 100,
61.7465 f

Leeg meerke til at denne formelgymnastik kan bruges pd en vilkarlig model til beskrivelse af
sammenhangen uanset om den kommer fra en regressionsmodel eller €j.

Dernaest statistik med en enkelt variabel, hvor vi udnytter at de statistiske variable for den li-
neaere regression er gemt i stat5:

| E | =LinRegMx('budget,'points,1 | : CopyVar Stat.RegEqn,/2: CopyVar Stat., Stat5.

Statistik med én variabel

Statistik med ...

H1-liste: i'statS.reSid
Antal lister; [2 K2-liste: E'points

1. resultat kolonne: g

[0k |- annuiter|

|0k | Annutier

B H m
=0OneVar('stat5.resid,1); =OneVar('points,1):
Titel Statistik med én variab.. Statistik med én wv..
X 1.33333e13 45,6667
ZX 1.66712 548.
Zx? 604,661 26606,
SX = Sn-.. 7.41412 11.9874
ax ;= Jn.. 7.09848 11.477
n 12, 12,
Minx -18.4045 19,
QX -3.6774 40.5
MedianX... 2.08191 45,
Q=X 2.99444 51.
Maxx 10.8853 68.
SSX =z 604,661 1580.67

SSX for residualerne, dvs. 604.661, er da netop summen af kvadraterne hgrende til den linezere
regression, mens SSX for variablen points, dvs. 1580.67, netop er summen af kvadraterne hg-
rende til den vandrette linje gennem middelpointene. Forklaringsgraden f&s nu pa saedvanlig vis

Max X 10.8853 68. Forklaringsgrad =
SSX = 3. 604.661 1580.67] 61.7465|
J13 =w. 100,
113

Leeg maerke til at denne teknik kun kan bruges, hvis vi kender residualerne for modellen, dvs. i
praksis kan den kun anvendes pa de indbyggede regressionsmodeller.
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4.4 Sammenhaengen mellem ordinale variable: Gamma-graden*

Det fglgende afsnit handler om en speciel problemstilling af saerlig interesse for biologi og sam-
fundsfag og kan overspringes i fgrste gennemlasning.

I biologi og samfundsfag vil de enkelte variable ikke altid veere numeriske, men de kan sta-
digveek rangordnes. I spgrgeskemaer kan man fx spgrge om respondenten er meget uenig, lidt
uenig, lidt enig eller meget enig. I sddanne tilfelde opererer man altsa med kategoriske variable,
der kan rangordnes entydigt. S&danne variable kaldes ordinale variable (dvs. variable, der kan
ordnes i raekkefalge).

Som et eksempel kan vi se pd patienter, der undersgges for deres blodtryk. Samtidigt regi-
strerer man forskellige variable, fx deres traeningstilstand og deres alkoholforbrug. Resultaterne
er indsat i et regneark, hvoraf vi kun viser de fgrste 20:

=
(2]
80 § blodtryk =
e M 0_Normalt oy
. [Tp]
f O 1_Hait L)
= B 2_Meget hajt S
[v0]) et
Lo
Ex =
blodtryk Ftraning .alkoholforbrug z 2 =
604 O T 9 &
- 5] — !
1_Haijt Lav lavt 2 ;} o 5
0_Normalt Hej lavt ?i = :T: e
=3} e =
0_Normalt Mellern  Middel = X
0_Normalt Lav Middel -
0_Normalt Haj Middel é §
A S M
0_Normalt Mellem  Heijt E 40 =
2_Meget hgjt  Mellem  Haijt ’u‘—:
0_Normalt Haj Middel =
0_Normalt Mellem  lavt = -
1_Heit Lav Hait fg
0_Normalt Haj lavt § py
- 7
1_Hajt Lav Haijt - ©
- - 20 ) =
1_Hajt Lav Haijt Bk =
1_Haijt Heai Heit &
2_Meget hejt  Lav Haijt
1_Heijt Lav Middel
0_Normalt Lav lavt
1_Heijt Lav lavt
2_Meget hgjt  Lav Haijt 0- Lav Mellem Hoj
0_Normalt Mellerm  lavt traening / blodtryk

De to forklarende variable, traening og alkoholforbrug, antager tre vaerdier: Lav, mellem og
h@j, mens responsvariablen blodtryk er kodet lidt mere omhyggeligt, som 0_normalt, 1_hgjt og
2_meget hgijt. Vi skal nemlig arbejde med grupperede sg@jlediagrammer, hvor vi ikke direkte kan
styre raeekkefglgen af responsvariablen. Vi opretter et Diagrammer og statistik-varksted og
indsaetter fgrst fx den forklarende variabel traening. Derefter hgjreklikker vi og veelger Opdel
kategorier efter variabel og tilfgjer responsvariablen blodtryk, dvs. vi splitter variablen trae-
ning ved hjaelp af variablen blodtryk. Til sidst omsaetter vi diagrammet til et sgjlediagram og
veelger menupunktet Vis alle etiketter i menuen for Diagramegenskaber. Vi far da talt alle
kombinationer af de to variable op og kan afleese deres vaerdier i diagrammet. Vi laegger maerke
til tendensen til at blodtrykket falder, ndr man traener meget: Lav traening har fx den hgjeste
forekomst af Meget hgjt blodtryk. Men tendensen er ikke helt entydig, og fremstar ikke helt s3
klart som vi maske kunne gnske os.

Det er her gamma-graden kan komme i spil. Vi skal da have omsat data til en krydstabel.
Der findes snedige kommandoer til at frembringe en sddan krydstabel, men langt det nemmeste
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er at aflaese tallene fra det ovenstdende diagram. Laeg maerke til at tabellen er opbygget ligesom
i et koordinatsystem, dvs. den lodrette akse peger opad!

B E F G
T Meget hait 31 13 17
T Hait 66 51 48

T Wormalt 52 49 70
g i Lav = Mellem = Haj

Ideen er nu at man kigger pa hvad der sker med den afhaengige variabel, ndr den uafhangige
variabel aendres: Der er tre muligheder, den kan vokse, den kan aftage og den kan forblive kon-
stant. For hvert eneste par af datapunkter registreres hvad der sker. Derefter taller man det
samlede antal par, hvor de fglges ad, dvs. ndr den ene vokser, vokser den anden ogsd. Sddanne
par vil vi kalde voksende par (concordant pairs). Tilsvarende taeller man det samlede antal par,
hvor de reagerer modsat, dvs. ndr den ene vokser aftager den anden. S&danne par vil vi kalde
aftagende par (discordant pairs). Endelig ignorerer alle de par, hvor enten den uafhangige
eller den afhaengige variabel forbliver konstant. S&danne par vil vi kalde konstante par (ties). I
praksis foregar det sdledes: For en given celle, deles skemaet op af den vandrette raekke gen-
nem cellen og den lodrette sgjle gennem cellen:

T Meget hajt 31 13 17
T Heit 68 51 48

T Normalt 52 49 70
' g |- Lav  Mellem +~ Hgj

Her er det midtercellen 51 vi tager udgangspunkt i. Den vandrette raekke og den lodrette sgjle
ignoreres, da de genererer konstante par. Resten af cellerne fordeles pa fire kvadranter i forhold
til den valgte celle: Fgrste og tredje kvadrant, dvs. 17 og 52 svarer til voksende par (heeldningen
er positiv). Anden og fjerde kvadrant, dvs. 31 og 70 svarer til aftagende par (haldningen er ne-
gativ). Midtercellen involverer altsd 51-17+51-52 = 51-69 voksende par og tilsvarende
51-31+4+51-70 = 51-101 aftagende par (hvorfor der er flere aftagende end voksende par). Men for
at fa alle mulige kombinationer talt op systematisk begynder vi i nederste venstre hjgrne med de
voksende par og gverste venstre hjgrne med de aftagende par:

Voksende par: Der er i alt 9 kombinationer med voksende par: 12800

68 68 51 48 68 51 68 51 48
52 49 70 52 49 70 52 49 70 52 49 70
52-(13+17+51+48) 68-(13+17) 49.(17+48) 51-17

Aftagende par: Der er i alt 9 kombinationer med aftagende par: 19954

3 13 17 31 13 17 31 13 17 31 13 17
68 68 31 48 68 31 68 1 48
52-(13+17+51+48) 68-(13+17) 49.(17+48) 51-17

Der er altsa 19954 aftagende par mod kun 12800 voksende par, hvilket bekraefter den aftagende
tendens: Jo mere traening man foretager, jo mindre vil blodtrykket alt andet lige vaere. Gamma-

graden defineres s som forskellen mellem antallet af voksende og aftagende par, divideret med

summen af voksende og aftagende par, dvs. brgken:
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Gammagraden vil altid ligge mellem -1 og 1 og den vil vaere negativ for aftagende sammenhaan-
ge, positiv for voksende sammenhange. Den vil kun veere -1, hvis der er tale om en rent aftagen-
de sammenhaang, dvs. der er slet ingen voksende par: V = 0. Den vil kun vaere +1, hvis der er
tale om en rent voksende sammenhaeng, dvs. der er slet ingen aftagende par: A = 0. Endelig vil
den veere 0, nar der er lige mange voksende som aftagende par, dvs. sammenhaengen er hverken
voksende eller aftagende.

Men kan nemt udregne gamma-graden i regnearket:

31 13 17
68 51 48
52 49 70

wlav - Melem » Heai

19954
7 Gamma = -0.218416

£S5 |=93-sum[ff:g2)+e2-sum(ﬁ:g})+f3-sum(g}:g2)+ﬂ-g} | 4 | b |

Gammagraden er alts3 i dette tilfeelde -0.218 eller -21.8%. Gammagraden kan fortolkes lidt pd
samme made som forklaringsgraden: Vi ignorerer de konstante par og ser pa et vilkarligt par af
observationer, hvor x-rangen vokser. Vi kan da forudsige at y-rangen vil aftage. Men forudsigelsen
er ikke perfekt, men behaftet med en fejl, da der ogsa vil forekomme tilfelde, hvor y-rangen
vokser, selv om gamma-graden som her er negativ. Men det at vi kender gamma-graden tillader
os at sige at usikkerheden pa y-rangen er blevet reduceret med 21.8%. De voksende par udggr
kun 39.1 % af alle ikke-konstante par, mens de aftagende par udggr 60.9% af alle ikke-konstante
par. Det er altsd mere sandsynligt at traekke et tilfeeldigt aftagende par end et tilfeldigt voksende
par. Men forskellen er trods alt kun 21.8%, sa det er ikke nogen staerk aftagende sammenhaeng.

Styrken ved gamma-graden er at den er nem at beregne og nem at forsta. Svagheden er iseer at
den ikke tage hensyn til konstante par. Hvis der er rigtigt mange konstante par i forhold til de
voksende og aftagende par giver den derfor ikke megen mening. Den er ogsa symmetrisk, dvs.
den fortzeller ikke noget om hvilken vej en eventuel kausal sammenhang mellem de to variable
peger: Vi far praecis den samme gamma-grad, selv om vi vender tabellen.

@velse: Prgv nu selv at undersgge sammenhaengen mellem blodtryk og alkoholforbrug. Du skulle
da gerne finde en gamma-grad p& 0.205190.
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5 Grupperede observationer
5.1 Gruppering af data: Hyppigheder/frekvenser

Nar vi indsamler data, sd er de indsamlede data, de r& data, den kilde som vi senere kan udvin-
de alle informationerne fra. De ra data udggr statistikkens hellige gral (pd@ samme made som de
eksperimentelle data i naturvidenskaberne) og vi bgr altid s8 vidt muligt arbejde direkte med de
ra data, fordi de kan vendes og drejes og dermed ses fra alle synsvinkler, hvorved vi i et rigt
datasaet kan blive ved med at g& pa opdagelse og opdage nye sammenhaenge.

Men ndr man praesenterer sine konklusioner vil man ofte forenkle situationen og kun vise de
forarbejdede data, der umiddelbart understgtter ens konklusioner. Typisk vil man gruppere
data, dvs. sld8 dem samme i et mindre antal grupper, hvor man sa ikke laengere skelner mellem
de individuelle data. Det kan vaere i form af et boksplot, hvor datasaettet deles i fire lige store
grupper efter stgrrelse, eller det kan vaere i form af et histogram, hvor man har valgt en passen-
de intervalinddeling for at fremhaeve nogle typiske traek ved fordelingen. Nar man pa& denne ma-
de grupperer sine data mister man altsd information: De forarbejdede data repraesenterer halv-
fabrikata. Hvis vi kun har adgang til de grupperede data kan vi derfor ikke leengere drage preaeci-
se konklusioner, men ma ngjes med tilforladelige skgn. Vi kan sammenligne det med tilbered-
ning af mad: Hvis vi har alle rdvarerne til rAdighed kan vi lave alle mulige varianter af retter,
men hvis r@varerne fgrst er haeldt sammen i en stor gryde og kogt sammen til en grad er der
ikke s3 meget mere at stille op, selvom der stadigvaek kan tilfgjes forskellige krydderier.

Alligevel er det vigtigt at have kendskab til de vigtigste metoder til at traekke informationer ud
af grupperede data, da det ofte er p& den form vi vil mgde data i andres undersggelser, ndr de
fremlaegges i fx avisartikler eller hentes pa nettet, og kun ved at kende til sddanne teknikker vil
vi kunne forholde os kritisk til de pastande, der er knyttet til undersggelsen.

I det fglgende afsnit ser vi derfor pa i hvor hgj grad det stadigvaek i forbindelse med gruppere-
de data er muligt at skgnne trovaerdigt over stgrrelsen af medianer, kvartiler, middelveaerdier
osv., ligesom vi ser naermere pa hvilke graftyper vi kan tilnserme med grupperede data.

Centralt for de grupperede data star hyppighedstabellerne, hvor observationerne er inddelt i
passende intervaller, hvorefter man har talt op hvor mange observationer der falder i de enkelte
observationsintervaller. Det er pd basis af disse hyppighedstabeller vi skal forsgge at uddrage
trovaerdige informationer. Da vi ikke kender de individuelle data i de enkelte intervaller ggr vi nu
falgende antagelse:

De individuelle data i et givet observationsinterval antages at veere tilfaeldigt fordelt i
intervallet og antages derfor at ligge jeevnt fordelt indenfor intervallets graenser.
Det behgver ikke veere tilfaeldet i virkeligheden, men hvis ellers data er udvalgt rimeligt tilfaeldigt
er det ret usandsynligt, hvis de fx systematisk alle ligger i den venstre halvdel af intervallet.

& C [ wwwi.statistikbanken.dk/statbank5a/ Tw=1680 Sol A
LocPs | BB @nizLe &
DANMARKS
c STATISTIK # statistikbanken
HVAD ER DANMARKS STATISTIKBANK
Statistikbanken ® Som reqgistreret bruger kan du...
» Befolkning ogvalg indehalderi
detaljeretform + udtrakke sterre tabeller
denote officiel statistik, o — + apszfte din personlige profil
» Kultur og Kirke som heskrwer‘det + gemme tabeludtraek til senere genbrug

danske samfund * fatilsendt nyheder om statistikbanken

» Arbejdsmarked

m

> Len Deiterofans o +Tilmeld dig gratis her
; bruge og data kan »Sadan kommer du
» Sociale forhold, sundhed og gemmes i mange e e
relsveesen filformater og vises
» Indkomst, forbrug og priser sam diagrammer
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» Landbrug og fiskeri
SENESTE OPDATERINGER
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Lad os nu hente nogle data pd nettet. Det kan fx veere data fra Danmarks statistik, der har sam-
let deres data p& webstedet www.statistikbanken.dk . Vi kan fx hente data fra retsvaesenet:

{ LOGAF | BRUGERPROFL | GEMTE TABELLER : EB ! °HJ}ELP
DANMARKS
STATISTIK A Statistikbanken
SOCIALE FORHOLD, SUNDHED OG RETSVASEN
=EMINER -
= 5 iz ane. .

» Befolkning og valg & [0 Stette til udsatte bern og unge
» Uddannelse & () Boligstette
» Kultur og Kirke # (i Bernefamilieydelse og bernetilskud

m

H ([ Barns levevilkar

+ Arbejdsmarked
& [0 Dagpenge ved sygdom og fedsel (2002-)

» Lan
& (3 Hjemmehjzip
i f"c‘a[e forhold, sundhed og # (&3 Kontanthjzlp mv. (Tidligere: Hjzlp efter lov om aktiv socialpolitik mv.)
retsvasen
# (0 Sygehusbenyttelse
+ Indkomst, forbrug og priser 2 ) Retsvisen
» Generel erhvervsstatistik Anmeldte forbrydelser
+ Landbrug og fiskeri -~ [l STRAF Anmeldte forbrydelser efter omrade og overtrezdelsesart (2007K1-2012K2)
P - [l STRAFZZ Anmeldte forbrydelser og sigtelser efter omrade, overtreedelsens art og anmeldte og sigtede
+ Industri i
Ofre for anmeldte forbrydelser
o 2 FBEEATR LA ;
——=sgganan > @ Ofre for straffelovsforbrydelser efler overtrasdelsens art, alder og ken (2005-2011) 14

+ Seniceerhverny Strafferetlige afgereiser
2 | STRAFS: Ofre for straffelovsforbrydelser efter kalsens art, alder og kan (2008-2011)

» Transport
overtreedelsens art, alder og kan

» Miljg og energi art, afgen ype, alder og ken (21

Her kan vi s@ interessere os for ofrene for de anmeldte forbrydelser

DANMARKS
STATISTIK A Statistikbanken Sociale forhold, sundhed og retsvasen

Q ¢ LOGAF | BRUGERPROFLL | GEWTETABELLER | 38 | @ HiELP |
STRAFS: Ofre for straffelovsforbrydelser efter overtrasdelsens art, alder og kan
Enhed : Antal

V=ig Udv=lg via zagning Infarmation

OVERTRADELSENS ART (30) L1 avLpbEr (13) K@M (3)

Afmarkér alle i listen [~]
Revwveri - seerlig farlig - mod persen i egen bulig- |
Overtreedelse af advarsel :
Forfelgelse v. gent. beskyldn. 3
[Erekrankelzer :
Bagvaskelse
Fornsrmelser

[ Fl.e_r;a '.r.a.l.gr.nu Ilgheder B -_ Fie.r.é.valgmu.li.gl.'ie-d-e;... B
P 1 ==nd W

Kvinder 2
|Uoplyst ken 3

| 4 ]

AR
F.I-e.fe val.grn-u Iig.heaef...
2011
2010
I
2008 |
2007 4

2006
BONE

Antal valgte tal til tabellen: 24 {Vaelg max 100000) Vis tabel

1 1]

-

8-9-2012 Danmarks Statistik , © www.statistikbanken dk/STRAFS

Som man kan se er der 90 forskellige slags forbrydelser, der bliver registreret startende med
saedelighedsforbrydelser. Vi sldr alle forbrydelserne sammen ved at undlade at markere i over-
traedelsens art og valger tilsvarende at opdele data i alle aldersgrupper (men ikke Uoplyst
alder), begge kgn (men ikke Uoplyst kgn) samt 3rstallet 2009. Derefter taster vi Vis tabel.
Data hentes nu fra Danmarks statistik og vises i en sammentalt tabel. Denne tabel kan derefter
eksporteres til Excel, hvorfra vi henter den ind i TI-Nspire CAS. Dette er langt den nemmeste
platform hvorfra man kan hente data over i TI-Nspire CAS.
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STRAFS: Ofre for straffelovsforbrydelser efter overtrazdelsens art, alder og ken

e Sorter

tabellen

Abn i/ gem som... Rediger tabel Grafisk prasentation
—— P Excel (*xls) El Pivot: Drej med uret Kurvediagram E
El Inkl. koder i sep. kolonner
9] 1k, fodnoter mv.
Ofre for straffelovsforbrydelser efter tid, alder og ken
Mand Kvinder
2009
0-4 ar 58 152
55 ar 150 244
10-14 &r 1130 1399
18-19 &r 4174 4038
20-24 ar 3991 4457
2528 ar 2510 31
30-39 &r 4042 5140
40-49 Ar 3269 4292
£0-58 &r 2126 3313
8068 ar 1353 3188
70-79 ar 681 2 466
80 ar og derover 536 2341
i) 20108310131871079963STRAF536803634852 [Skrivebeskyttet] [K
A B & D
1 |Ofre fu_} straffelovsforbrydelser efter tid, alder og ken|
2
3
a Maend Kvinder
5 2009 o0-44r 58 112
6 5-94r 150 244
7 10-14 &r 1130 1399 N
8 15-194r 4174 4038
9 20-24 &r 3931 4457
10 25-29 &r 2510 3191
11 30-39 &r 4042 5140
12 40-49 &r 3269 4292
13 50-59 &r 2126 3313
14 60-69 &r 1353 3188
15 70-79 &r 681 2466
16 30 ar og derover 536 2341

@ Udskriv

m

Som vist er det kun tabeldataene, der overfgres til TI-Nspire CAS. Variabelnavnene tilfgjes ef-

terfglgende. Men nu har vi faet en hyppighedstabel i kassen og kan begynde at se pa data!

5.2 Kombinationsdiagram: Sgjlediagrammer og cirkeldiagrammer

Fgrste pointe er nu at da der er tale om en hyppighedstabel skal
vi bruge et kombinationsdiagram til at afbilde data. De alminde-
lige grafer virker kun pd ra data, men her skal vi jo kombinere
en kategoriske variabel, aldersgruppe, med en numerisk vari-
abel, hyppighederne for maend hhv. kvinder. Da vi i dette til-
faelde har et meget stort antal ofre for kriminalitet, der langt
overstiger det maksimale antal raekker p8 2500 er der ingen
mulighed for at rekonstruere de ra data som lister. Anden poin-
te er at da udgangspunktet er en kategorisk variabel, kan vi i
fgrste omgang kun frembringe et sgjlediagram eller et cirkeldi-
agram (prikdiagrammer er ikke til radighed for kombinationsdi-
agrammer, da antallet af datapunkter kan veere vilkarligt stort).
Vi kan enten markere de to fgrste kolonner (ved at klikke i eti-
ketterne |4]| og ) og derefter hgjreklikke i kolonnerne eller vi
kan vaelge menupunktet Data>Kombinationsdiagram.

I begge tilfeelde 8bnes der for en dialogboks, der giver mu-
lighed for at veelge den kategoriske variabel, her aldersgrup-
pe, der skal afseettes ud af fgrsteaksen, samt den tilhgrende
veerdiliste med antallene (hyppighederne, frekvenserne), her
maend, samt om kombinationsdiagrammet skal afszettes pa
samme side eller pd en ny side.

39

aldersgruppe

.maand .kvinder

0—4 ar 58 112
5-9 ar 150 244
10-14 ar 1130 1399
15-19 ar 4174 4038
20-24 ar 3991 4457
25-29 ar 2510 3191
30-39 ar 4042 5140
40-49 ar 3269 4292
50-59 ar 2126 3313
60-69 ar 1353 3188
70-79 ar 681 2466
80 ar og derover 536 234

Kombin. af'onsi'ag ram

X-liste: !aldersgruppe

Kategoriliste:

Vis p&: |Delt side = |

| OK I Annuller |
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40007 40-48 ar
30007 50_59 ér
E T I 3029 60-69 ar
£ 2000+ 2
70-79 ar
10004 0 8k og derover
‘ = {0450
3 10-14 ar
07 — 15-19ar
-29 ar 3
T G M A0 A0 T T T 0 e e D 4174 (17.4%)
=t (=] =t =1} =+ o o o (=] 7} [=7} 8
] [l — — (] ™l ™ = el w r~ pusl
[aw) [Ta] I I I | | | I I I ar .
2 2 8 & R 2 8B 8 R 3 3 15-19 ar
=] 20-24 ar
o8
[
[=+]
aldersaruppe aldersgruppe

Som det ses kan vi f& oplyst sdvel antal (hyppigheder) som frekvenser (procenter) for de enkelte
kategorier, der afsaettes i samme raekkefglge som i tabellen (laest oppe fra og ned). I cirkeldia-
grammet fglger vi urets omlgbsretning med start fra vandret!

Vi kan selvfglgelig sld Vis alle etiketter til.
Ligeledes kan vi andre farvekodningen, sa vi
fx skelner mellem unge (grgn), voksne (rgd) 60001
og gamle (bld), ligesom det er nemt at sam-
menligne fordelingerne for de to kgn. Farverne
2ndres ved at klikke i de kolonner man gnsker 2000+
at markere, hvorefter man kan valge farven
fra menubjeelkens farvepalet.

Du kan ogsa oprette et kombinationsdia-
gram direkte fra Diagrammer og Statistik-
veerkstedet. Det kraever blot at du hgjreklikker
pa akseetiketten (Klik for at tilfgje en varia-

8000+

4174 (17 .4%)
4042 (16.8%)

hel
g
£ 40004

1130 (4.7%)
1353 (5.6%)

0-4 &r |38 (0.2%)
5-9 &r {150 (0.6%)

-
=0
=+
T
=]

15-19 ar
20-24 ar
25-29 ar
30-39 ar
40-49 ar
50-59 ar
60-69 ar
70-79 ar

80 ar og derover

aldersgruppe

= g
bel), s& du far adgang til at tilfgje en X-varia- g s S
bel med veerdiliste. Men meget mere er der _ 60007 = § BE SR8 o g
. . . i o = O -
heller ikke at ggre godt med for sgjlediagram- £ 4000+ S 5 D2 o3 oo
= & ) = § 5
&g

merne, der fungerer som en erstatning for
histogrammer. I dette tilfaelde er aldersgrup-
perne jo egentlig knyttet til en humerisk varia- 0
bel, nemlig ofrets alder, sa det ville vaere rart
om vi 0gsd kunne konstruere et rigtigt histo-
gram og tilsvarende frembringe rimelige skgn
for de saedvanlige statistiske estimatorer: aldersgruppe
middelvaerdien, medianen osv.

0-4 ar 112 {0.3%)
5-9 ar §244 (0.7%)

10-14 ar
15-19ar
20-24 ar
25-29 ar
30-39 ar
40-49 &r
50-59 ar
60-69 ar
70-79 ar

80 ar og derover

5.3 Kombinationsdiagrammer: Histogrammer for grupperede data

Det forste problem er da at intervallerne ikke har samme bredde. I det ovenstdende datasaet er
der tre intervaller med tre forskellige leengder: 5-3rsintervaller (op til 30 &r), 10-3rsintervaller op
til 80 ar og et uspecificeret interval fra 80 ar og derover! Det er noget rod, som vi fgrst ma ggre
op med.

Hvert af intervaller lader vi nu repraesentere af intervallets midtpunkt, dvs. en variabel
midt_alder der Igber fra 5 til 90, da antagelsen om at dataene ligger jeevnt fordelt i de enkelte
intervaller, betyder at vi kan erstatte hver enkelt alder med intervalmidtpunktet uden at aendre
det samlede gennemsnit! Tilsvarende indfgrer vi intervalendpunkterne i listen interval, der der-
for kommer til at rumme en celle mere end de gvrige ©. Derefter er det nemmest at indfgre tre
nye intervalvariable grundlinje (der er feelles) og hgjde_maend henholdsvis hgjde_kvinder.
Grundlinjerne indfgres manuelt, men hgjderne af sgjlerne skal beregnes individuelt efter form-
lerne

maend / sum(maend) kvinder / sum(kvinder)

hgjde_maend:= — hgjde_kvinder := —
grundlinje grundlinje
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Akatego.. lmaend lkvinder lmidt... .inter... lgrund...'hzjde_m... .h.nzijde_k...E
=maend/(sum =kwvinder/(s

W04 ar 58 112 2.5 0 5 0.000483 0,000655
5o ar 150 244] 75 5 5 0.001249 0.001428
Bli0-14ar. 11300 1399 125 10 5 0.009408 0.008186
W15-194r.. 4174 4038 175 15 5 0034754 0.023627
Bo0-04ar. 3991 457 225 20 5 0.033231 0.026079
Blos-20ar. 25100 3191 275 25 5 0.020899 0.018671
W0-30ar. 4042 5140 35 30 10 0.016828 0.015038
8la0-40ar. 3269 4202 45 40 10 0.013609 0.012557
Bs0-50ar. 2126 3313 55 50 10 0.008851 0.009693
f@c0-602ar. 1353 3188 65 60 10, 0.005633 0.009327
Bl 7070 ar. 681 2466 75 70 10 0.002835 0.007215
12180 ar og .. 536 2341 90 80 20 0.001116 0.003424
100 |
v
Hi13 | [«T»

Histogrammet tager nu udgangspunkt i disse reviderede data. Fgrst oprettes et kombinationsdi-
agram over antallet af maend som funktion af midtalderen, dvs. variablen midtalder p3 forste-
aksen kombineres med vaerdilisten maend pa andenaksen. Vi kan nu skifte til et histogram som
et kombinationsdiagram for maendenes hyppigheder. Vi skal da efterfglgende g ind i sgjleindstil-
linger (hojreklik) og skifte til ulige store intervaller baseret pa listen over intervalendepunkter:

Indstillinger for variable sajlebredder ﬁ

Liste over intervalgra=nser in

|-k~ |- Annuler |

0.036 .
Pas pa! Hyppighed/frelkvens—diagram Areal/densitets—histogram for

for grupperede data

gruppersde datal
0.030

o
o
[~}
e
L

maend
e
=4
©

!

hejde_meend

0.0124

0.006-

0 10 20 30 40 60 70 80 0 100 0 10 20 30 40 50 60
m%%alder == midtalder

Men i dette histogram er hgjden af den enkelte sgjle netop proportional med antallet (et fre-
kvenshistogram). Vi vil normalt foretraekke et areal/densitetshistogram, hvor det er arealet af
sgijlen, der er proportional med antallet. Hvis vi havde arbejdet med r& data kunne vi nu bare
skifte til densitet pa andenaksen ved at hgjreklikke og vaelge Histogramskala. Men denne mu-
lighed er ikke til stede for grupperede data! I stedet skifter vi manuelt til variablen hgj-
de_maend p3 andenaksen og far endelig et traditionelt histogram med samlet areal 1.

Vi far derved et meget klarere indtryk af fordelingen. Specielt giver det nu mening at snakke
om typeintervallet, dvs. det interval, der har det stgrste antal observationer, dvs. i dette til-
faelde aldersgruppen fra 15-20. Med udgangspunkt i de reviderede data kan vi nu ogsd skgnne
over middelalderen for ofrene for kriminalitet. Vi kan fx vaelge Plot vaerdi i Undersgg data-
menuen og indskrive kommandoen mean(midt_alder, mand), hvor det selvfglgelig er afga-
rende at vi oplyser bade alderen og hyppigheden. Det samme kan vi ggre for kvindernes hyppig-
hedsfordeling og dermed sammenligne mands og kvinders fordeling. Vi ser da bl.a. at typeinter-
vallet for de to fordelinger er det samme, men at de kvindelige ofres middelalder ligger over de
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mandlige ofres middelalder, i overensstemmelse med at kvindernes fordeling er la&engere om at

falde ned.

0.036

Areal/densitets—histogram for

grupperede datal
0.030+

o
o
rJ
=
1

vl = mean(midtalderjmand)
=34.972

hejde_maend
L)
2
o
|

0.0124

0.006

40 60 70 an
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10 50
midtalder

kvinder

hejde

100

0,028+

0,024+

0,020+

0.0164

30

=42,

vz = mean(midtalder,kvinder)

40 0 60
midsla{der

Arsal/densitets—histogram
for kvinder

0237

70 80 a0 100

N&r vi nu har fundet middelveaerdien kunne man tsenke sig at vi kunne finde medianen p& samme
made. Men det giver kun et groft sken over medianen, fordi alle datapunkterne i et givet interval
er samlet i midtpunktet. Hvis vi forsgger os med en beregning af medianen med udgangspunkt i
histogrammet giver det derfor kun en oplysning om hvilket interval, der indeholder den midter-

ste observation! Vi finder da fx de fglgende skgn over medianerne for maend henholdsvis kvinder

0.0364

Areal/densitets—histogram for
grupperede data!

v3 = median(midl.alder,msend)
=275
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50 60
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kvinder

hajde
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0.0121

0.0084

0,004

0.000-

30

v4 = median(

40 0 60
midstalder

Aresal/densitets—histogram
for kvinder

‘midtalder kvinder)

70 80 90 100

I praksis anvender man derfor en anden teknik til at skgnne over medianer og kvartiler!

5.4 Sumkurver for grupperede data

Sumkurven bygger altid pa en tabel over de kumulerede (summerede) frekvenser, sa hvis ud-
gangspunktet er en tabel over antal/hyppigheder, ma denne forst omdannes til en tabel over
frekvenser/procenter. Til hvert intervalendepunkt, knytter vi den procentdel af observationerne,

der gdr forud for endepunktet. Det er den-
ne procentdel, der er den kumulerede
frekvens (kumulere = opsamle). Ofte
betegnes den dog ogsa den summerede
frekvens, fordi den fremkommer ved at
laegge de foregdende frekvenser sammen.

Vi starter derfor med at opbygge en ta-
bel ud fra samtlige intervalendepunkter: O,
5, 10, 15, ..., 70, 80, 100. Det giver et
ekstra intervalendepunkt til at begynde
med, der tildeles antallet 0, idet der ikke
ligger nogen observationer forud for det
allerfgrste intervalendepunkt.

Derefter laegges antallene Igbende

sammen og der divideres med det samlede
antal og ganges med hundrede for at fa
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resultatet ud i procent. Laeg meerke til at
den kumulerede frekvens altid starter med
0% og slutter med 100%. Med undtagelse
af muligheden for en mindre afrundingsfejl
(som hgjst ma veere 0.1-0.2%) er det af-
gorende, for det viser netop, at vi har faet
alle observationerne talt med.

Vi kan nu tegne et XY-plot med ende-
pkt_alder som uafhaengig variabel og 20+
Kumpct_maend som afhaengig variabel.
Derefter hgjreklikker vi og veelger Forbind 0 Yy
datapunkter. Det giver os den gnskede . ‘ ‘ ‘ ‘ . . . . ‘
Sumku ve. 0 10 20 30 g\?depkts_oalderm 70 80 a0 100

P& sumkurven kan vi bl.a. afleese det stejleste linjestykke hgrende til typeintervallet, der i
dette tilfaelde viser sig at vaere aldersgruppen fra 15-20 &r. Med udgangspunkt i sumkurven kan
vi nu ogsd aflaese kvartilerne og medianen. Hertil tilfgjer vi vandrette linjer svarende til y = 25, y
= 50 og y=75. Det sker ved at valge Plot funktion i Undersgg data-menuen. Derefter vaelger
vi Grafsporing (hgjreklik pa graf) og flytter grafpunktet sd taet pa skaeringspunkterne med
sumkurven som muligt. Derefter tastes ENTER for at fastfryse koordinaterne. Af hensyn til af-
laesningsngjagtigheden kan det betale sig at sprede grafen ud s& meget som muligt pa skaermen
(benyt evt. CTRL 6 for at sprede ruderne pa siden.

100+

80+

@
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=}
1

kumpct_maend
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(45,6235, 75)
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g
g 60
E|
g 130, 4503, 50)
E 40
It ")
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0
|
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Ngjagtigheden ligger omkring heltalsvaerdien, men da der er tale om sk@n er der ingen grund til
at forsgge at beregne skeaeringspunkterne med stgrre ngjagtighed. I dette tilfaelde finder vi derfor

Mandenes nggletal: Min = 0, Q1 = 21, Med = 30, Q3 = 46, Max = 100

(Her er den maksimale alder sat til 100 pa grund af tilskeeringen af datasaettet!)
Det kan naturligvis ogsa ggres for kvinderne, hvor vi finder

Kvindernes nggletal: Min = 0, Q1 = 23, Med = 37, Q3 = 58, max = 100

5.5 Boksplot for grupperede data

Med udgangspunkt i de statistiske nggletal kan vi nu tegne et boksplot. Vi indskriver da de stati-
stiske nggletal, idet vi gentager medianen! Derved f3s et staerkt reduceret datasaet, der har
de samme statistiske nggletal, netop fordi vi har gentaget medianen! P3 grund af det staerkt
reducerede datasaet kan det vaere ngdvendigt at veelge Udvid boksplotgraenser for at forbinde
min/max-punkterne med den centrale boks. Det ses da at kvindernes fordeling er bredere og
forskudt mod hgjre i forhold til maendenes fordeling. Af boksplottene ses ogsa at hgjre hale er
laengere end venstre hale og at hgjre del af kvartilboksen er bredere end venstre del. De to for-
delinger er altsd hgjreskaeve. Det bekraeftes af at middelvaerdierne ligger til hgjre for medianer-
ne. I begge tilfelde ligger middelvaerdien ca. 5 &r over medianen.
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deskriptor .alder_m znd .alder_kvinder

min 0 0
Q1 21 23
Med 30 37
Med 30 37
46 58

100 100

Middelveerdi for
mand = 34,972

Median: 30

T
100

0 10 20 30 0 50 60 70 80 90
alder_maend
Middelverdi for
kvinder = 42,024
Median: 37
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 4 5 60 70 80 a0 100
aqder_kvfi]nder
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Bekraeftende statistik

6. Introduktion til bekraeftende statistik

Den beskrivende statistik (exploratory data analysis) tager udgangspunkt i et konkret data-
materiale og forsgger at afdaekke de strukturer, der findes i det konkrete materiale. Hvis det fx
drejer sig om hgjderne i en klasse, udtaler den beskrivende statistik sig om forholdene i netop
den klasse: Hvad er middelhgjden, den mindste hgjde, den stgrste hgjde osv. Vi kan ogsa ind-
drage flere variable, fx kgn, og sammenligne hgjderne mellem de to k@n osv.

Ofte vil man nu vaere interesseret i at generalisere de fundne strukturer, s man kan drage
konklusioner, der reekker ud over det pagaeldende datasaet. Fx kan man gnske at generalisere de
fundne kgnsforskelle i hgjderne til ikke bare at geelde den pdgaeldende klasse, men alle unge i
tilsvarende klasser. Man kunne ogsa vaere interesseret i at skgnne over middelhgjden for alle
unge pa basis af den fundne middelhgjde for klassen osv. Her til benyttes metoder fra den be-
kraeftende statistik (confirmatory data analysis).

Hovedformalet med bekraeftende statistik er at kunne skelne mellem systematiske
variationer og tilfeeldige variationer i et observeret datasaet.

I de ovenstdende eksempler gnsker man altsd at drage konklusioner om opfgrslen af en hel po-
pulation pa basis af opfgrslen af en passende repraesentativ stikprgve, fx en stikprgve, der er
udvalgt rent tilfseldigt fra populationen. Vi forventer da at stikprgvens opfarsel afspejler hele
populationens opfgrsel, ikke ngjagtigt, men med en rimelig tilnaermelse. Populationen kan fx
besta af alle vaelgerne i Danmark og stikprgven af et tilfeeldigt udsnit af vaelgere bestaende af
1600 veelgere. Hvis fx en tredjedel af alle vaelgere stemmer venstre, sa forventer vi ogsa at ca.
en tredjedel af de adspurgte vaelgere i stikprgven vil laegge deres stemme hos Venstre. Vi regner
det fx for fuldstaendigt usandsynligt at alle vaelgerne i stikprgven er venstrestemmer, selv om
det pd ingen made er umuligt at finde et udsnit pd 1600 venstrestemmer blandt hele befolknin-
gen.

Vi forventer altid en vis tilfaeldig variation i en repraesentativ stikprgve, men der er trods alt
graenser for hvor stor denne tilfeeldige variation kan blive, hvis vi fortsat skal tro pa at stikprgven
er repraesentativ. Vi deler derfor alle de mulige stikprgver fra populationen i to kategorier: De
typiske/repraesentative stikprgver, der opfgrer sig som forventet af en tilfaeldig stikprgve, hen-
holdsvis de atypiske /skaeve stikprgver, hvis opfgrsel ligger overraskende langt fra den forvente-
de opfgrsel af en tilfeeldig stikprgve. Det er denne opdeling af stikprgver, der er hjgrnestenen i
den statistiske metode, idet den kan bruges til at afggre hvilke populationer, der er i overens-
stemmelse med den udtrukne stikprgve.

6.1 Retssagsmetaforen for hypotesetest

Vi vil nu illustrere metoden med et typisk eksempel. Vi ser pa et sto-
kastisk faanomen, fx kast med en terning i et prgvespil, for det gar
lgs for alvor med et spil om penge baseret pa antallet af seksere i 24
kast. Vi observerer udfaldene for en bestemt serie bestdende af 24
kast med terningen, hvor der viser sig at veere 10 seksere. Skal vi
veere bekymrede over udfaldet? Vi ville forvente de seks sider pa
terningen var lige sandsynlige, sa hvis gambleren kastede en ideel
terning 24 gange ville vi forvente 4 seksere.

Men hvis vi kun ser pa en enkelt udfgrelse af eksperimentet forventer vi selvfglgelig ikke lige
praecis 4 seksere — nogle gange vil der vaere flere seksere, nogle gange faerre. Men hvis ekspe-
rimentet med de 24 kast med en ideel terning blev gentaget rigtigt mange gange (uendeligt
mange gange) s3 ville vi i gennemsnit forvente 4 seksere i de mange stikprgver pa 24 kast.

I det konkrete tilfselde fandt vi 10 seksere. Vi skal nu trzeffe et valg: Vil vi stadigveek tro pa at
der er tale om ideel terning, dvs. at de overskydende seksere tilskrives tilfeeldige variationer, og
dermed deltage i spillet, eller vil vi i stedet afvise terningen som ideel, og i stedet tro pa at der
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er en systematisk variation involveret som favoriserer seksere — fx at terningen er skav eller at
der er boret en lille blyklump ind i terningens ene side, og dermed afvise spillet. Det er dette
valg mellem en tilfaeldig variation og en systematisk variation vi skal forholde os rationelt til. Vi
skal altsd udvikle en objektiv metode til at traeffe valget, der alene bygger pa den faktiske ob-
servation, dvs. i dette tilfelde de 10 seksere.

Hvis udfaldet i stedet havde veaeret 24 seksere ville vi ikke have veeret i tvivl: Der ville helt
klart veere blevet manipuleret med terningen, idet sandsynligheden for at en ideel terning giver
24 seksere i treek kan udregnes som (1/6)* ~ 2.11-10*°. Men det er en svimlende lille sandsyn-
lighed. Hvis vi kaster 24 ideelle terninger i minuttet, skal vi vente i stgrrelsesordenen 5-10*® mi-
nutter, svarende til 900 milliarder &r, fgr vi kan forvente at fa en enkelt serie pd 24 seksere i
traek. Selv om vi forestillede os hele Jordens fem milliarder store befolkning blev sat til at kaste
terninger pa denne made dag og nat, skulle vi vente 150 ar, fgr vi kan forvente en enkelt serie
pa 24 seksere i traek. S3 det ville vaere absurd at tro pd at terningen var ideel, hvis man i forste
og eneste forsgg fik 24 seksere i traek.

Men hvad med 10 seksere i 24 forsgg? Det er 6 mere end forventet. Er det ogsa helt urimeligt
at tro pa en ideel terning? Er det virkeligt helt usandsynligt? Det er problemstillingen!

Vi indfgrer derfor en nulhypotese H,, som havder at afvigelsen fra det forventede ikke er
stgrre end at den med rimelighed kan tilskrives tilfeeldige variationer. Tilsvarende indfgrer vi en
alternativ hypotese H,, som haevder at afvigelsen er blevet s stor, at den ikke lsengere med
rimelighed alene kan tilskrives tilfaeldige variationer. Stgtter vi den alternative hypotese vaelger
vi altsd at tro pd, at den store afvigelse ogsa skyldes indflydelsen fra en systematisk variation.

Men hvordan treeffer vi valget mellem de to hypoteser? Her kan vi illustrere strategien med den
sakaldte retssagsmetafor, hvor vi altsd skal faelde dom i en sag om to pastande:

1. Nulhypotesen H, haevder at den observerede afvigelse ligesa godt kan tilskrives tilfaeldig-
heder, dvs. der er ikke nogen grund til at tro pd en sammensvaergelse.

2. Den alternative hypotese H, haavder modsat at den observerede afvigelse er resultatet af
en systematisk variation, dvs. der er grund til at tro at der er fusket med terningen.

Tilhaengerne af den alternative hypotese H, forsgger at fa nulhypotesen forkastet, dvs. de op-
traeder som anklagere i retssagen, mens tilhaengerne af nulhypotessen H, tilsvarende forsgger at
fa den bekraeftet, dvs. de optraader som forsvarere i retssagen. Der er ikke noget feeldende bevis
i sagen (vi mangler 'den rygende pistol'), sa afggrelsen skal alene treeffes pa grundlag af indi-
cier, dvs. vi skal foretage en vurdering af hvor overbevisende forskellen mellem de observere-
de antal og de forventede antal egentlig er. Begge parter kan i princippet have ret, og det
eneste vi kan ggre er at forsgge at sandsynligggre den ene hypotese frem for den anden. Det
ggr vi ved at vurdere troveerdigheden af nulhypotesen: Den anklagede erklaerer sig uskyldig
og afviser al snak om fusk — han var bare pa et uheldigt sted pa et uheldigt tidspunkt. Hvis den
anklagede under retssagen synes at have en hgj trovaerdighed, fastholder vi nulhypotesen og
frikender terningen for fusk. Ellers forkaster vi den og demmer altsd terningen for fusk p& grund-
lag af de foreliggende indicier. Fokus for retssagen, dvs. den statistiske metode, er altsd nulhy-
potesen. Der findes andre mere avancerede statistiske test-metoder, hvor den alternative hypo-
tese udbygges og kommer mere i spil, men dem vil vi ikke beskzeftige os yderligere med her.

Vi skal da pa forhand blive enige om tre forhold:

1. Hvilket signifikansniveau vil vi la2gge til grund for domfaeldelsen, dvs. hvor staerke skal
indicierne veere?

2. Hvilken teststgrrelse vil vi benytte til at afggre sagen, dvs. hvordan vil vi male afvigelsen
mellem det observerede og det forventede og dermed seette tal pd den. Det er stgrrelsen af
denne afvigelse, der skal saette os i stand til at traeffe et fornuftigt valg mellem at tro pa til-
feeldigheder kontra systematiske variationer.

3. Hvilket mal vil vi bruge for nulhypotesens trovaerdighed, den sdkaldte p-vaerdi. Hvis tro-
veerdigheden er hgj er indicierne for sammensveaergelsen svage og omvendt.
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Signifikansniveauet: Her anvender vi det typiske niveau pd 5%. Det er ikke en objektiv given
stgrrelse, men beror alene pa erfaringen: Den har vist sig at virke i praksis i mange sammen-
haenge. Men i konkrete sammenhange kan det sagtens forekomme at man i stedet aftaler et
andet signifikansniveau pa fx 1% eller 10%. Det kan fx dreje sig om en industriproduktion, der
skal opfylde et vist aftalt kvalitetsniveau. Signifikansniveauet er da afggrende for hvorndr vi kan
fastsla at afvigelsen fra den forventede kvalitet er blevet sa hgj, at der er tale om et kontrakt-
brud og der derfor skal udbetales erstatning. I sddanne erhvervskontrakter vil den konkrete
vaerdi for signifikansniveauet vaere aftalt som en del af kontrakten.

Teststgrrelsen: Den afhanger af hvilken type problemstilling vi undersgger. Fgrst og fremmest
skal det afggres om der er tale om kategoriske eller numeriske variable. I terningeeksemplet
med de seks udfald vil vi typisk opfatte en sekser som et kategorisk udfald (en succes), og vi vil
teelle antallet af succeser. I andre tilfeelde (fx hgjderne for en klasse) er der tale om udpraeget
numeriske variable. Her vil vi udelukkende kigge pa test med kategoriske variable. For sddanne
test har man siden 1900 brugt en teststgrrelse udviklet af Pearson, hvor man ikke blot kigger pa
afvigelsen mellem det observerede og det forventede antal, men man kvadrerer denne afvigelse
og dividerer med det forventede antal. I det ovenstdende eksempel med terningen gar man der-
for frem pa folgende made: Antallet af observerede succeser er 10, men vi forventede kun 4,
dvs. der er en afvigelse pa 6. Succeserne bidrager derfor med 6*/4 = 36/4 = 9. Tilsvarende er
antallet af fiaskoer 14 (eftersom vi havde 24 forsgg i alt), hvor vi forventede 20 fiaskoer. Fiasko-
erne bidrager derfor med (-6)%/20 = 36/20 = 1.8. Den samlede teststgrrelse er ifglge Pearson
derfor givet ved 9 + 1.8 = 10.8. Det kan forekomme indviklet, men styrken ved Pearsons test-
stgrrelse er dels, at den kan bruges i mange forskelligartede situationer, dels at den ggr det
nemt i praksis at vurdere nulhypotesens troveerdighed. Pearsons teststgrrelse for kategoriske
data forer til det sdkaldte chi2-test (udtales chi-i-anden eller chi-kvadrat), som er en af de mest
udbredte statistiske test, og som er den test vi vil seette fokus pa i de folgende kapitler.

Nulhypotesens trovaerdighed, dvs. p-vaerdien: Resten er avanceret mekanik. Man vaelger i
fgrste omgang at tro pd nulhypotesen, dvs. kaster en ideel terning 24 gange og tzeller antallet af
seksere. Ved hjalp af teoretiske udregninger, konkrete terningkast eller simulerede terninge-
kast, finder man nu ud af, hvor ofte 24 kast med en ideel terning giver anledning til en teststgr-
relse, der er mindst lige s3 stor som den observerede, dvs. der skal veere mindst 10 seksere -
eller Pearsons teststgrrelse skal vaere mindst lige sa stor som de observerede 10.8. De 24 kast
betegnes i den forbindelse ofte som stikprgver fra en ideel population, der afspejler nulhypote-
sen, dvs. sekserne udggr netop en sjettedel af hele populationen. p-veerdien angiver dermed
netop hvor stor en brgkdel af de gentagne stikprgver, der viser sig at veere skaeve, dvs. rammer
mindst lige s& skaevt som den observerede stikprgve — der maske, maske ikke, ogsd stammer
fra den ideelle population. Det er jo det, hele retssagen handler om.

Domfaldelsen: Hvordan faeldes der man nu dom i retssagen? Det gor man sa snart man har
fundet p-veerdien, dvs. nulhypotesens troveerdighed.

1) Hvis p-veerdien ligger under signifikansniveauet, der her er pa 5%, er trovaerdigheden
blevet sa lille, at det ikke lsengere er rimeligt at tro pa at terningen er ideel. Hvis vi fx
finder en p-veerdi pa 0.2% betyder det jo at den observerede forskel er s3 sjaelden at den
for en ideel terning kun forekommer for hver femhundrede af de gentagne stikprgver fo-
retaget med en ideel terning. Det ggr det ikke rimeligt at tro pa at vi skulle have frem-
kaldt en sddan sjeelden begivenhed i det ene eksperiment med den anklagede terning, vi
har til r&dighed. Vi demmer derfor at der har vaeret fusk i eksperimentet. Indicierne er s
staerke at vi veelger at tro pa at terningen er forfalsket.

2) Hvis p-vaerdien omvendt ligger over signifikansniveauet, der her er pd 5%, er trovaerdig-
heden derimod s3 stor, at vi ikke kan afvise nulhypotesen pa det foreliggende grundlag.
Det betyder ikke at terningen ikke godt kunne veere forfalsket. Det betyder alene at indi-
cierne ikke er staerke nok til at begrunde en domfaldelse.
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Ligesom en retssag er en statistisk test aldrig helt sikker: Vi kan ikke ved hjzelp af en statistisk
test bevise, hvilken af de to hypoteser, der i virkeligheden er den rigtige. Den statistiske test
handler dybest set om forholdene i en stor population, hvor man drager slutninger om hele po-
pulationen pa basis af en mindre, tilfeeldigt valgt stikprgve. Man satser da pa at stikprgven er
repraesentativ, dvs. at den pa korrekt vis afspejler forholdene i hele populationen. Men der er
altid en risiko for at stikprgven pa trods af vores omhyggelige tilrettelaegning falder helt skaevt
ud og overhovedet ikke afspejler populationen. Den statistiske test kan altsd ikke bevise eller
modyvise en hypotese, men kun udtale sig som om hvor trovaerdig hypotesen er. Uanset, hvor
skaevt resultatet forekommer at veere i forhold til det resultat man forventer fra nulhypotesen, er
der altid en teoretisk mulighed for at skaevheden rent faktisk skyldes tilfaeldigheder, dvs. at det i
virkeligheden er i overensstemmelse med nulhypotesen. N&r man bekreefter henholdsvis forka-
ster en nulhypotese risikerer man derfor at bega to typer af fejl:

1) Man kan komme til at forkaste en korrekt nulhypotese (dvs. dsmme en uskyldig, altsd
begad et justitsmord). Dette kaldes en type I fejl.

2) Man kan komme til at bekreefte en forkert nulhypotese (dvs. frikende en skyldig). Dette
kaldes en type II fejl.

I den mere avancerede testteori ma8 man derfor indgdende kigge pa disse to muligheder. Hele
ideen bag testen er nu at vi har vurderet/udregnet sandsynligheden for at det forventede resul-
tat er mindst lige s& skaevt som det observerede. Hvis den ligger under 5% opfatter vi det som
ret usandsynligt at resultatet er fremkommet som resultatet af en tilfaeldighed ud fra nulhypote-
sen og vi forkaster nulhypotesen. Men hvis nulhypotesen rent faktisk er korrekt vil vi jo i 5% af
tilfeeldene alligevel fa et resultat, der er sa skaevt at vi alligevel forkaster den, dvs. vi kommer til
at beg3 et justitsmord. Signifikansniveauet kan derfor ogsa tolkes som risikoen for at bega et
justitsmord, og den bgr selvfglgelig veere ret lille.

I den ovenstdende fremstilling har vi fokuseret pd den statistiske test som et beslutningsvaerk-
taj, der tillader os at vaelge mellem to hypoteser. I traditionel statistik er man ofte meget mere
forsigtig i sine formuleringer og opfatter udelukkende den statistiske test som et redskab, der
kan benyttes til at vurdere troveerdigheden af en hypotese. Fgrst ndr der er indsamlet mange
data fra forskellige uafthangige undersggelser vil man ud fra en samlet vurdering af de forskelli-
ge undersggelser kunne traeffe et kvalificeret valg.

Fx har det vist sig at spgrgsmalet om hvorvidt rygning er farlig ikke kan afggres med en enkelt
undersggelse. Det er kun det samlede resultat af et meget stort antal forskelligartede undersg-
gelser, der peger pa at rygningen er sundhedsfarlig.

Prototest: Hvad sd med terningen, der gav 10 seksere i 24 forsgg? Bliver den dgmt
for fusk eller frikendes den? Ja, det kraever jo, at vi kan fa styr pa, hvordan en ideel
terning opfarer sig, nar vi kaster den 24 gange. Prgv nu selv i klassen at kaste en
terning 24 gange og tael op hvor mange seksere I fik. Hvis p-vaardien er over 5%
burde der i en almindelig klasse med mindst 20 elever dukke mindst en serie op med
mindst 10 seksere. Gjorde der det? Er det s3 et tilfredsstillende grundlag for at afgg-
re retssagen? Hvor mange gange bgr I kaste en sddan serie, for I kan treeffe en af-
ggrelse?

Der er noget at spekulere over ©
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Vi slutter med en mere traditionel opstilling af den statistiske metode (hentet fra 'Introduction
to the Practice of Statistics' af David S. Moore and George P. McCabe (W.H. Freeman and
Company):

En signifikanstest vurderer i hvor hgj grad de fremlagte data svaekker en nulhypotese H, til
fordel for en alternativ hypotese H..

Hypoteserne er angivet i form af populationsparametre, her fx sandsynligheden for at fa en sek-
ser ved kast med terningen. Normalt udsiger nulhypotesen H, at der ingen effekt er til stede
(dvs. at sandsynligheden for at f& en sekser er netop 1/6), mens den alternative hypotese H.,,
udsiger, at en parameter afviger fra sin nulveerdi i en bestemt retning (et-sidet alternativ, her
at sandsynligheden for at fa en sekser er stgrre end 1/6) eller i begge retninger (to-sidet alter-
nativ her at sandsynligheden for at f& en sekser med terningen er forskellig fra 1/6).

Testen er baseret pa en teststgrrelse. p-vaerdien er sandsynligheden for at den statistiske
teststgrrelse vil antage en vaerdi, der er mindst lige s8 ekstrem som den faktisk observerede,
beregnet under forudsaetning af, at nulhypotesen H, er sand. En lille p-vaerdi tolkes som et
steerkt argument mod H,. Beregningen af p-vaerdien kraever kendskab til stikprgvefordelingen for
teststgrrelsen under forudsaetning af at nulhypotesen H, er sand.

Hvis p-veerdien er lige sa lille eller mindre end en aftalt vaerdi o, siger man at data er statistisk
signifikant pa signifikansniveauet o.

Eksempel: Nar man undersgger indlaering hos dyr benytter man sig fx af et eksperiment hvor
en mus skal finde vej gennem en labyrint. For en bestemt labyrint har det gennem tidligere for-
s@g vist sig at gennemsnitstiden er 18 sekunder for at finde vej gennem labyrinten. En forsker
tror pa at en hgj lyd vil fa musen til at finde hurtigere vej gennem labyrinten. Hun gennemfgrer
derfor et forsgg med 10 mus, der skal finde vej gennem labyrinten samtidigt med at de udsaettes
for en hgj lyd. Det viser sig, at gennemsnittet for de 10 mus er 16 sekunder.

I dette tilfelde er nulhypotesen H, altsd at gennemsnitstiden for en mus, der udsat for en hgj lyd
Isber gennem labyrinten, er 18 sekunder. Den alternative hypotese H, er tilsvarende at gennem-
snitstiden for en mus, der udsat for en hgj lyd Igber gennem labyrinten er mindre end 18 sekun-

der. Nulhypotesen udsiger netop at den hgje lyd er uden effekt. Den alternative hypotese udsiger
tilsvarende, at den hgje lyd har en effekt - nemlig at gennemsnitstiden falder.

Resultatet af eksperimentet er en gennemsnitstid for 10 mus p& 16 sekunder. Vi skal vurdere om
denne afvigelse er statistisk signifikant pa 5%-niveauet. Som teststgrrelse kunne vi da fx anven-
de forskellen i middelvaerdi: Den forventede middelvaerdi er 18 sekunder, den observerede mid-
delvaerdi er 16 sekunder. Selv om det er lavere end det forventede kunne forskellen godt skyldes
en tilfaeldighed. Vi er derfor ngdt til at vurdere p-vaerdien, dvs. sandsynligheden for at de samme
10 mus ville kunne opndr et gennemsnit pa 16 sekunder, hvis de ikke var udsat for en hgj lyd.

Det er beregningen af p-veerdien, der er kernen i den statistiske test. I det ovenstdende eksem-
pel har vi ikke oplysninger nok til at kunne gennemfgre beregningen. Men hvis vi fx vidste fra de
tidligere forsgg at gennemlgbstiden for en mus er normalfordelt med en middelvaerdi pa 18 se-
kunder og en spredning pa fx 1.5 sekund, sa ville vi kunne gennemfgre beregningen teoretisk.
Hvis vi i stedet for gennemsnitstiden for de 10 mus havde alle gennemlgbstiderne til radighed for
de 10 mus, der Igb gennem labyrinten under pavirkning af en hgj lyd, ville vi stadigveek kunne
udfgre testen eksperimentelt.

Vi vender tilbage til eksemplet!
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6.2 Tilfaeldig variation: Eksperimentelle metoder

Historisk set er mange metoder til at kunne hdndtere tilfaeldige variationer farst udviklet ekspe-
rimentelt, hvorefter der er udviklet en avanceret statistisk teori med formler til at automatisere
udregningen af den tilfeeldige variation. Denne udvikling skyldes ikke blot gnsket om en bedre
forstdelse af metoderne, men ogsd at de eksperimentelle metoder, s laenge de matte udfgres
med handkraft, var besvaerlige og tidsrgvende. Med indfgrslen af computerne har det sidste
aspekt imidlertid sendret sig radikalt, og i vore dage er de eksperimentelle metoder lige s3 til-
gaengelige som de teoretiske.

Begge typer af tilgange understgttes af TI-Nspire CAS, idet de teoretiske metoder typisk lig-
ger i menuerne for test og konfidensintervaller, mens de eksperimentelle metoder isaer bygger
pa tilfeldige stikprover, dvs. kommandoen RandSamp(), sdvel som muligheden for at udfgre
gentagne malinger ved at kombinere automatisk genberegning (CTRL R) og automatisk data-
fangst, dvs. regnearksproceduren Capture().

Genberegn: CTRL R
Regnearket opdateres Igbende,
men de tilfeeldige rutiner rand()
osv. genberegnes kun hvis man
veelger Genberegn!

Datafangst: Automatisk eller manuel

Hvis man har oprettet en navngivet variabel (en
maling) kan man fange dens veerdier automatisk,
nar de sendres, og manuelt (CTRL .), ndr som
helst. De indfangne vardier gemmes i en liste.

dig d B d

Dokumenter
? - B2 B\en T ncswt - (@) ol -| 7 -
SN 3% :|@ LA \ Dynamisk
Bl = \ = stikprgve:
Lister og Regneark \ % | — \ Ved h_]&'p af
T : P - C ﬁ E B & kommandoen
347 1:Handlinger » | 1:Fyt sajle \
B zindseet » N Tilpas stansise N randsamp()
|1‘5:_5,3Data v N " | 1:0pret tarfalge | M kan man ud-
= 4:Ga til (g G = e
X 4 it g P e ot ——| treekke en il
e _ 3 Udyld >Manett | —————— feeldig (ran-
|~ S:Funktionstabel P eisorter efte .
— dom) stikprgve
uarreg T )
RPPE( - VEaidigt 4 (sample) fra
RYPr( | &:Listematematik ’ .
»Rad en liste (popu-
rand( | 7:Liste operationer d i
randBin{ i ) " |atIOI’1) med
i | |eke ationsdiag .
randiMati g‘ 3:Hurtigqraf e”er Uden t||
randMorm T H
e bageleegning.
|
| RandSeed - |
[] # Guider til
randSamp(Liste, #Prever[.ejTilbage])
ejTilbage=0 med tilbagel=gning (standard) R ot L
ejTilbage=1 uden tilbagel=gning I
Al [4]»
% | “Heiderfordrenge ogpiger x| Ofiefor kiminalitet x| “Dokumen2 x| 4 b ®
14 | Indstilinger | Dokumentvisning: |E| 7 Tykkelse: [100% - |- +

Begge typer af tilgange har fordele og ulemper. Tilegnelsen af de teoretiske metoder kraever
en indfgring i vanskeligt tilgaengelige teoretiske begreber, der nemt kan komme til at skygge for
de mere principielle og grundlzeggende traek ved den statistiske metode. Ydermere er mange
grundlaeggende problemstillinger principielt umulige at hdndtere ved eksakte metoder, fordi der
ikke findes faerdige formler. Endelig er de teoretiske metoder ikke ngdvendigvis mere praecise
end de eksperimentelle. Kigger vi igen pa test med kategoriske variable findes der godt nok ek-
sakte test til specielt simple problemstillinger. Den mest kendte hedder binomialtesten. Men den
er ikke implementeret | TI-Nspire CAS, hvor den er erstattet af dels den sdkaldte z-test, der
bygger pa den sdkaldte normalfordelingsapproksimation og derfor kun er en approksimativ test,
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dels af chi2-testen, der ogsa kun er approksimativ- alle formlerne knyttet til binomialfordelingen
er dog tilgaengelige, sa hvis man gnsker det kan man selv udfgre binomialtesten eksakt.

I modsaetning hertil er de eksperimentelle metoder mere fleksible. De kan ikke blot altid an-
vendes - alene eller som supplement til de teoretiske metoder; De kan ogsa anvendes pa en
langt stgrre gruppe af problemstillinger end de enkelte teoretiske metoder. De teoretiske meto-
der er nemlig ofte skraeddersyede til kun at kunne anvendes pa en snaver gruppe af problem-
stillinger, der oven i kgbet ofte kraever specielle forudsaetninger opfyldt fgr man fuldt ud kan
stole pa de opndede resultater. Til gengzeld er de eksperimentelle metoder ikke sd praecise som
de eksakte teoretiske metoder, og de giver typisk kun resultater, der fortzeller noget om det helt
konkrete datasaet. £ndres der i datasaettet ma man derfor begynde helt forfra med undersggel-
sen.

I det fglgende vil vi nu redeggre for de vigtigste eksperimentelle metoder til at simulere en
tilfaeldig variation. Dermed bliver vi selv i stand til at Igse simple opgaver indenfor den bekraef-
tende statistik.

1. Tilfaeldighedsgeneratorer. Dette er den klassiske metode til at simulere tilfaeldighed. Ved
hjaelp af en tilfaeldighedsgenerator kan vi frembringe serier af tilfaeldige tal, der igen kan
benyttes som udgangspunkt for tilfeeldige valg i et datasaet. Denne teknik har altid veeret til
radighed, idet man tidligere benyttede officielle tabeller over tilfaeldige tal til at frembringe
de gnskede serier af tilfeeldige tal. Men i vore dage er de sadanne tabeller erstattet af simple
funktioner p& lommeregnere og i regneark.

2. Omrgring af variable. Dette er en ny og elegant metode til at simulere uafhaengighed mel-
lem to grupper af data, dvs. til at sikre at enhver forskel mellem de to grupper netop kun
kan skyldes tilfseldige variationer. Man fjerner altsd ganske enkelt eventuelle systematiske
variationer ved en omrgring.

3. Bootstrap. Dette er endnu en ny og elegant metode til at simulere den naturlige variation i
et dataseaet. I modsaetning til omrgringen bevarer bootstrappet stadigvaek de systematiske
variationer i datasaettet. Men da man nu far overlejret de naturlige variationer, kan man di-
rekte se hvor stor indflydelse de naturlige tilfseldige variationer har pd den systematiske va-
riation.

I de sidste 20 &r har den eksperimentelle metode vundet betydelig accept i sdvel industrien som
undervisningsverdenen. Det skyldes dels den fleksibilitet, den tilbyder, dels at den er langt mere
konkret end den teoretiske metode, som forudsaetter et indgaende kendskab til sandsynligheds-
regning. Der er altsd store begrebsmaessige fordele ved at anvende den eksperimentelle metode
i undervisningen.

Selv om den eksperimentelle metode i princippet kan udfgres i hdnden, sa kan den i praksis kun
udfgres med brug af en computer (hvilket igen forklarer, hvorfor den fgrst er sldet igennem de
sidste 20 ar). Ydermere kraever den specielle programmer, der er designet til at udfgre eksperi-
mentelle tests. S8danne programmer kan hentes pa nettet (sgg pa 'resampling' pa Google!),
men i undervisningen kan det vaere en fordel at benytte et program, der er designet til undervis-
ningsbrug.
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6.3 Hvad sa med gambleren med terningen? Blev han 'dgmt’ for fusk?

Her var udgangspunktet et prgvespil, hvor gambleren kastede en terning 24 gange og opndede
10 seksere. Hvis vi klassificerer seksere som succes, opnaede han altsd 10 succeser, hvor vi kun
forventede 4 succeser. Er det sd usaedvanligt at vi ma forkaste nulhypotesen:

Ho: Terningen opfgrer sig ideelt og giver i gennemsnit
kun seksere i en sjettedel af tilfeeldene.

For at afggre det bliver vi ngdt til at vide noget mere om hvordan en ideel terning opfgrer sig:
Hvor tit sker det at man kaster en ideel terning 24 gange og far mindst 10 seksere? Samtidigt
skal vi p& forhdnd have aftalt et signifikansniveau, dvs. hvor sjaelden en begivenhed skal der
veere tale om fgr vi forkaster nulhypotesen. Vi kan da holde p-vardien (andelen af serier med et
antal succeser pa mindst 10) op mod signifikansniveauet (hvor utroveerdig skal nulhypotesen
veere, for at vi opgiver den). Vi veelger det traditionelle signifikansniveau pa 5%.

Den nemmeste made at fa hold pa det er at simulere terningekastet. Vi opretter derfor en li-
ste, ideel, med seks elementer, nemlig udfaldene 1, 2, 3, 4, 5 og 6. Traekker vi tilfaeldigt fra
denne liste med tilbagelaegning, vil vi netop forvente at fa en sekser i en sjettedel af tilfeeldene.
Vi traekker altsd stikprover pa 24 elementer med tilbagelaegning fra listen ideel, og teeller op
grafisk eller med en cellekommando, hvor mange seksere vi opnar:

ideel B simulering

|=randsamp(ideel,24) |

1 6

2 3

3 2

4 3

5 6

6 3
4
)
5
1
1
2
4 10
6 f1(x) := 10
6 5
5 [4)]
2 o 6
i [%
2 Lo
6 4
2
2 27
3
4 0

B |simulering:=randsamp(idee[,24) 0 gimulerindgr]

I dette tilfelde opndede vi altsd fem succeser (naesten som forventet), men taster vi CTRL-R
inde i Lister og Regneark-vaerkstedet, vil vi f8 gentaget simuleringen, og sgjlerne vil da blafre
op og ned. Vi kan da hurtigt se at det fx er ret let at kaste 24 terninger uden at fa succes en
eneste gang, men til gengaeld synes det ret sveert at f& mindst 10 succeser - vi har indlagt en
overligger, y = 10, for at ggre det nemmere at se, hvornar vi far et ekstremt udfald. Denne sim-
ple observation svaekker altsd nulhypotesen: Hvis gambleren ikke har fusket med terningen skal
man vaere ret sa heldig for i et enkelt forsgg at fa 10 seksere.

52



Bekragftende statistik: 6 Introduktion til bekragftende statistik

Men vi er ngdt til at fa et mere praecist hold over hvor sveert det er at fa en skaev serie med
mindst 10 seksere. Vi teeller derfor antallet af succeser med en Countif-kommando i cellen .
Det sker via cellekommandoen antal_6:= countif(simulering,6) som gemmer vardien af i
variablen antal_6 :

(& deel !simulering ] Hmélinger = E o
=randsamp(ic =capture(‘antal_6,1)
1 5Antal seksere 5
32 "ﬁ o 2o 3 3antal simuleringer 2
- = 1 4 4 4 2500 6
el 1:Handlinger 3 5 5 9 3
<ﬂ: Inds =t ' 1 6 1 6
1:Opret talfglge i 24 5
X 4Statistik : : 4 .
K F:Udfyld B
| EFunitionstabel il v 2Enuel 3 2
5 1
S-Tilfeeldigt ' 5 s
6:Listematematik
Istematemati 4 1 2
7:Liste operationer b
3 4
2:Kombinationsdiagram _ =
(14 2 hd
£2 |anta]_(i::countif(simmefingé) | 4 | b

Det 8bner netop muligheden for at vi som vist kan fange vaerdien af variablen antal og gemme
den i listen malinger ved at bruge capture-proceduren. Laeg godt meerke til capture-procedu-
ren: Det er ikke en normal matematisk kommando, som kan bruges i alle veerksteder. Den kan
kun anvendes i Lister og regneark-varkstedet, hvor den kaldes fra Data-menuen ved at mar-
kere formelfeltet (men ikke gd ind i det!). Den ekstra parameter 1, fortzeller at der er tale om en
automatisk datafangst, dvs. antal_6 registreres automatisk, hver gang den aendres. Taster vi nu
CTRL R rigtigt mange gange vil vi f3 fyldt listen med malinger - der er i alt plads til 2500 malin-
ger. Vi kan da afbilde malingerne i deres eget histogram henholdsvis prikdiagram:
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Vi ser da, at ndr man far lov at forsgge sig 2500 gange med 24 kast med en terning, kan det
faktisk godt lade sig ggre at fa 10 seksere. Det skete i dette tilfeelde i 7 af serierne. Tilsvarende
har vi faet 11 succeser i 2 af serierne, mens vi aldrig fik fat i 12 succeser. Altsd har vi ramt
skaevt 9 gange i Igbet af de 2500 forsgg. Men det er ikke nemt at ramme skaevt, for andelen af
skaeve ligger under 1%o. Med en p-veerdi p& under 1%o er nulhypotesens trovaerdighed sa lav
sammenlignet med signifikansniveauet, at vi ikke kan opretholde den.

S8 svaret er JA! Gambleren blev demt for fusk. Men vi har faktisk ogsa fusket lidt ® For vi har
anvendt automatisk datafangst og den virker kun ndr vaerdien af antal_6 skifter. Og det sker
faktisk - om end det er sjeeldent - at vi far det samme antal seksere to gange i traek. Det er dog
mest de typiske veaerdier som 3, 4 og 5, der pa denne made falder ud af statistikken. S8 i virke-
ligheden har vi brugt mere end 2500 forsgg pa at frembringe mindst 10 skaeve. Men det gor det
jo heldigvis bare endnu svaerere at opretholde nul-hypotesen.
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6.4 Hvad sa med musene - var der belaeg for at de lgb hurtigere?*

Dette afsluttende eksempel kan roligt overspringes i en fgrste gennemlaesning. Det er et side-
spor i forhold til chi2-testen, der er i fokus i resten af haeftet og er kun medtaget for at man ogsa
kan fa et indtryk af bootstrap-metoden, som er meget anvendelig i projektsammenhaenge.

For at kunne traeffe en afggrelse vedrgrende laboratoriemusene, skal vi fgrst og fremmest have
nogle flere oplysninger: Som et minimum skal vi kende de individuelle gennemlgbstider for de ti
mus. De fremgar af falgende tabel, hvor vi ogsd har afbildet dem som et boksplot:

igmusetider B c o B E

v1 := mean(musetider)
=16

14
17
13
15
20
15
18
18
20
"

edian: 16

= T T T T T
- 11 12 13 14 15 .16 17 18 19 20
|‘ﬂ|" musetider

[> ]2 e e Nie ju s w iwi=]e

Som det ses ligger medianen pa 16 sekunder (som ogsa var gennemsnittet for den tid, de brugte
pd at Igbe gennem labyrinten under pavirkning af en hgj lyd). Tilsvarende ligger tredje kvartil pa
18 sekunder (som er det typiske gennemsnit, for den tid det tager en mus at Igbe gennem laby-
rinten uden pavirkning af en hgj lyd). Tre af musene bruger faktisk en tid, der er laengere end de
18 sekunder. Kunne det s3 ikke godt tyde pd at Igbetiderne for disse ti mus bare er tilfseldige
variationer over Igbetiderne for en typisk mus, der ikke pavirkes af en hgj lyd, altsd at den hgje
lyd slet ikke har haft nogen paviselig indflydelse? Det fgrer til nulhypotesen

Ho: Lyden har ingen indflydelse — dvs. der er blot tale om tilfseldige variationer i gen-
nemlgbstiderne, hvor den typiske gennemligbstid stadigveek er 18 sekunder.

Det er nu vi skal anvende metoder fra den bekraeftende statistik. Hvis vi ikke har flere oplysnin-
ger end de ovenstdende, vender vi nu problemstillingen og spgrger: P3 basis af de ti gennem-
Igbstider, er det sd rimeligt at tro pa at den typiske gennemlgbstid for en mus, der lgber gennem
labyrinten under pavirkning af en hgj lyd, kan vaere 18 sekunder (nulhypotesen)? For hvis det er
tilfeeldet, har vi ikke jo pavist nogen sikker indflydelse af lyden.

Vi antager da at de 10 gennemlgbstider er repraesentative for mus, der lgber gennem laby-
rinten under pavirkning af en hgj lyd. Vi kan derfor bruge disse 10 gennemlgbstider som en ideel
fordeling af gennemlgbstiden for sddanne mus. Hvis vi treekker en stikprgve fra denne fordeling
med tilbagelaegning, sa finder vi altsd typiske stikprgver fra mus, der pavirkes af en hgj lyd.
Specielt kan vi tage en stikprgve pa 10 mus med tilbagelaegning. Det svarer til en virtuel genta-
gelse af selve eksperimentet. En sddan stikprgve kaldes ogsd en bootstrap, fordi vi sa at sige
traekker stikprgven uden at bruge anden information, end den der ligger i selve eksperimentet.
Metoden kaldes derfor bootstrap-metoden. Men det afggrende for metoden er altsd antagelsen
om at den oprindelige stikprgve er repraesentativ og derfor afspejler den generelle fordeling hg-
rende til gennemlgbstider for mus, der Igber gennem labyrinten under pavirkning af en hgj lyd.
Hvis denne antagelse viser sig ikke at holde er metoden meningslgs!

Selve bootstrappet udfgres nu med kommandoen RandSamp(musetider,10), idet det er
underforstaet at randsamp-kommandoen som standard traekker med tilbagelaegning, hvis vi ikke
tilfgjer en ekstra parameter. Derefter udregner vi gennemsnitstiden for bootstrappet. Hvis dette
gennemsnit ligger under 18 sekunder favoriserer det antagelsen om at lyden har en indflydelse
(dvs. den alternative hypotese). Men ligger det over 18 sekunder favoriserer det antagelsen om
at lyden ikke har nogen indflydelse (dvs. nulhypotesen).
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(B musetider Blbootstrap g D =
=randsamp{musetider,”
14 11 Observeret middel 16
17 11 Simuleret middel | 14.8|
13 20
16 14
20 18
15 20
16 14
18 14
20 11
11 15
v
D2 |middeltid:=mean(bnutstrap)-1. [4]»]

Leeg maerke til at vi har gemt det simulerede gennemsnit i variablen middeltid ved at indseette
middeltid:= foran formlen mean(bootstrap), og at vi har ganget med 1. for at tvinge TI-
Nspire CAS til at regne med decimaltal.

Vi kan nu gentage simuleringen mange gange ved at taste CTRL R i Lister og regneark-
veerkstedet og pa den made se hvor mange gentagelser, der favoriserer antagelsen om at lyden
har en indflydelse og hvor mange der ikke ggr det. Det vil da veere bekvemt at opsamle de simu-
lerede gennemsnit i en ny variabel, kaldet malinger:

Dokumentvarktajslinje

Ele: ¢# = u

3

Lister og Regneark 5 |
B3 1:Handiinger % (8l usetider Ebootstrap € B !mélinger =
B e < =randsamp(mu =capture(middeltid 1)
|1,a:3 e . ‘I'Oprttalfﬂlge =) 17 olbserveret middel 16. 16.
s X gsmuleret middel | 14.?| 1?3
5:Funktionstabel ’ S:L_de ZMancet b5 16:5
S Tifeldigt ' 16 15.2
&:Listernatematilk v T2 17.7
7:Liste operationer ' 20 15.9
&:Kombinationsdiagram 14 15.6
= 15 16.5
| 11 14 17.4
16.4
16.5
17.2
45 ¢
D2 |middeltid:=mean(bnntstrap)- iy | 4 | »
Mler x| Hejder for drenge ogpiger X | Ofreforkriminaliet x | —Dokumeni2 x| “musetider x| ¢ » B

Leeg maerke til capture-kommandoen. Det er ikke en normal matematisk kommando, som kan
bruges i alle veerkstederne. Den kan kun anvendes i Lister og regneark-varkstedet, hvor den
kaldes fra Data-menuen. Den ekstra parameter 1, fortaeller at der er tale om en automatisk da-
tafangst, dvs. middeltid registreres automatisk, hver gang den andres. Men sa kan vi jo nemt
samle tusinde malinger, dvs. gentage eksperimentet tusinde gange, og se hvor mange af genta-
gelserne der favoriserer antagelsen om at lyden ikke har en indflydelse (nulhypotesen). Hvis der
er mange sddanne gentagelser er det nemt at forsvare nulhypotesen, men hvis der er meget fa
sddanne gentagelser, gor det det meget svaert at opretholde nulhypotesen.

Som sadvanlig skal vi da fgrst aftale et signifikansniveau, dvs. hvilken andel skiller mellem
at vi veelger fortsat at tro pa nulhypotesen henholdsvis at vi opgiver at tro pa nulhypotesen. Vi
veelger her det traditionelle signifikansniveau pa 5%.
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. .bootstrap e b lméHnger =
=randsampim =capture('middeltid, 1)
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Vi ser da, at der kun er i 8 af gentagelserne at vi frembringer et gennemsnit pd 18 sekunder eller
derover. Det er s sjaeldent, idet det kun svarer til 0.8%, at vi pa signifikansniveauet 5% m3a
afvise nulhypotesen. Det er ikke rimeligt at tro at den observerede gennemsnitstid for de ti labo-
ratoriemus i virkeligheden blot skyldes tilfaeldige variationer i gennemlgbstiderne for mus med en
typisk gennemlgbstid pd 18 sekunder. Eksperimentet svaekker altsd nulhypotesen betydeligt til
fordel for den alternative hypotese: En hgj lyd nedsaetter gennemligbstiden i labyrinten.

Sa svaret er Ja! Der er rent faktisk belaeg for at de Igb hurtigere.

Bemeerkning: Ordet bootstrap (dvs. stgv-
lestrop) stammer fra Baron von Miinchau-
sens eventyr, hvor den Iggnagtige baron
forteeller, hvordan han reddede sig op af
en sump ved at treekke i stgvlestropper-
ne. I den klassiske illustration af Doré
traekker han sig i stedet op af sumpen
ved at hive sig i haret. I statistik benyttes
det som keelenavn for en metode, hvor
man genskaber den oprindelige populati-
on ud fra tilfeeldige udtraekninger i en
repraesentativ stikprgve. Nar stikprgven
afspejler de vaesentligste traek fra hele
populationen kan man ved at traekke fra
stikprgven opna tilnazermelsesvis de sam-
me resultater, som hvis man trak fra hele
populationen.
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7 Handskerne pd stranden: y*-test for Goodness-of-fit

For nylig kunne man laese fglgende lille notits pd bagsiden af Politiken:

Takket veere en utreettelig indsats af Thyge Steffensen og hans frue kan vi i dag preesentere dette
ars imponerende hgst af gummihandsker fra parrets strandture ved Jammerbugten. Som det frem-
gar, er det blevet til 9 venstrehandsker, 1 intakt par - og kun 3 hgjrehandsker! Er det, fordi de for-
mentlig primeert hgjrehdndede kystfiskere ofte smider venstre handske vaek? Eller er der en anden
forklaring? »Det bemeerkelsesveerdige forhold ma interessere mange, skriver det arvagne strand-
vandrerpar, vi er ganske enige. (bs)

Det er tydeligt at asymmetrien mellem venstrehandsker og hgjrehandsker har overrasket segte-
parret. Men er det nu virkelig s& usaedvanligt, som det umiddelbart ser ud til? Umiddelbart ville
vi forvente at der blev tabt lige mange venstre og hgjrehandsker, s& der burde vel ogsa drive
lige mange af hver slags ind pa stranden. Men handskerne driver jo for vind og vejr, sa det er ret
tilfeeldigt, hvor de havner pa stranden. Vi forventer derfor heller ikke lige praecis lige mange hver
gang - men sadan ca. lige mange, hvor der somme tider vil veere flest venstre handsker og
somme tider flest hgjrehandsker. Vi kan derfor opstille en nulhypotese H,, der siger at sandsyn-
ligheden for at finde en venstrehandske er lige s8 stor som sandsynligheden for at finde en hgj-
rehandske, og at vi derfor i gennemsnit forventer at finde lige mange. Samtidig har vi en obser-
vation, hvor vi rent faktisk har fundet 10 venstrehandsker og 4 hgjrehandsker. Er det nu set
rimeligt ud fra nulhypotesen? Det er hvad vi skal forsgge at finde et kvalificeret svar pa!

7.1 Simulering af nulhypotesen

Hvor ekstrem er denne observation nu? For at undersgge det ma vi forst
opbygge en ideel fordeling i overensstemmelse med nulhypotesen. Da der
skal veere lige mange venstrehandsker og hgjrehandsker behgver den ideelle

fordeling kun at bestd af en enkelt venstrehandske og en enkelt hgjrehand- HehStre !
ske. Laeg maerke til at venstre og hgjre skal skrives ind med gdsegjne for at 2l
Al |“Ver15t.re“

markere dem som tekstvariable (kategoriske variable).

Vi vil ogsa opbygge en liste over de observationer, som hr. og fru _venstre”
Steffensen har gjort. Det kan vi fx ggre ved hjeelp af kommandoen freqtable@>list({"Ven-
stre","Hgjre"},{10,4}), hvor kategorilisten {"Venstre","Hgjre"} fortaller os hvad slags handsker
der skal st i listen, mens hyppighedslisten angiver hvor mange gange de enkelte kategorier skal
optreede, dvs. fgrst 10 venstrehandsker og derefter 4 hgjrehandsker.

Endelig skal vi have opbygget en simulering af nulhypotesen, dvs. vi skal have trukket 14 til-
faeldige handsker fra den ideelle fordeling. Det sker ved hjeelp af listekommandoen simulering
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= randsamp(ideel,14). Den opbygger netop en tilfeeldig stikprgve med 14 elementer trukket fra
listen ideel, hvor der er tale om stikprgve med tilbagelaegning, dvs. vi treekker igen og igen fra
den samme ideelle fordeling. Endelig kan vi afbilde savel de originale observationer fra strandtu-
ren i Jammerbugten som de simulerede observationer i s@gjlediagrammer, der grafisk viser antal-
let af venstre- og hgjrehandsker. Ved at sammenholde resultaterne fra simuleringen med resul-
taterne fra den oprindelige strandtur kan vi nu vurdere hvor uszedvanlig en strandtur, der egent-
lig har veeret tale om.

i ideel Bl stranden asimulering

=freqtable list({“\/enstre",|=randsam p(icl

1 /enstre  \enstre \enstre

I re enstre Hajre
3 ‘enstre ‘enstre
\enstre \enstre
\enstre \enstre
‘\enstre Hejre
\enstre Heijre
\enstre \enstre
\enstre \enstre
\enstre Haijre
Haijre ‘enstre
Hajre ‘\enstre
Hajre Hajre
Hajre Hejre

e | simulering:=randsamp(ideel, 14)

Vi ser da, at i dette tilfeelde ligger antallet af
venstre og hgjrehandsker i simuleringen noget
teettere pd hinanden end de gjorde pa strand- 8
turen. Det er helt som forventet. Men for at
kunne vurdere hvor sjeeldent resultatet fra
strandturen egentlig er gentager vi nu simule-
ringen ved indefra Lister og regneark-vark-
stedet at taste CTRL R (ReCalculate). Vi ser
da sgjlerne blafre i takt med at antallene gar
op og ned. Jeg prgvede fx 20 gange og i Igbet 0-

Frelwvens

\fenstre Hajre

af disse tyve gange oplevede jeg nogle fa gan- stranden

ge at ramme en simulering, der var lige sa 104
skaev som strandturen, sa mere sjeelden er
den altsd heller ikke. Jeg oplevede ogs3, at e
simuleringen gav den samme fordeling af ven-
stre og hgjrehandsker to gange i traek, selv
om raekkefglgen i de to tilfeelde var forskellig.
P& denne made kan man begynde at danne sig

Frekvens

en ret god formodning om hvorvidt observati- -]

onen er i rimelig overensstemmelse med nul-

hypotesen hvorfor vi ikke kan forkaste nulhy- 0-! Venstre

potesen, eller om den i den grad strider mod simulering

nulhypotesen, at vi bgr forkaste den.

I langt de fleste tilfselde vil man pa baggrund af de fgrste tyve gentagelser kunne se, hvorvidt
det er veerd at ga videre med undersggelsen. Hvis vi allerede ser flere ekstreme tilfeelde blandt
de 20 betyder det jo at p-veerdien er noget hgjere end 5% (hvilket svarer til at vi i gennemsnit
finder mere end et ekstremt tilfaelde for hver gang vi udfgrer 20 simuleringer). Og s& kan vi jo
ikke forkaste nulhypotesen pa signifikansniveauet 5%.
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7.2 Hvor stor er afvigelsen: Opbygningen af teststgrrelsen

For nu yderligere at underbygge denne fornemmelse og for at f& en mere praecis vurdering af p-
veerdien, dvs. sandsynligheden for at fa et udfald, der er mindst lige s& ekstremt som det obser-
verede vil vi indfgre en teststgrrelse, der kan benyttes til at vurdere hvor ekstremt det observe-
rede egentligt er. Fgrst ma vi da have talt handskerne, hvilket gores ved hjzelp af den betingede
kommando CountIf(kategori, betingelse). I vores tilfeelde er der to kategorier: Venstre- og Hgj-
re-handsker. Vi indfgrer derfor en kategoriliste med disse to muligheder (i dette tilfaelde falder
den sammen med den ideelle liste, men i almindelighed vil dette ikke vaere tilfeeldet, fordi udfal-
dene fra den ideelle liste ikke behgver vaere lige sandsynlige). Derefter er vi klar til at teelle sdvel
de observerede som de simulerede hyppigheder. Endelig tilfgjer vi en liste over de forventede
hyppigheder: Ifglge nulhypotesen er der lige mange venstre og hgjrehandsker og det er kun
tilfaeldigheder, der afggr om det er den ene eller anden handske fra et givet par, der lander pa
stranden.

Blydfald Elobs_hyp®forv_hyp Qsim_hyp

| ] |:countif('stranden,a’i") N > 10 7 8<—| G1 |=countif('simulering,df)
Hejre 4 / 6

Der er flere muligheder for valget af en sddan teststgrrelse, men et godt bud pa en samlet for-
skel kunne best3 i at kvadrere forskellene mellem de observerede og de forventede vaerdier og
laegge kvadraterne p& disse forskelle sammen sum((observeret — forventet)?). Men som pavist af
statistikeren Pearson i 1900 kan det betale sig yderligere at dividere med de forventede veerdier

(observeret — forventet)?
sum
forventet

Laeg meerke til, at jo laengere veek de observerede vaerdier ligger fra de forventede, dvs. jo mere
skaev den observerede fordeling af venstre- og hgjrehandsker er, jo stgrre er teststgrrelsen. Den
fungerer derfor som et godt mal for hvor skaev den observerede fordeling af handskerne egentlig
er. Vi udregner derfor denne teststgrrelse forst for de observerede veerdier p& stranden og der-
naest for de simulerede veaerdier, der jo fglger nulhypotesen om at der smides lige mange venstre
og hgjrehandsker i havet og kun rene tilfeeldigheder afggr, hvem der nar stranden. Taster vi
CTRL R i Lister og Regneark-vaerkstedet kan vi nu igen nemt se, hvorndr den simulerede test-
starrelse er lige s ekstrem, dvs. lige s stor som den observerede.

Den ovenstdende teststgrrelse kaldes y-teststgrrelsen (udtales chi-2) og skrives altsa ofte
med et graesk ¢, dvs. med symbolet y, men i TI-Nspire CAS kan dette overalt erstattes med
chi. Vi lagrer derefter sdvel den observerede teststgrrelse som den simulerede teststgrrelse fx
ved hjzelp af kommandoen CTRL L (for Link), men vi kan ogsa hgjreklikke i cellen og vaelge me-
nupunktet Variable... > Gem Var ligesom vi simpelthen selv kan tilfgje variabelnavnet og kolo-
net : med kolontegnet lige foran lighedstegnet i celleformlen

2:Kopier

B dfald ﬁobs_hyp%for\,f_hyp ﬁsim_hypﬁ

4:Indsaet celle

S:Slet celle 1\/enstre 10 7 8 chiZz_obs =
6:Udfyld 2 Hajre 4 7 6 2.57143

2:Ophaev kaade til

“chi2_sim —

0.285714

8. Tilpas starelse ’

9:Kombinationsdiagram 2 Kaed til: b

E: Farve b
- H4 | chi2_sim:=sum|

[sim_hyp—for\nr_hyp)2 ”
forv_hyp '

Leeg maerke til, at cellen nu fremstar med fed skrift som tegn pa at den er lagret som en variabel
og vi derfor kan referere til cellens indhold i alle andre vaerksteder, der matte veere dbne.
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7.3 Datafangst: Den eksperimentelle stikprgvefordeling
Det er den variable teststgrrelse chi2_sim vi nu vil m8le pd en masse gange for at finde ud af
hvordan den fordeler sig, dvs. vi vil undersgge stikprovefordelingen af teststgrrelsen rent ekspe-
rimentelt. Specielt vil vi holde gje med hvordan den ligger i forhold til den observerede teststgr-
relse chi2_obs, der er lagret i celle H2. Vi ved nemlig at den simulerede teststgrrelse i kraft af
sin konstruktion afspejler nulhypotesen, s ved at kigge pa, hvor den observerede teststgrrelse
ligger i stikpr@vefordelingen, kan vi fa en god fornemmelse for hvor sjaelden den er ifglge nulhy-
potesen - og dermed ogsa hvor troveerdigt det er, at den skulle stamme fra nulhypotesen.

Vi indfgrer derfor en liste kaldet mdlinger. Ved at ga ned i formelfeltet og vaelge Datafangst
> Manuel Datafangst pd Data menuen kan vi nu oprette en liste over alle vores malinger af

teststgrrelsen
Dokumentvarktajslinje

B -

Lister og Regneark 2

|A

[x+¥ 1:Handlinger L4

5 2iinds =t ¥

13,5 3:Data k| 1:Opret talfalge

2:Datafangst | 1:Automatisk

3:Udfyld

K 4 Statistik ’

"1~ 5:Funktionstabel 3

5. Tilfz=Idigt
& Listematematik
7 Liste operationer

& Kombinationsdiagram

E obs_hypﬁforv_hyp §sim_hyp@ ﬁmélinger | =
=capture('chi2_sim,0)
10 7 4chi2 obs = 0.285714
7 10 2.57143 2.57143
chi2_sim = 257143
2.57143 0.285714 w1 = chi2_obs
0.285?‘\4__ =2.57143
2‘57143"
2.57143
2,57143
i Qe [
0, [ X q
U 98 d
- 4.57143 = : g . : "
bs_hyp—f h
13 | chi2_obe:=sium (2DETVR-TON bR} || v 3§ Ltk F OB
forv_hyp 4| » méd[inger

Parameteren 0 i Capture-veerktgjet angiver at der er tale om en manuel datafangst. Manuel da-
tafangst foregar ved at taste CTRL . (dvs. Kontrol punktum). Af hensyn til den gentagne simule-
ring skifter vi nu tilbage til det Lister og regneark-varksted, hvor simuleringen udfgres. Deref-
ter taster vi forst CTRL R for at gentage simuleringen og dernaest CTRL . for at fa fanget malin-
gen - og sadan fortsaetter vi. Det sker i praksis ved at holde CTRL-tasten nede og fgrst taste R
og dernaest . osv. Vi ser da malingerne dukke op i Diagrammer og statistik-varkstedet. Her
har vi ogsa plottet vaerdien chi2_obs, dvs. den observerede teststgrrelse. Vi ser da at vi i de
forste 20 malinger har ramt lige s skaevt i 7 af tilfeeldene. Dermed er vores skgn over p-vaerdien
baseret pd de forte 20 malinger givet ved 7/20 = 35%.

Det ville nu veere rart at kunne holde automatisk styr pa antallet af malinger, ligesom det ville
vaere rart at fa udregnet vores bud pa p-vaerdien helt automatisk. Vi finder antallet af malinger
ved hjaelp af celleformlen
= count(mdlinger).

Tilsvarende kan vi teelle antallet af skeeve malinger ved hjzelp af celleformlen

= countIf(mdlinger,?=chi2_obs).
Endelig finder vi et bud p& p-vaerdien, dvs. sandsynligheden for at det simulerede udfald er
mindst lige s& ekstremt som det observerede udfald, ved at dividere antallet af skaeve med det
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samlede antal malinger. Denne gang refererer vi direkte til de foregdende malinger i formlen,
dvs. vi peger pa cellen med veerdien for antallet af skaeve og dividerer derefter med veerdien for
det samlede antal malinger ved at pege pa cellen. Til sidst ganger vi med 100. (hvor decimal-
punktummet sikrer, at det skrives som decimaltal).

i Js_hypsforv_hyp asim_hyp‘ !mélinger =
- =capture('chi2_sim,0)
10 7 4 chi2_obs = 0,285714
7 10 2.57143 2.57143
chi2_sim = 2.57143
2.57143 0.285714
Antal malinger = 0.285714
20 2,57143
Antal skeewve = 2.57143
7 2.57143
p—veerd = 0,
35 4,57143 g
hs
Hi0 =E'100. |T’T

Nu er 20 malinger ikke ret mange, sa vi kan ikke regne med at p-vaerdien har stabiliseret sig
endnu. Industristandarden er 500 malinger, s& vi fortsaetter ufortrgdent. Vi ser da at p-vaerdien
lige s8 stille falder til et lavere niveau. Efter 100 malinger ser det sdledes ud:

| )sfhyp!forvfhyp Bsimfhyp‘ lmétinger =
] =capture('chi2_sim,0)
10 7 8 chi2_obs = 0,285714
7 6 2.57143 257143
chi2_sim = 2.57143
0.285714 0.285714 v1 1= chi2_obs
Antal malinger = 0.285714 = 3.57143
100 257143
Antal skaeve = 2.57143
23 2.57143
p—veerdi = 0,
23. 457143 -
0.285714 , : , 8 : : :
4 | 4] ¢ ' 2 médﬁnger J ? .

Efter 250 malinger ser det saledes ud (men sa orker man naesten heller ikke at lave flere)

| )sfhyp!forvfhyp Bsimfhyp‘ lmétinger =
] =capture('chi2_sim,0)
10 7 6 chi2_obs = 0,285714
i 8 2.57143 2.57143
chi2_sim = 2.57143
0.285714 0.285714 vl = chi2_obs
Antal malinger = 0.285714 =9 57143
250 2.57143
Antal skaeve = 2,57143
55 2.57143
p—veerdi = 0,
22. 457143 I
| 0285714 : : : : : : 8 :
F4] [«]» 0 ! ? m,’fﬁ_nger i ? 8

P-veerdien ligger til sidst pa ca. 22%, sa nar man simulerer nulhypotesen er sandsynligheden for
at f3 et udfald, der er mindst lige s& ekstremt som det observerede givet ved ca. 22%. Det er
ikke szerligt sjaeldent, nulhypotesen er altsd rimeligt troveerdig. Med et signifikansniveau pa 5%
er resultatet derfor ikke statistisk signifikant.
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7.4 Den teoretiske stikprgvefordeling
For at kunne sammenligne de fundne
eksperimentelle resultater med en
mere teoretisk tilgang far vi i det v2|:= mean(maljnger)
folgende brug for begrebet friheds- =1.07657
grad. Der er to kategorier: ven-
stre- og hgjre-handsker, men nar vi
skal fordele de 14 handsker p& de to
kategorier er der kun én friheds-
grad: S3 snart vi har valgt et antal
venstrehandsker, kender vi jo antal-
let af hgjrehandsker. Plotter vi mid-

delvaerdien for teststgrrelsen ser vi

netop at middelvaerdien ligger meget g

teet pd 1. Dette er en af de vaesentli- 0 ] 5 ' ' ' 5 7 8
méﬁinger

ge begrundelser for at dividere med
den forventede veaerdi i teststgrrelsen. Derved sikres det netop at den forventede middelvaerdi
svarer til antallet af frihedsgrader. Hvis vi nu den forventede veerdi i teststgrrelsen. Derved sik-
res det netop at den forventede middelvaerdi svarer til antallet af frihedsgrader. Hvis vi nu gn-
sker at kigge naermere pa stikprgvefordelingen for teststgrrelsen kan vi omdanne histogrammet
til et taethedshistogram (hvor det samlede areal er 1) ved dels at hgjreklikke og aendre skalaen
til taethed/areal, dels g3 ind i sgjleindstillinger og sztte bredden til 1, s8 vi far frembragt et
sammenhangende histogram. Men det kan vi nu sammenligne med den teoretiske taethedsfunk-
tion for chi2-fordelingen, der hedder chi2Pdf(x,1), fordi der er 1 frihedsgrad (idet Pdf er en for-
kortelse for PointDistributionFunction). Som det ses, fglger histogrammet paent den teoretiske
fordeling. Nar man udfgrer en teoretisk beregning af chi2-fordelingen vil man typisk stgtte sig til
teethedsfordelingen chi2Pdf(x,df), hvor df er antallet af frihedsgrader (Degrees of Freedom)

Dokumentvarktejslinje
X ®™ § M 12
i Tegn |
17 Katalog |

Taethed/Areal

Dobbeltklik pa ikonet for at inds&tte elementet

o
=

cei.l-ing;{"
centralDiff(
cFactor(

char( =i _
it | 0 1 2 3 4 5 6 7 8

- x2way malinger
chiZ2way
' x!Cdf(
chi2 Cdf(
' w'GOF
chi2GOF

o Pdif

# chi2Pdfi
# ClearAZ
ClrErr
colfugment(
colDim(
colMorm(
comDenomi

bR

|

Teethed/Areal

[Z] # Guider til

;:Hiéﬁéi(gvarai}riﬁe;i.sgra-d.,\-. |

4
malinger
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Vi kan endda bruge den teoretiske forde-
ling til at sk@gnne over p-veerdien. Vi kan
fx hgjreklikke pa grafen og veelge Skra-
ver under funktion. Vi skal da fgrst
klikke p& den observerede teststgrrelse
og derefter pd boksen med +w. Resulta-
tet ligger noget lavere, 10.9%, hvilket
skyldes at den teoretiske stikprgveforde-
ling ikke er s& god en tilnaermelse til den
faktiske stikprgvefordeling i dette tilfeelde
(se evt.neaeste afsnit). Men resultatet er
selvfglgelig stadigvaek ikke statistisk sig-
nifikant, sa konklusionen er uzendret.
Man kan godt korrigere for det teoretiske
skgn, sa det bliver lidt mere praecist, men det er omstaendeligt! Resultatet var alts3 slet ikke s3
overraskende som vi i farste omgang troede. Det samme resultat kom Politiken ogsa frem til idet
de naeste dag bragte fglgende kommentar til historien:

Taethed/Areal

méﬂinger

Slet ikke s3 sart endda
BJARNE SCHILLING
Vi beskrev i gar, hvordan Jammerbugt- hver, s er der ca. 14 af holdene, der vil fa 3
strandvandrerparret Steffensen blev sldet eller feerre af den ene slags«, skriver han.
med forblgffelse, da de gjorde arets ar- »Hvis vi i stedet sender holdene ud for at sam-
bejdshandskehgst op: 9 venstre- og kun 3 le 14 handsker hver, vil omkring 18 af de 100
hgjrehandsker. Tager man de to handsker hold finde 4 eller faerre af den ene slags. For-
med, som udggr et egentligt par, er forde- melt set skal man formulere det, som at der er
lingen 10 venstre og 4 hgjre. 17,96 procent sandsynlighed for at finde 4
»Men det er faktisk ikke s& bemaerkelses- eller feerre af den ene slags handsker, hvis der
veerdigt«, skriver Bendix Carstensen, der indsamles 14 fra en strand, hvor der er tilfael-
som seniorstatistiker pa Steno Diabetes digt fordelt lige mange af begge slags (og der i
Center s afgjort ma siges at have forstand  gvrigt er uendeligt mange handsker til radig-
pa tal. hed ...) «, pdpeger Bendix Carstensen og gar
»Hvis der pa stranden ligger preecis lige videre med noget, der hedder »binomialforde-
mange hgjre- og venstrehandsker, og vi lingen«, og sa er det, at vi star af. Her er hel-
sender 100 indsamlingshold ud og beder ler ikke mere plads.
dem om at indsamle 12 enkelthandsker bjarne.schilling@pol.dk
I artiklen kommer seniorstatistikeren Bendix Carstensen frem til at der er Antal malinger =
sandsynligheden 17,96% for at finde et resultat, der er mindst lige s3 eks- 3500
tremt, hvis man simulerer nulhypotesen ved at sende 100 hold ud for at e
finde 14 tilfseldige handsker p& stranden. Det afviger lidt fra vores hidtidige 460
resultat for p-vardien, men det skyldes i det veesentlige at vi ikke har simu- ,
leret tilstraekkeligt mange gange. Gennemfgrer vi i stedet 2500 enkeltmalin- poveerd = 184

ger, der er det maksimalt mulige antal malinger i Lister og Regneark-
veerkstedet nar vi samler malingerne i en enkelt liste, fas i stedet en p-veerdi pa 17.6%. Denne
gang ligger vi altsd meget teaettere pa artiklens vaerdi. Man kan godt regne sig frem til den eksak-
te p-veerdi, men som antydet i artiklen kraever det et godt kendskab til binomialfordelingen.

Binomialtest
0.179565

1 1
Hi2 =binomcd(‘(14, E, 0,4 +binomcd(‘(14, E, 10, 14J

I modsaetning til binomialtestet er chi2-testet kun et approksimativt test og det fagrer derfor kun
til et - forhabentligt - rimeligt skgn over p-vaerdien.
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7.5 Chi2-testet for Goodness-of-Fit som et kanonisk test

Ti-Nspire CAS har ogsd indbygget chi2-testet som et kanonisk test kaldet Goodness-of-Fit-
testet y*> GOF, fordi det tester hvorvidt et givet kategorisk datasaet ser ud til at fglge den forven-
tede fordeling. I Lister og Regneark-vzrkstedet hentes det fra Statistik-menuen:

Dokumentveerktajslinje
5 3w u

Lister og Regneark A

E,“Eﬁl 1:Handlinger 4

B 2inds=t v

137 3 Data 4

| i 4. Statistik ¥ | 1:Statistiske beregninger... *

|§i.~.;~.-5 5 Funktionstabel » | 2:Stat-fordelinger... '
3:Konfidensintervaller. .. 4

4:Statistiske tests. .. | 1:z-test for én middelvasrdi. ..

2:t-test for én middelvaardi...

3:z-test for to middelvaardier

Y=-Goodness of Fit test

4:t-test for to middelvaerdier. ..

S:z-test for én andsl... .
Observeret liste
6:z-test for to andele...

7:x!-Goodness of Fit test. .. Forventet liste

&:x?-uafhangighedstest. . Frihedsgrad, df: |
9:F-test for to spredninger... ;
1. resultat kolonne: |
AcLinesr regressions t-test
B:Multipel linesar regressionstest. .. Tegn:

C:Ensidet variansanalyse ANOWA. . | oK | . |

D:Tosidet variansanalyse ANOWA. ..

Der &bnes da som vist for en dialogboks, hvor man skal angive listen over de observerede hyp-
pigheder, listen over de forventede hyppigheder, antallet af frihedsgrader, samt hvor man vil
have anbragt resultaterne i Lister og Regneark-varkstedet. Endelig har man som en ekstra
bonus mulighed for at saette kryds ved Skraver P-vaerdi. Der opbygges da automatisk en gra-
fisk illustration af testen med stikprgvefordelingen og en skravering af omradet for ekstreme
udfald, dvs. udfald, der ligger mindst lige sa langt ude som den observerede teststgrrelse. I vo-
res tilfelde har vi allerede opbygget lister over savel de observerede hyppigheder som de for-
ventede hyppigheder inde i selve regnearket. Vi kan derfor referere direkte til disse lister i dia-
logboksen, hvor vi veelger dem pa rullegardin-menuerne. Men vi kan ogsd indsaette dem direkte
ved hjaelp af Tuborg-parenteser, dvs. den observerede liste som {10,4} og den forventede liste

[ =] H @ 7 ¥ =2.5714
I=XZGOF('obs_hyp"fom_hypjI PVal = 0.1088
2 2 2.57143 0.40
13 Pval 0.108809
4 df 7 m
: £ 0.30
Complist  {1.2857142857143,1.285714.. =
T
=
3 0.204
0.101
3 OOO_ T T T T T T T T
N|=XTGOP('obs_hyp,'for\r_hyp,1): CopyVar Stat., Stat1. | 4 | » U ?Xz 8 9 10 11 12 13 14

Vi far da oplyst teststgrrelsen 2.57143, p-vaerdien 10.88%, antallet af frihedsgrader df = 1 (som
vi selv har indtastet), samt Comp-listen over de enkelte kategoriers bidrag til teststgrrelsen.
Dertil kommer den grafiske illustration, hvor vi ogsd far gentaget teststgrrelsen og p-veerdien.
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0.8

0.640

Teethed/Areal

0.109
f2(x) 1= y2Pdilx, 1)
| i °
T T T 1 T T T
0o 1 2 3 4 5 q 7 9 10 11 12
malinger

I dette tilfeelde er p-vaerdien pa 10.88% tydeligvis for lav. Det skyldes chi2-fordelings-
approksimationen, der ikke tager hensyn til den meget grynede natur af malingerne. Prgver vi i
stedet at finde p-veerdien svarende til 9 venstrehandsker finder vi i stedet:

N ] B B Z
[=GOF({9,5},{7,71.1) : Copyy
itel w2-Goodness of Fit test
1.14286
al 0.285049

1.
omplist  {0.57142857142857,0.57142..

v

|= 2coF({9,5},{7,7},1) : CopyVar Stat., Stat1. [«]»]

Denne gang rammer vi for hgjt med en p-vaerdi pa 28.50%. Den 'rigtige p-vaerdi' svarende til at
antallet af succeser er givet ved 9.5 (som ikke accepteres af programmet!) er da ca. givet ved
gennemsnittet (28.50%+10.88%)/2 = 19.69%, hvilket er rimeligt taet pd det korrekte resultat!

7.6 Automatisk datafangst pa den forsigtige made*

Det fglgende afsnit er lidt teknisk og kan roligt overspringes i en fgrste gennemlasning. Hvis vi
gerne vil udfgre rigtigt mange malinger skal vi sl& automatisk datafangst til i stedet for den ma-
nuelle datafangst. Her skal vi imidlertid vaere forsigtige: Den manuelle datafangst udfgrer en
datafangst, hver gang vi taster CTRL ., men den automatiske datafangst kraever ikke at vi taster
noget bestemt. Den overvager variablen og registrerer hver gang den aendrer vaerdi. Den opfgrer
sig altsd ligesom min gamle jagthund, der var helt vild med at Igbe efter vildt. Men hvis vildtet
kunne holde sig i ro skete der ingen ting. Det var kun ndr vildtet Igb, dvs. ndr der skete aendrin-
ger, at hunden satte efter vildtet. Nar vi udfgrer en automatisk datafangst gentager vi simulerin-
gen ved at holde CTRL R nede, men en ny simulering fgrer ikke ngdvendigvis til en ny vaerdi for
teststgrrelsen. Vi mister altsd nogle malinger svarende til gentagelserne af teststgrrelsen, hvis vi
ikke teenker os om! Da det er svaerere at gentage de ekstreme malinger, fordi de forekommer
mere sjeeldent, overvurderer vi derfor stgrrelsen af p-vaerdien, hvis vi ikke korrigerer for genta-
gelserne. Tilsvarende opfgrer manuel datafangst lidt ligesom en velopdragen jagthund. Den rgr
sig kun ndr den far lov, dvs. den skal have en apport-kommando, der altsd i TI-Nspire CAS
hedder CTRL punktum .
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N&r vi udfgrer en automatisk datafangst og vil gardere os mod at miste malinger, fordi test-
stgrrelsen tilfeeldigvis giver det samme resultat, gar vi derfor frem pa folgende forsigtige made:
Sammen med teststgrrelsen fanger vi en dummyvariabel givet ved celleformlen

dummy:= rand(),
som vi kan veere sikker pa skifter veerdi hver gang vi genberegner regnearket. Endelig fanger vi
ogsa summen af vores teststgrrelse chi2_sim og dummyvariablen. Den kaldes dummysum og
skal bruges til at fange gentagelserne af vaerdien for teststgrrelsen! Det ser sadan ud:

3& rj*malmger % Wiest Etestsum =
[ =testsum—"test -=capture('dummy,1) =capture('dummysum,1) -
11 chiZ_obs = 0.285714 dumm:,.r = 0.837441 1123167
:éi 2.57143 2.57143 0.280419 0.041443 261287
18 chi2_sim = 0.285714 dummysum = 0.868792| 1.15451 |
4 0. 0.285714]  0.280419 0.166584 0.452298 ¢
B Antal malinger = 2,57143 | 0.587199 3.15863 (
6 2500 0,285714 | 0,743856) 1.02957|
B Anal skeeve = | 0. | 0.725335 0.725335
E 460 0. | 0.582025 0.582025
8l p-vzerdi = | 0. | 0.747263 0.747263
o 18.4 457143, I 0.89979 5.47122
i1 Binomialtest | 2.57143] ' 0.075351] 2.64678 &
J4 |dummysum:=ﬁ4+j,? | 4 | b |

Holder vi CTRL R nede starter malingerne for fuld udblaesning, men efter ca. 500 malinger taber
maskinen pusten og det begynder at g& noget langsommere. Man kan stoppe op undervejs og
taste enkeltvis for at bringe antallet af kontroller op pa fx 1000 kontrollerede malinger. Men man
kan ogsd kegre igennem til den bitre ende. Efter 2500 malinger stopper malingerne da, da der
kun er plads til 2500 raekker i regnearket. Hvis man vil have flere malinger m& man da oprette
en ny sgjle og fortsaette med denne. I dette tilfeelde fgrer 2500 malinger til en p-vaerdi pa
17.56%, hvilket er rimeligt taet pa seniorstatistikerens veerdi pa 17.96%. Vi kan altsa styre den
automatiske datafangst p& den ovenfor beskrevne made, hvor vi fanger tre variable: chi2_sim,
dummy (:= rand() ) og dummysum (= chi2_sim + dummy)! Verdierne for de to sidste va-
riable gemmes i listerne test og test_sum. Endelig far vi vores kontrollerede testvaerdi tilbage
ved at traekke dummyvariablen fra igen, dvs. ved at udregne listen

malinger = test_sum - test

Det er lidt besveaerligt, og heldigvis findes der mange statistiske test, hvor teststgrrelsen varierer
sa bredt at vi kan ignorere problemet med gentagelserne. Er vi i tvivl kan vi altid tilfgje dummy-
variablen og se hvor mangelfuld den simple ukontrollerede maling er. N&r vi bdde méler pa den
simulerede teststgrrelse chi2_sim og dummy-variablen rand(), s& kan vi jo umiddelbart teelle
dem og forskellen i de to antal viser da netop hvor mange gentagelser, der ma have veeret.
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8 Er piger venstreorienterede? y*-test for uafhangighed

VRN PSR 1
i Il Mg iy

Susanne Hgjte og Lars Donatzky fra Gladsakse Gymnasium har med hjeelp fra deres elever frem-
stillet en bade underholdende og instruktiv You-tube film om chi2-testen. Det anbefales kraftigt
at se filmen ©. Her vil vi analysere problemstillingen ved hjzelp af TI-Nspire CAS. I filmen er
eleverne Sidsel og Rasmus uenige om, hvorvidt piger er mere venstreorienterede end drenge. De
bliver enige om at afggre deres uenighed ved hjeelp af en hypotesetest og aftaler derfor at spgr-
ge eleverne pa skolen om hvad de ville stemme p3&, hvis der var folketingsvalg: Rgd blok eller bla
blok. De udspgrger 60 elever, hvoraf 35 er piger og 25 er drenge. Blandt disse 60 elever ville 33
stemme rgdt og 27 stemme blat. Endvidere oplyses det, at 25 af de 33, der stemte rgdt, var
piger.

P& basis af disse oplysninger kan vi nu udfylde en krydstabel for de observerede hyppigheder.
Men da vi kender totalerne er det nu som vist nemt at finde de resterende tal:

Holdning\Kgn | Pige | Dreng | I alt Holdning\Kgn Pige Dreng Ialt
Rgd blok 25 33 Rgd blok 25 8 = 33-25 33
BI& blok 27 Blablok |10 =3525 |7 = ;;:;0 27

Ialt 35 25 60 Ialt 35 25 60

Det ser altsd ud til pigerne foretraekker rgd blok, mens drengene foretraekker bld blok. Men kan
det nu virkeligt tages til indteegt for at piger er mere venstreorienterede end drenge? Kunne det
ikke lige s& godt forklares som et resultat af de tilfaeldige udsving i opinionsundersggelser, der jo
bygger pé ‘tilfeldige stikpraver’ i ‘befolkningen’ (hvor vi farst ma acceptere at klasserne pa Glad-
sakse Gymnasium rent faktisk er repraesentative for den danske ungdom eller i det mindste den
Kgbenhavnske gymnasieungdom ©)? Vi kan derfor opstille en nulhypotese H,, der alene tilskriver
forskellen de uundgaelige fluktuationer i stemmetallene hos de tilfeeldigt udvalgte adspurgte

Ho: Fordelingen hos de to k@n afspejler den samme feelles fordeling af de for-
ventede stemmer pd Rgd blok og BI3 blok.

Sandsynligheden for at finde en veelger, der vil stemme pa fx Rgd blok er ifslge nulhypotesen
derfor den samme for begge kgnnene. Ikke desto mindre har vi en observation, hvor rgd blok
klart dominerer hos pigerne, samtidigt med at bl blok dominerer hos drengene! Er det nu rime-
ligt set ud fra nulhypotesen? Virker den troveaerdig? Det er dette spgrgsmal som den statistiske
test skal forsgge at kaste lys over.

Som f@r gnsker vi nu at simulere nulhypotesen. Men denne gang kender vi ikke den fzlles
fordeling af stemmerne, sa vi kan ikke bare gentage Goodness-of-fit-testen fra det forrige ek-
sempel. I stedet bygger vi pd den fglgende fundamentale ide: Hver af de afgivne stemmer i
spgrgeskemaundersggelsen afspejler dels hvilket k@gn den stammer fra, dels hvilken politisk blok,
der stemmes pd. Men ifglge nulhypotesen spiller det nu ikke nogen rolle, hvilket kgn, der er tale
om, nar vi kigger pd fordelingen af stemmerne p& de to blokke. Vi siger derfor ogsa at ifglge
nulhypotesen er udfaldet af variablen blok vafhaengig af udfaldet af variablen kgn. Denne gang
kaldes testen derfor et uafhaengighedstest, idet vi reelt tester om udfaldet af hvilken blok, der
stemmes pa, ikke afhaenger af hvilket kgn, der er tale om.
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8.1 Krydstabeller: Observerede versus forventede hyppigheder

N&r man skal undersgge en eventuel sammenhang mellem to kategoriske variable, i dette til-
feelde kgn og blok opskrives de fundne hyppigheder typisk i en krydstabel i regnearket (i regne-
ark som Excel kaldes krydstabeller for pivottabeller). Derefter benyttes celleformler til at til at
udregne raekketotaler, sgjletotaler og den samlede tabeltotal

[ B4 [=sum[b2:53) [ D2 [=sum(b2:c2)

Det er kun disse to formler, der indskrives. Resten fas da ved at "treekke’ formlerne pa langs eller
tveers af regnearket ved at klikke i cellen med formlen og derefter traekke i ankeret i nederste
hgjre hjgrne:

B ) D B [ D
‘|obs_tabel Pige Dreng | alt Pige Dreng | alt
@d blok 25 25 8 33
| Bla blok 10 17 10 17 27
i 25 60

B at | 350
I ur

Vi har nu frembragt en tabel over de observerede hyppigheder. Af denne tabel aflaeses fx det
fglgende skgn over den felles fordeling: Ifglge nulhypotesen er det ligegyldigt hvilket kgn, der
ligger til grund for tildelingen af stemmer til blokkene. Vi kan derfor lige s& godt sla de to kgn
sammen og ser da at ud af de 60 afgivhe stemmer er de 33 tildelt Rgd blok og de resterende 27
er tildelt b3 blok. Det er da ifglge nulhypotesen vores bedste bud pa hvordan den underliggende
feelles fordeling for tilslutningen til blokkene ser ud. Det giver nu anledning til at vi kan udregne
de forventede stemmer ud fra nulhypotesen. Vi forventer nemlig at 33/60 af stemmerne gar til
rad blok og de resterende 27/60 af stemmerne gar til bld blok. Fx forventer vi derfor at 33/60-35
piger stemmer pd Rgd blok, da der er 35 piger med i undersggelsen osv. Laeg meerke til at de
forventede veerdier godt kan vaere decimaltal. De repraesenterer ikke et faktisk antal veelgere,
men det gennemsnitlige antal vaelgere i en meget lang reekke opinionsundersggelser baseret pa
den samme fordeling, og et gennemsnit kan godt vaere et decimaltal.

Vi indskriver derfor den forventede fordeling i en ny krydstabel, der fremkommer ved at kopi-
ere den allerede fundne krydstabel for de observerede hyppigheder

orv_tabel Pige Dreng | alt

Rodblok | 19.25 13.75 33,
IBlablok 1575 1125 27
| alt 35, 25 60

Det er ikke svaert at finde de enkelte forventede vaerdier, men vi kan ogsd systematisere udreg-
ningen med en celleformel

§ c ﬁ

Pige Dreng |alt

25 8 B3
10 17 77 =
35 2 0 = p$a 1.
A 571" sasa
Yoo Dbd” I alt 1925 = 2535
10.2% 13.75 33, 60

13.73] 11.25 27.
35, 25. 60.
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Leeg maerke til dollartegnene, der binder cellereferencen til en absolut reference. Nar vi flytter
rundt pd celle B7, skal tzelleren hele tiden hentes dels i sgjlen for sgjletotaler (D-sgjlen), dels i
reekken for raekke-totaler (raekke 4). Der er derfor sat dollartegn foran D og 4 for at binde disse
to celler til at blive i s@gjlen og raekken for totalerne. Tilsvarende skal navneren hele tiden hentes
i celle D4, hvor bdde D og 4 i neevneren er bundet gennem et foranstillet dollartegn.

Hvis vi har gjort det rigtigt skal de forventede summer i reekke- og sgjletotalerne nu netop gi-
ve de samme vaerdier som i krydstabellen for de observerede hyppigheder.

Vi gnsker nu grafisk at illustrere de ovenstdende krydstabeller. Dataene fra krydstabellerne
skal da fa@rst overfgres til navngivne lister, idet det kun er navngivne variable, der kan afbildes
grafisk. Vi skal med andre ord have flyttet tabellen op over dobbeltstregen. Vi skal da oprette
lister for kandidat-kategorierne og for de tilhgrende hyppigheder, sdvel de observerede som de
forventede.

B € D ﬁI<at_blo|<§obs_pi... ﬁobs_dr...ﬁfonﬁ_pi...ﬁfow_d...
I ;:bE:bB ":c2:c3 ":b7:b8 ":c7:c8 [
1 obs_tabel Pige Dreng |alt lok.., 25 8 19.25 13.75
13| Red blok 25 33 Blablok 10 17 1575 11.25
Blaiablok | 10 17 27 1 | | | [
2 alt 3 25 60

El [
".fo“fft_?t.’?l Pige Dreng [lalt
@_de blok e 1375 33|
|8 Bla blok TEie) MHES i

gl alt | =] 5] 80

Kategori-listen og hyppighedslisterne overfgres som vist direkte fra krydstabellerne. Derefter kan
vi netop frembringe kombinationsdiagrammer, hvor vi kobler blok-kategorierne med savel de
observerede hyppigheder som de forventede hyppigheder. Fgrst afszettes kat_blok p3 forste-
aksen. Derefter hgjreklikkes i aksefeltet pa andenaksen og man veelger Tilfgj Y-vaerdiliste for
at oprette et sgjlediagram baseret pa obs_pige. Der hgjreklikkes endnu engang for at vaelge
Tilfgj Y-vaerdiliste og denne gang tilfgjes obs_dreng. Det samme gentages bagefter i et nyt
Diagrammer og statistik-varksted, men denne gang med de forventede hyppigheder.

De forventede hyppigheder viser den forventede fordeling ifglge nulhypotesen, hvor der derfor
ikke er forskel pa de to ken, og hvor pigerne altsd dominerer alene i kraft af deres overvaegt i
stikprgven. Dette er tydeligvis ikke tilfaeldet med de observerede hyppigheder, hvor pigerne do-
minerer rgd blok, mens drengene tilsvarende dominerer bld blok. Men spgrgsmalet er sa om
forskellen mellem den observerede fordeling og den forventede fordeling er stor nok til at den er
statistisk signifikant? For at afggre dette vender vi os derfor mod den bekraeftende statistik. Vi
skal da have en idé til hvordan man simulerer nulhypotesen om uafhangighed mellem opinions-
undersggelserne og stemmeafgivningen, dvs. vi skal have en ide til hvordan man kan simulere
uafhaengighed af to kategoriske variable.

_GEJ]GU—_ % _%50-_ .
L = ! & = 5
D454 ™ o = 454 o) 5 £
=] 1 [ ) DD Q = L B o0 M~
[ | g N -~ = ] =~ = pld s
2304 o 3, - o 2307 9 o) N -
a ™~ = @ ! Ing) o Iy
5 ) N = 5, = 3 = N
015 S = =157 = . =
[=] — o
O
0+ - 0
Rad blok Bla blok Rad blok Bla blok
kat_blok kat_blok
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8.2 Simulering af uafheengighed: Omrgring i data

Her kan vi nu taenke pd dataindsamlingen som resulterende i en stak kartotekskort, hvor der pa
hvert enkelt kartotekskort dels er noteret hvilket kgn, den stammer fra, dels hvilken blok, der er
stemt pa. I alt er der 60 sadanne kartotekskort. Hvis vi klipper dem over i to halvdele, vil ven-
stre halvdel af kartotekskortene kun rumme oplysningen om kgnnet, mens hgjre halvdel kun vil
rumme oplysningen om blokken. I fglge nulhypotesen er der nu ingen sammenhang mellem
opinionsundersggelsen og stemmeafgivningen, dvs. kandidatfordelingen er uafhaengig af opini-
onsundersggelsen. Hvis vi derfor blander den venstre halvdel af kortene - den med kgnnet - og
derefter limer kartotekskortene sammen igen, far vi en fordeling, hvor der med sikkerhed ikke er
nogen sammenhang mellem kgnnet og blokken. Vi simulerer med andre ord uafhaengigheden
mellem de to variable. N&r man p& denne made adskiller to variable, blander den ene, og szetter
dem sammen igen, siger man at man har foretaget en omraring.

I praksis kan man udfgre omrgringen som vist pa filmen ved hjeelp af flere szet spillekort:
Rasmus bestyrer blokkene, s& han har et saet
spillekort med 33 rgde kort for Rgd blok og
27 sorte kort for BI8 blok, dvs. i alt 60 spille-
kort. Sidsel bestyrer kgnnene, sa hun har et
seet spillekort med 35 rgde kort for piger og
25 sorte kort for drenge, dvs. igen i alt 60
spillekort. Sidsel blander nu sine kort og de
laegger derefter kortene pd bordet ét for ét.
Hver gang de begge laegger et rgdt kort har
de fundet en pige, der stemmer rgdt osv.
Faktisk er det nok at taelle hvor mange piger,
der stemmer rgdt, idet resten af tabellen ud- R
fylder sig selv. Det er en fin made at fa styr E""\

o ) 1EE S\
pa simuleringen af nulhypotesen!

For nu at f& foretaget omrgringen i TI-Nspire CAS skal vi forst have frembragt "kartoteks-
kortene", dvs. vi skal ga fra hyppighedstabeller til lister, der dels rummer kgnnene, dels de blok-
ke, der svarer til de afgivne stemmer. Vi skal med andre ord have rekonstrueret r§data. Det sker
ved hjzelp af listekommandoen freqtable@>list(), der skal have to argumenter, nemlig de to
lister fra en hyppighedstabel: kategorierne og hyppighederne. Husk at hyppighed pa engelsk
hedder frequency og at hyppighedstabellen derfor hedder frequency table, heraf navnet pa
kommandoen. Husk ogsd som vist at transformationssymbolet | » | kan erstattes af @>. For at
kunne anvende denne kommando effektivt skal vi fgrst have opbygget to skyggetabeller, hvor

tallene er erstattet af kategorierne for blokke henholdsvis kgn, som kopieres ind i tabellen i ste-
det for tallene:

B B 7] 9on Bhlok
=freqtableplist(b17:c18,b2:c3 =freqtable plist(b12:c13,b2:c3]
Pige Dreng I alt | 1| Pige Red blok
Rodblok Red blok 2"Rgd b B rige Reid blok
Blablok  Blablok 2*Bl bl.. Bl Red blok
Red blok".. Red blok.. 2*'Rad b.. BFiqe Red blok
5| Pige Rad blok
Pige Dreng | alt 6 Pige Red blok
Pige Dreng Pige"+"D.. 7 Pige Red blok
Pige Dreng Pige"+"D.. '8 Pige Rad blok
2Pige" 2*'Dreng’ 2*Pige’s 8] Pige Red blok

De to lister, vi p& den made far frembragt, indeholder da netop de to halvdele af vores 60 "kar-
totekskort": Listen for kgn indeholder fgrst 25 kartotekskort med Pige (der er koblet til Rgd
blok), derefter 10 kartotekskort med Pige, der er koblet til BI& blok osv. og tilsvarende for listen
for blok. Vi kan afbilde kartotekskortene i et grupperet sgjlediagram ved fgrst at afbilde blok pa
fgrsteaksen og derefter hgjreklikke i aksefeltet for fgrsteaksen og vaelge Opdel kategorier ef-
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ter variabel, hvorved vi far splittet den kategoriske variabel blok i forhold til den kategoriske

variabel kgn:

329

284
(25/33) 75.8%

244

204
(17/27) 63.0%

Frelwvens
>
1

(8/33) 24.2%

Red blok

blok / ken

Bla blok

kan
M Dreng
M Pige

(10/27) 37.0%

Det fremkomne diagram minder meget om kombinationsdia-
grammet, men denne gang er det frembragt direkte fra de re-
konstruerede ra-data. Der kan derfor godt veere forskel pa
reekkefglgen af kategorierne langs aksen. R3-diagrammet er
ordnet alfanumerisk (dvs. alfabetisk, hvor tallene gar forud for
bogstaverne), men man kan godt flytte rundt pa sgjlerne i den
overordnede variabel.

Vi skal nu have simuleret nulhypotesen, dvs. rgrt rundt i
den fgrste liste med kgn, for at bryde en eventuel sammen-
haeng mellem kgnnet og stemmefordelingerne. Det sker ved
hjaelp af kommandoen

RandSamp(population, antal stikprgver [,type]),

som beskrevet i kataloget i det venstre sidepanel. Typepara-
meteren kan undveaeres: den afggr om stikprgven sker med
eller uden tilbageleegning. Som standard sker den med tilbage-
laegning, dvs. vi traekker igen og igen fra den samme fordeling!
Men for at frembringe en omrgring skal vi jo i stedet have fore-
taget en permutation af listens elementer, dvs. have sat ele-
menterne sammen i en ny tilfaeeldig reekkefglge. Det kraever at
vi traekker uden tilbageleegning, dvs. fgrst traekker vi det ele-
ment, der nu skal vaere fgrste element, derefter traekker vi det
element, der nu skal vaere andet element og sddan fortsaetter

=13 Matematikskabeloner

oof Tegn

57l Katalog

w]
P

atindszette e

# QuadReg
# QuartReg
RPPB(
RPr(
»Rad
randi

randBin{
rand|nt(
randiat(
randMorm{
randPoly(

RandSeed
realf

PRect

ref(
remain(
Request
RequestSir

El#

fandSamp(Liste,#F'rmrer[,ejTilbage])
ejTilbage=0 med tilbagelzegning (standard)
ejTilbage=1 uden tilbagelz=gning

randSamp{ |

Guider til

s |

vi til der ikke er flere elementer tilbage at traekke af. Vi seetter derfor parameteren til 1. Samti-
digt skal vi sikre os at vi traekker i bund, dvs. at der ikke er flere elementer tilbage. I dette til-
faelde skal vi altsd traekke 60 gange. Men da dette antal varierer fra opgave til opgave er det

bedre at skrive det som dim(opinion), hvor dim-kommandoen netop udregner listens laengde,

dvs. antallet af elementer i listen. Her er dim en forkortelse af ordet dimension. Se figuren naste

side, hvor kommandoen ogsd er skrevet helt ud.

Taster vi CTRL R far vi nu netop gentaget den tilfeeldige omrgring, og dermed en ny version
af en tilfeeldig kobling mellem opinionsundersggelsen og stemmeafgivningen.
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at_blok Eobs_pi... ﬁobs_dr...ﬁfr:)m_pi...mfor\f_d... gkrzm R0k Esim_keﬁnl"_"l
=b2:b3  =c2ic3 Tfovpige  =c7.c8 =fregtab=freqgtable >l|=randsam|

d blok 25 8 18.25 13.75 Pige Red blok  Pige

| blok 10 17 15.75 11.25 Pige Red blok  Pige

Pige Rad blok  Pige

Pige Rad blok  Pige

Pige Redblok  [Pige

Pige Red blok  Dreng

Pige Red blok  Pige

Pige Red blok  Pige

Pige  Redblok Pige

Pige Red blok  Pige

Pige Rad blok  Pige

Pige Red blok  Pige

Pige Rad blok  |Dreng

IwH [ i P | [

v
L | sim_kon: =mndsamp(knn,dim(kﬂn), 1) 4|p

Men nar vi har omrgrt den kategoriske variable kgn, sa kan vi jo oprette en graf over fordelin-
gen for det omrgrte kgn sim_kgn koblet til fordelingen for blok. Denne graf anbringer som sagt
kategorierne i alfanumerisk raekkefglge, s den kan afvige fra kombinationsdiagrammerne i reek-
kefglgen af kategorierne. Men da der er tale om et usammensat sgjlediagram kan vi bare flytte
rundt pd sgjlerne som det passer os, ligesom vi kan farvelaegge sgjlerne som det passer os!

Vi ser da at simuleringen typisk ligner den forventede

fordeling (de to fordelinger har samme form og pigerne 607 ‘:’.'mD—rﬁn %
dominerer i begge kategorier i overensstemmelse med at 0 45 § ?QD Pigeg =
der er flere piger end drenge i stikprgven). Dette er i @ I E = =
modsaetning til den observerede fordeling, hvor pigerne $30] = & [ S
dominerer i den rgde blok, mens drengene dominerer i =] % g E =
den bld blok - pa trods af at der er faerre drenge i stik- 157 —
prgven. Gentages simuleringen mange gang kan man nu ol - -
se hvor ofte det lykkes at frembringe en simulering, hvor Blablok ~ Red blok
der er mindst 25 piger der stemmer rgdt. blok / sim_ken

Da jeg fx prgvede simuleringen igennem lykkedes det
ikke for mig en eneste gang i tyve forsgg at fa en forde- 2607 £ .
ling, hvor 25 piger stemte p& rgd blok (men nok en en- 2'45_' Ff © § ®
kelt gang, hvor 24 piger stemte rgdt!). Noget tyder altsa ﬁ ] T &= 5 E
pa at den observerede fordeling er relativ sjeelden, dvs. 2301 @ & = S
ret sveer at frembringe ud fra nulhypotesen og det svaek- S :‘i e < E
ker selvfglgelig tiltroen til denne! Men igen er det ngd- %15'_ = —
vendigt at preecisere, hvor sjaeldent det egentlig fore- O 0_'. -
kommer, dvs. udregne en p-vaerdi. Rad blok Bla blok

kat_blok
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8.3 Hvor stor er afvigelsen: Opbygningen af teststgrrelsen

Spgrgsmalet er altsd hvor meget forskel pd de to ken man egentlig kan forvente i en sddan
simulering. For at kunne svare pd dette spgrgsmal vil vi fgrst oprette en automatisk optzelling af
de simulerede stemmer fordelt pa de to ken. Det ggres ved hjeelp af celleformler, hvor vi udnyt-
ter kommandoen Sum(iffn(betingelse pa lister, hvis sand=1, hvis falsk=0)). Som betingelse pa
lister bruger vi da den boolske kombination sim_kgn = "pige” and blok = "Rgd blok”, der netop
rummer begge oplysninger. Hvis vi mgder en position, hvor en simuleret pige stemmer rgdt fas 1
og ellers 0. Til sidst laegger vi alle 1-tallerne sammen og finder netop antallet af gange, hvor
piger stemmer rgdt:

:isim_tabel .Pige .Dreng T alt

23 rod blok | 12 33
23 Bla blok 14 13 27
4 | alt A 25 60

|

| EB22 |;Sum(iffn(sim;knn=b$2l ;nd blok=$;22,1,0))

Leeg maerke til dollartegnene, der sikrer at vi hele tiden mikser kategorier fra den gverste raekke
$21 og den yderste venstre sgjle $a.

Der er nu flere muligheder for at konstruere en passende teststgrrelse, men i chi-i-anden-
testen gar man sdledes frem: I farste omgang udregner man forskellen pd de observerede og
forventede hyppigheder, derefter kvadrerer man forskellen og dividerer med de forventede vaer-
dier. Til sidst laegger man alle bidragene sammen:

5 ((observeret — forventet)’ j
x~ = sum

forventet

(21-19.25)° ) (14 -15.75) .\ (12 -13.75) .\ (13-11.25)°

19.25 15.75 13.75 11.25
I begge tilfeelde er det nu klart at jo mere de observerede antal afviger fra de forventede, jo
stgrre bliver teststgrrelsen, dvs. den kan netop anvendes som passende mal for skaevheden,
hvor det er de store vaerdier, som er problematiske -men 0gsd sma testvaerdier kan vaere pro-
blematiske! De optreeder fx i tilfeelde af videnskabeligt snyd, hvor en forsker har pyntet pa resul-
taterne ved at lsegge sine observationer alt for teet pd de forventede antal. Fx har der vaeret
rejst anklager om snyd med tvillingeundersggelser, hvor det mest kendte og omdiskuterede ek-
sempel handler om den engelske psykolog Cyril Burt.

Vi indskriver derfor Pearsons teststgrrelse i en celleformel for sig selv, dvs. i en ikke-
navngivet liste:

D Jkon Hblok Esim_korM

* =freqtab "=freqtable bll'=rar1d5am'|'

%Pige Red blok  |Pige Chi2obs ..
@lPige  Rodblok Pige
SiPige  Rodblok Pige  Chiz_sim.
4 P-i.ge Red blok .Dreng | 0.848485
’[S_ Pige Red blok ”Dreng | ]

(52:63—517:68)2

b7.c8

M2 | chi2obs:=sum)|

Leeg maerke til at vi henter de observerede og forventede hyppigheder direkte fra tabellerne.

Vi kan tilsvarende udregne teststgrrelsen for de simulerede opinionsundersggelser. Det giver
mulighed for at gentage simuleringen ved at taste CTRL-R og se hvordan den simulerede test-
stgrrelse varierer. Leeg 0ogsa maerke til at vi har lagret de to teststgrrelser, sd vi kan lade pro-
grammet holde udkig efter den. For at lagre dem markerer vi cellen N2 henholdsvis N4, hgjre-

73



klikker i den og vaelger menupunktet Variable > Gem var (eller taster CTRL L for Link til en
variabel og veelger menupunktet Gem VAR eller g&r direkte ind i cellen og skriver selv Chi2Obs
: med kolontegnet lige foran lighedstegnet ). Laag maerke til at cellernes veerdi skrives med fed,
nar de farst er lagt pa kal!
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N Hon  Bbiok

Esim_knzmg

fregtab =freqtable »| =randsam|

| Pige Rad blok  |Pige ChiZobs ..,
ige Rad blok  Pige 9.16017
ige Red blok  Pige Chi2_sim..
ige Red blok  Dreng I 0.848485|
ige Rad blok  Dreng

‘Méf

chi2_sim:=sum|

(b22:c23-b7:c8)
b7:c8

2

Som det ses er den observerede teststgrrelse Chi20bs meget stgrre end den vi far fra simule-

ringen; og selv om vi gentager simuleringen mange gange er det faktisk svaert at finde en simu-

leret teststgrrelse, der rammer lige s3 skaevt.

8.4 Datafangst: Den eksperimentelle stikprgvefordeling

Dermed er jagten klar til at ga ind pa den simulerede tesstgrrelse. Vi opretter nu en ny kolon-
ne med navnet Maling og markerer formelfeltet, hvorefter vi kan hgjreklikke i det eller blot veel-
ge menupunktet Datafangst > Automatisk fra Data-menuen. Vi skal derefter navngive den

variabel vi gnsker at fange og indskriver derfor variabelnavnet chi2_sim (eller henter det med

CTRLL):

Vi vender s3 tilbage til kolonnen med teststgrrelserne og indskriver endnu en celleformel

Hlkon Bpiok Esim_kgrM ﬁméﬂing
fregtab =fregtable »| =randsam)| =capture("

Pige  Redblok Dreng  Chi2obs= | 0.848485

'Pige  Redblok  Pige 9.16017

| ige Rad blok  Dreng Chi2_sim=

 Pige Rad blok  Dreng 0.848485

Pige Red blok  |Pige

| Pige Rad blok  |Pige

= count(maling)
til at finde antallet af malinger, sa vi kan holde gje med malingerne. Tilsvarende opretter vi en
graf for malingerne, hvor vi kan holde gje med hvorvidt de rammer indenfor eller udenfor den
observerede teststgrrelse chi2_obs, som indsattes ved at benytte kommandoen Plot vaerdi fra
Undersgg data-menuen

Tion  Eblok E'simJ(rzmm Eméling <] ]
=freqtab =freqtable»| =randsam =capture('
1|Pige  Redblok |Dreng  Chi2obs = 0.848485
Pige Rad blok  Pige 9.16017
Pige Rad blok  Dreng Chi2_sim=
Pige Rad blok  Dreng 0.848485
Pige Rad blok  Pige Antal malinger =
Pige Rad blok  Pige 1 v1 '= chiZobs
Pige Red blok  Pige =9.16017
Pige Red blok  |Dreng
Pige Rad blok  Pige
Fed blok  |Dreng
Rad blok  Pige
Rad blok  Pige
Rad blok  |Pige
Rad blok  Pige

Pige Rad blok

Dreng

&

il
M6E | =count/mling]

4(»

0 1

Den forste méling!
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Derefter er det blot at holde CTRL-R tasten ned og vente talmodigt! Til at begynde med vokser
antallet af malinger jaevnt, men efter et stykke tid begynder maskinen at hakke i det og den
foretager nu malingerne i klumper. Med lidt held kan man stoppe malingerne ved ca. 1000 ma-
linger. Men man kan ogsa kgre dem igennem til den bitre ende, dvs. det maksimale antal malin-
ger, som er 2500, idet regnearket kun kan rumme 2500 raekker i en enkelt liste.

Boiok — Wsim koM 2 Boiok  Waim koM g
% =freqrable ¥l =randsamj | * =freqabler| =randsam
1 Red blok  Dreng ChiZobs = .'f_‘ Red blok  Pige ChiZobs =
2 Red blok  Pige 9.16017 llRod blok  Pige 9.16017
3\ Redblok Dreng  Chi2_sim= Redblok Dreng  |Chi2_sim=
4| Red blok  Pige 0.4329 Rad blok  Pige 0.843485
Red blok  Pige Antal malinger = R@d blok  Dreng Antal malinger =
6 Red blok  Pige 20 Red blok  Pige 2500
'_;= Red blok  Dreng Ra@d blok  Dreng
8 Red blok  Dreng Rodblok  Pige
8|Rod blok  Pige Rad blok  Pige
| Red blok  Dreng - Rad blok  Pige
Red blok  Pige Rad blok  Pige
Red blok  Pige @ Red blok  Dreng
Red blok  Dreng ) Rad blok  Pige
| Red blok  Pige qge Red blok  Pige I I
Red blok  Dreng @ T ceee 08 1 Rad blok  Pige - =TT~ ‘I "‘ D e Tl
Mélzcount(mai'\ling) <> 012345686 rzéhangg 101112131415Mslzcuum(méling) <> 0123456 %él?n991011121314‘\5
De forste tyve mdlinger Resultaterne fra 2500 mélinger

Vi kan sd ogsd nemt udregne et skgn over p-vaerdien, dvs. hvor stor en procentdel, der har
ramt mindst lige s& skaevt som opinionsundersggelsen. Pa grafen ser det ud som om der er en 4-
5 skaeve malinger (den fgrste prik daekker over flere prikker). En sikker optaelling sker “p-vaerdi i
% =ved hjeelp af CountIf-kommandoen. Der er faktisk 11 skeeve malinger!

Bpok  Msim_or®

1% =freqtabler| =randsam

1|Rad blok  Pige Chi2obs =

@d blok  Pige 9.16017
@d blok  Dreng Chi2_sim=

@d blok  Pige 0.848485
@d blok  Dreng Antal malinger =
@d blok  Pige 2500
I Rad blok  Dreng Antal skaeve =

@d blok  Pige 11
@d blok  Pige p—veerdi | % =

@d blok  Pige 0.44
| Red blok  Pige ‘ ‘

@d blok  Dreng
@d blok  Pige
@d blok  Pige

@d blok  Pige
M8 |:caumif(m§ling?2nhi2nbs) 4/

T T T T
0123456 7,89101112131415
maling

(el

I dette tilfselde f8s p-veerdien 0.44%. Nulhypotesen har altsd en meget lav trovaerdighed, langt
under det almindeligt brugte signifikansniveau p& 5%. Forskellen p& de to opinionsundersggelser
er altsd statistisk signifikant: Alt tyder pd at pigerne i den Kgbenhavnske gymnasieungdom er
venstreorienterede.
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8.5 Den teoretiske stikprgvefordeling

Vi kan fa et endnu bedre indtryk af fordelingen, ved dels at konvertere den til et histogram,
dels tilfgje middelvaerdien for malingerne ved hjeelp af menupunktet Plot vaerdi pé Undersgg-
menuen. Histogrammet omseettes til et taethedshistogram ved at hgjreklikke og veelge menu-
punktet Taethed/Areal pa Skala-menuen. Vi laegger maerke til at middelvaerdien ligger meget
teet pa 1. Det svarer netop til antallet af frihedsgrader i krydstabellen.

- i ] 1.2
obs_tabel Pige Dreng | alt " blok S
Le =freqgtable»| =randsam;
Red blok -33—X 33 [llRodblok  Pige  Chidobs-
T 12 Rad blok  Pige s.ae0r7ff °
Bl3 blok 35-x% ®—8 27 3 Redblok  Dreng  Chi2_sim=
=c i 4 Red blok  Pige 0.848485 0.8
| alt 35 25 En -;-‘;: Red blok  Dreng Antal malinger = g
] ) 8 Radblok  Pige 2500[|| v2 = mean{méling)
Krydstabellen har netop én frihedsgrad [fradbioc Dreng  Anal skeeve = 206 - 1.0913
fordi vi kan veelge et af stemmetallene 8 Redblok  Pige R
frit, her pigernes stemmer pd rod blok [0 Reebloe Pioe  prveerdii% = 0.4
. . ° |18 Red blok  |Pige I 0.44]
angivet som x i den bla celle. Resten Ml Rod blok |Pige
fglger da som vist af sgjletotalerne og [ Rredblok  Dreng 0.2
raekketotalerne. Det svarer helt til E“’j E:"E Efge i [9.000,9.500) 0.h036 areal
. . 14 Red blo ige v
vinklerne i en trekant, hvor der er to ms o = -
. . . . MIo | = : 012345 7 8 9101112
frihedsgrader, fordi den tredje vinkel mé 1 ifing

fglger af vinkelsummen pa 180°.

Vi kan endda sammenligne stikprgvefordelingen med

den teoretiske fordeling, idet vi veelger menupunktet Plot
funktion pa Undersgg data-menuen og valger teetheds-
funktionen for chi-i-anden-fordelingen med 1 frihedsgrad

fra kataloget (husk at veelge punktfordelingen, dvs. den

der ender pa Pdf = Point Distribution Function):

Teethed/Areal

6 7
maling

Som det ses fglger den teoretiske fordeling meget fint
teethedshistogrammet for stikprovefordelingen. Vi kan sa

Dekumentvarktajslinje
X m

7 B =

a2 Watematikskabeloner |

= Tegn |
[i17 Katalog |

Dobbeltklik pa ikonet for at indsaetie elementet

ceiling(
centralDiff(
cFactor{ =
chari i
charPoly(

x'2way

chiZ22way

K Cdf(

chi2Cdf{

x'GOF

chi2ZGOF

3

TS S Y

ogsd finde den teoretiske p-veaerdi. Vi skal da integrere,
dvs. finde arealet under grafen for den teoretiske teetheds-
fordeling, fra chi2_obs-vardien til uendelig. Det sker fx
ved at hgjreklikke pd grafen og veelge menupunktet Skra-
ver under funktion. Derefter klikker vi fgrst pa den lod-
rette linje for chi2-obs-vaerdien, derefter pa kassen med
den gvre greense givet ved +00. Hvis du ikke kan se resul-
tatet skal du traekke lidt i skalaen, fordi resultatet gemmer
sig helt nede ved skalaen, da omradet er sa snzevert.
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fl(x) = xiPdi(x,l)

Taethed/Areal

6. 7
maling

Vi ser altsd at den teoretiske p-vaerdi er givet ved 0.003 = 0.3%, hvilket som lovet ligger et godt
stykke under signifikansniveauet pd 5 procent!

8.6 Chi2-testet for uafthaengighed som en kanonisk test
Endelig vil vi til sidst se pd hvordan vi kunne have udfgrt testen som en teoretisk test. Denne
gang skal vi veelge en y*-uafhaengighedstest. Vi far da besked om at oplyse en matrix for de ob-

serverede veerdier

Dokumentvearktajslinje
X uafhaz-nulunedqtp

Elde #» » =

Observeret matrix:

Lister og Regneark £
@ 1:Handlinger » 1. resultat kolonne: |e[]
l(: - 2:Indseet 4 |Elm|
13,5 3:Data ’
Ii 4:Statistik * | 1:Statistiske beregninger... *
EE = Funktionstabel » | 2:Stat—fordelinger. .. ’
= 3:Konfidensintervaller. .. ’

4:Statistiske tests. .. 1:z-test for én middelbvasrdi. ..

2:t-test for én middelvaerdi. ..
Z:z—test for to middelvaerdier. ..
4:t-test for to middelvardier. ..
S:z-test for én andel. ..

G:z-test for to andele...

7:¥*-Goodness of Fit test...

afhasngighedstest. ..

9:F-test for to spredninger. ..
Alineaer regressions t-test. ..
E:Multipel lines=r regressionstest. ..
C:Ensidet variansanalyse ANOWVA. ..
D:Tosidet variansanalyse ANOWVA. ..

En matrix svarer nu i princippet direkte til en krydstabel B g 2]
(hvor vi kun fokuserer p3 tabellens veerdier ordnet i reek-

ker og sgjler), men desvearre kan Lister og regneark-
veerkstedet ikke arbejde direkte med matricer. Vi er der-
for ngdt til at g8 omvejen over lister, og udnytte at en
matrix kan repraesenteres som en liste af lister, hvor de
. . o . . . .

inderste lister star for sgjlerne i matricen. Fx vil den fgl-
gende liste af lister

{b2:b3,c2:c3} = { {25,10},{8,17} }
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repraesentere matricen bestdende af de observerede hyppigheder, dvs. netop kerneomradet i
tabellen for de observerede hyppigheder. Men de tilsvarende lister er ogsa oprettet som
obs_pige og obs_dreng, hvorfor man ogsa kan skrive matricen som

{obs_pige,obs_dreng}

(5] P
] . =x22way({b2:b3,c2:c3}):-
¥’-uafheengighedstest e ] Titel w?—uafhzengighedstest
H{b2b3,c2ic3) -] Pval ' 0.002473
: - | -
e |— ExpMatrix_ [[19.25,15.75][13.75,1...
CompMatrix [[1.7175324675325,2.0..

Vi far nu oplyst y?-vaerdien, p-vaerdien, antallet af frihedsgrader (df = degrees of freedom) samt
de komplette matricer for de forventede vaerdier sdvel som de enkelte kategoriers bidrag til chi2-
veerdien (s& vi kan se om der er kategorier, der i szerlig grad bidrager til chi2-vaerdien og derfor
padrager sig seerlig opmaerksomhed, hvis vi som her finder at klart skaevt resultat).

Denne gang far vi desveerre ikke automatisk opbygget en graf over stikprovefordelingen, dvs.
teethedsfordelingen for chi-i-anden-fordelingen med 1 frihedsgrad. Den ma vi selv tegne i et Di-
agrammer og statistik-vaerksted. For at frembringe et koordinatsystem far vi da brug for at
indfgre to tomme lister: x_var:={} og y_var := {}. Den teoretiske chi2-veerdi frembringes ved
hjeelp af Plot vaerdi- kommandoen fra Undersgg data-menuen, hvor vi plotter stat.y?. Endelig
finder vi p-veerdien grafisk ved at hgjreklikke pa grafen og vaelge kommandoen Skraver under
funktion

Sly_var MWy var

0.0704
f1(x) = def(x,l)
stat.y? = 9,16017
0.008+
0.006+
@
>I
=
0.004+
0.0024
0.000 T T T T T T T 1
0 2 4 3] g8 10 12 14 14
X_\var

Endelig kan vi se pa de forventede veerdier savel som bidragene fra de enkelte kategorier: Da
Lister og regneark-vaerkstedet som sagt ikke understgtter matricer direkte er vi ngdt til fgrst
at konvertere dem tilbage til lister for at fa lov til at se dem. Det sker ved hjzelp af kommandoen
mat@>list(matrix). Vi skal da huske at fjerne gdsegjnene omkring matricerne i testresultatet!
Det sker nemmeste ved hjalp af expr()-kommandoen, der omdanner en tekst til et matematisk
udtryk (expression). Vi ma endvidere pege direkte pa cellerne da Lister og regneark-
veerkstedet ikke accepterer stat.-variablen direkte!
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Gforventet Bbidrag

=matrlist(expr(p5)) =matrlist(expr(p6))
19.25 1,71753
15.75 2.09921
13.75 2.40455
11.25 2.93889

Her skal vi s& huske pd opbygningen af tabellen:

25

10

De to fgrste elementer kommer fra den fgrste sgjle og de to naeste fra den anden sgjle i tabellen.
Det er altsd iseer de bld drenge, der skaepper i kassen, hvilket egentlig ikke er s& overraskende,
da der er flest piger i spgrgeskemaundersggelsen, og derfor forventer vi ogsé flere piger end
drenge i den rgde blok. Men tallene er ikke meget markante, s& man skal nok vaere varsom med
at drage for vidtgdende slutninger - der er jo kun én frihedsgrad, s det giver under alle om-
steendigheder ikke megen mening at udpege en synder.

Dermed kan vi altsd med lidt gvelse hurtigt gennemfgre en teoretisk chi-i-anden test for
uafhaengighed og drage de forngdne slutninger: Skal vi fortsat tro pa nulhypotesen eller er resul-
tatet s skaevt, at vi ma forkaste den og forlade os pd en alternativ hypotese. Nggletallet er da
p-vaerdien som et mal for nulhypotesens troveaerdighed: Hvis den er meget lille, dvs. ligger under
signifikansniveauet forkastes nulhypotesen og ellers accepteres den.
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9 Spergeskemaanalyser og y°-test

U G E B R E V E T Arbejdsmarked | Politik | Velfzrd | Vaerdier

ROV o ve [ romncron | mveiv | swomeocar | svovne | -
R e e A .-
DENNE UG —

Leder e Tip &n ven Beder skal forhindre
sart bvggeri

SORT ARBEJDE I EKSPLOSIV V/EKST BELANDT DE UNGE

Mens resten af samfundet er begyndt at arbejde mindre sort, har
de unge for alvar smeget =rmerne op. Ifelge en ny undersegelze
fra Rockwoolfonden om sort arbejde har 46 procent af de helt unge
arbejdet sort inden for det seneste 3r, og for dem i 20°erme ga=lder
det 30 procent. De unge star dermed for en langt sterre stigning i
det sorte arbejde end kvinderne, som ellers har fSat det sterste
folcus i kelvandet p& den nye undersegelse. Men hvad er der galt
med de unge? Er de fuldst=ndig amoralske og skruppellese, aller
er det ned, der driver dem ud pa det sorte arbajdsmarked?

&=/’ Skat for Unge

Et fraekt jobtilbud Vil du tjene lidt ekstra?

Via et opslag | supermarkeder og pa o
uddannelzsezsteder, bley man =om en PG b e i e ,‘

del af kampagnen opfordret til at e o =

ringe pa et 'sort’ jobtilbud, men nar e S e

man gjorde det, ventede der ikke et el b alil bl

jobtilbud, men en sjov telefonsvarer,

der fortalte lidt om, hvad man som ;5“ E‘ é" E E § E ; 5‘ E 5‘ u? g" ;;‘ ;
an=at mister ved at arbejde sort; - E g' g g g g g g g z g E i
feriepenge, arbejdsskadeforsikring, % E 3 %% 8 E 3 %8 @ g 3 2 E

overarbejdsbetaling og =3 videre.
Ingen af dem, der ringede op, blev
dog registreret.

Som et stgrre eksempel pa anvendelse af kategoriske data vil vi nu se neermere p& analysen af
en spgrgeskemaundersggelse. Vi skal da have valgt et tema og en malgruppe. Her vil vi anvende
et spgrgeskema om grazonekriminalitet udarbejdet til brug for et tvaerfagligt samarbejde mel-
lem samfundsfag og matematik®

Sporgsmal til grazonekriminalitet:
e Kgn
e Alder
Har du uden tilladelse inden for det sidste ar:
e Taget en cykel som ikke tilhgrte dig selv
e Taget penge eller spiritus fra en jeevnaldrende
e Taget penge eller spiritus fra forzeldre
e Taget noget i en forretning
e Har du indenfor det sidste ar arbejdet sort
e Har du indenfor det sidste ar gdelagt noget for sjov
e Har du inden for det sidste ar ulovligt lavet graffiti

! Eksemplet er udarbejdet af Marianne Kesselhahn i forbindelse med det paradigmatiske eksempel 209: Kriminaliteten i tal — et
forlgb i statistik.
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Dette spgrgeskema kan nu sendes rundt til fx alle eleverne i 1g pa skolen. Jo flere elever man
kan inddrage i undersggelsen jo bedre. P& den made far man en stikprgve af den danske gym-
nasieungdom. Man bgr sd overveje i hvilket omfang den er repraesentativ? Den er jo i hvert fald
ikke fremkommet ved at foretage et tilfaeldigt udvalg af danske gymnasieelever - hvis fx under-
spgelsen stammer fra et provinsgymnasium er det ikke sikkert den ogsd daekker gymnasielever
fra storbyerne. Stammer den fra et alment gymnasium er det ikke sikkert den ogsd daekker ele-
ver fra handelsgymnasier (hhx) og tekniske gymnasier (stx) osv. Her vil blot notere os at under-
sggelsen ma formodes at vaere repraesentativ for en stgrre population end de adspurgte.

{P TEXAS INSTRUMENTS

‘ Education Technology

Din perdagogik. Vores teknokgi, Effekiv l=ring.

Produkter | Elever | Lerere ‘ Downloads ‘ Indkeb | Support |

Produkte

THNspire™ CAS Elevsoftware » Lommeregnere til folkeskolen ¥ Nyheder
Tl-Mspire™ CAS med Touchpad L4 Undewisningﬁmater\a\e il * Prov TI-Nspire™CAS 2.0
Grafregnere fil folkeskolen aymnasiet Elevsofiware

Andet ¥ Nyti THNspire™ CAS 2.0 software

g.r b

For at kunne diskutere teknikker til at analysere spgrgeskemaerne vil vi nu bruge resultaterne
fra en autentisk undersggelse i en 2g-klasse. Disse data kan ogsd hentes pa TI's danske hjem-
meside Besgg Education.ti.com fra Hjaelp-menuen. Det er en ret lille undersggelse, der kun
involverer 24 elever og derfor kun kan betragtes som en pilotundersggelse. Men den vil kunne
bruges til at illustrere metoderne, som sa kan anvendes pa den rigtige undersggelse. De anfgrte
svar pa den anonyme undersggelse indtastes i TI-Nspire CAS. Ved stgrre undersggelser ggres
dette af flere omgange. Det er da afggrende at man fgrst opretter en feelles skabelon, s3 alle
variablene far ngjagtigt de samme navne i de enkelte delundersggelser. Derefter kan man nem-
lig samle de enkelte delundersggelser oprettet i hver sin TI-Nspire CAS-fil til én samlet under-
sggelse ved at kopiere resultaterne og indszette dem i ét samlet datasaet.

Man kan ogsa gennemfgre spgrgeskemaundersggelsen i fx Lectio. De samlede resultater kan
da overfgres til et Excel-regneark og derfra kopieres over i TI-Nspire CAS. Der er da tre ting
man isaer skal vaere opmaerksomme pa:

1) Der er ikke graenser for hvor mange variable man kan handtere i TI-Nspire CAS. Men det
enkelte Lister og regneark-vaerksted kan kun hdndtere op til 26 variable ad gangen,
fordi der kun er 26 sgjler i rengearket svarende til de 26 bogstaver i det engelske alfabet.
Involverer undersggelsen flere end 26 variable ma8 man alts3 oprette flere Lister og reg-
neark-vaerksteder. Da al kommunikation ud af regnearkene foregar via navngivne variab-
le skal man blot sgrge for at de enkelte variable i de forskellige regneark har forskellige
navne.

2) Der er ikke greenser for hvor mange data en variabel kan indeholde i TI-Nspire CAS. Men
i Lister og regneark-varkstedet er der kun 2500 raekker. Hvis en liste indeholder mere
end 2500 data m& den derfor oprettes i et andet vaerksted, fx Noter-veerkstedet. Man kan
eventuelt kopiere listen ind af flere omgange i regnearket og sa siden hen sI3 listerne
sammen i Noter-varkstedet ved hjalp af ssmmenkadningskommandoen augment().

3) Der er ikke greenser for hvor store datamasngder man kan operere med i TI-Nspire CAS,
men der er graenser for hvor store datamaengder man kan overfgre via klippebordet. Nar
man kopierer et dataseet og vil saette det ind i et TI-Nspire CAS Lister og regneark-
vaerksted kan man derfor risikere at fa en fejlmeddelelse om at datasaettet fylder for me-
get. I s fald ma@ man blot overfgre det ad flere omgange.
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kein Blalder .cykeltw.ungtw .foraeldretw .forretningstw .sortarbejde = [ap— .grafitti

dreng 17 nej nej ja ja nej ja nej
pige 17 ngj ne;j nej nej nej nej nej
pige 17 ngj ne;j nej nej ja nej nej
pige 17 nej ne;j nej nej ja nej nej
pige 17 nej nej nej nej nej nej nej
pige 17 nej ja nej nej nej nej nej
pige 17 nej nej nej nej nej nej nej
pige 17 nej nej nej nej nej nej nej
pige 17 nej ja ja nej ja nej nej
dreng 18 nej nej nej nej ja nej nej
dreng 18 nej ne;j ja ia ja ia nej
dreng 18 nej ja nej nej nej ia nej
dreng 18 nej nej nej nej ja nej nej
pige 18 nej nej ja nej ja nej nej
pige 18 nej nej nej nej ia nej nej
pige 18 nej nej nej nej ia nej nej
pige 18 nej ia nej nej nej nej nej
pige 18 nej ne;j nej nej ia nej nej
pige 18 nej ne;j nej nej ia nej nej
pige 18 nej nej ne;j nej nej nej nej
pige 18 nej nej ne;j nej ja ja nej
dreng 19 nej ja ja nej nej nej nej
dreng 19 ngj ne;j nej nej ja nej nej
dreng 19 ngj ne;j nej nej ja nej nej

9.1 Pa jagt efter sammenhange: Sgjlediagrammer

Ovenfor ses nu resultatet af undersggelsen. De to fgrste variable, Kgn og Alder, vil vi opfatte
som uafhaengige forklarende variable. De syv sidste variable, cykeltyv ... grafitti, vil vi
tilsvarende opfatte som afhaengige responsvariable. Udover at kunne dokumentere omfanget
af de forskellige former for grdzonekriminalitet er vi ogsa interesserede i at undersgge om der
kan konstateres en sammenhaeng mellem kgn og alder pa den ene side og de forskellige typer
grézonekriminalitet p& den anden side. Vi starter med de velkendte grafiske metoder fra den
beskrivende statistik ('Vi skal tegne fgr vi kan regne'). Vi kan valge mellem prikdiagrammer,
sgjlediagrammer og cirkeldiagrammer. Vi veelger sgjlediagrammer. Det viser sig nu, at der ikke
er nogen elever, der har stjdlet cykler eller tegnet graffiti

24 (100.0% ] 24 (100.0%
24 ( ) 24 ( )
w0 1 wn ]
g T
= 16 = 167
o ] [
L 4 L g
8 81
0- . 0- .
ne| nej
cykeltyw grafitti

Tilsvarende er der kun et mindre, men stigende antal, der har stjlet fra forretninger, beg8et
heaerveerk eller stjdlet fra foraeldre henholdsvis jeevnaldrende:
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22 (91.7% _'
G1.7%) 247 20 (83.3%)
2184
<
2124
=]
4 4(16.7%
2 (8.3%) 61 4l )
| o |
. . 0- . .
12 ne| IE nej
forretningstyw haervaerk
24
19 (79.2%) " 1 19 (79.2%)
S 181
=
s
12+
L
1 5(20.8%) 5] 5(20.8%)
| , .| .
IE ne| IE nej
foreeldretyv ungtyw

Vi kunne s8 umiddelbart tro at det er de samme fem elever, der bade har stjdlet fra jeevnaldren-
de og fra foraeldrene, men hvis vi fx klikker i sgjlen for dem, der har begdet tyveri fra jeevnald-

rene (ungtyv), kan man umiddelbart se i alle de andre grafer, at det er ret tilfseldigt om de ogsa
har begdet andre typer af tyveri eller haervaerk.

241

—_
o
PR

—_
IJ
PR

Frekwvens

(%]
1

(=]
L

— = o
| SUT e « I N
M B I

Frekwvens

(s3]

o
L

22 (91.7% _'
( ) 247 20 (83.3%)
5187
= |
124
o]
4 4(16.7%
2 (8.3%) 67 2U67%)
I —— J —
. - 0- > -
ia nej ia nej
forretningstyv haervaerk
24-
19 (79.2%) " 1 19 (79.2%)
G 181
o 197
2 ]
124
I 4]
1  5(20.8%) 6 5(20.8%)
i . I . 0 . .
IE ne| IE ne|
foreeldretyy ungtywv
Endelig er der rigtigt mange, der har haft sort arbejde:
241
m
o 187 44 (58.3%)
® 12 10 (41.7%)
=]
0- . .
ja nej
sortarbejde

Bemaerkning: Laeg maerke til at vi i alle 7 grafer har brugt samme interval pa8 hyppighedsaksen
(der her betegnes frekvens i overensstemmelse med en udbredt sprogbrug i andre fag end ma-
tematik, hvor der ikke skelnes sa ngje mellem frekvens og hyppighed);
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For at undersgge mulige sammenhange mellem en forklarende variabel og en responsvariabel
skal vi have oprettet et grupperet sgjlediagram ved at spille den forklarende variabel ved hjzelp
af responsvariablen. Vi afseetter derfor fgrst den forklarende variabel og hgjreklikker derefter i
aksefeltet og veelger Opdel kategorier efter variabel. Endelig skifter vi til sgjlediagram og slar
Vis alle etiketter til. Det fremkomne diagram svarer til oprettelsen af et pivot-diagram i Excel
og rummer de samme informationer. Derimod understgtter TI-Nspire CAS ikke direkte pivotta-
beller, som ma opbygges med handkraft, hvad vi vender tilbage til.

Kigger vi nu fgrst p& sammenhangen mellem sort arbejde og kgn ses en svag tendens til at
drenge arbejder forholdsmaessigt mere sort end piger. Kigger vi derefter p4 sammenhaengen
mellem alder og sort_arbejde (hvor vi skal huske at hgjreklikke og tvinge alder til at veere kategorisk!), teg-
ner der sig der i mod en tydelig sammenhaang: Jo aldre eleverne bliver, jo flere laver sort ar-
bejde: For de 17-3rige er det kun ca. en tredjedel, der laver sort arbejde. For de 18- og 19-3rige
er det ca. to tredjedele.

15 : ] :
_sortarbejde = 157 = sortarbejde
iz © " ] - CJE

1240 nej pie & 124 = O nej
g - ] =] ™l
J o = Q = =

T o o, — 4] : =]
S 91 " © § 97 e <
(] — b=
2 © 2 = < 2 & =
g | @ I x 1 ™ S s =
L6 ) = L6 & = e 2
‘ © 1 @ = c m
] 3 | & S o O
3—_ 3 f\l_“} ’Q_“
)] | ) | 5=
dreng pige 17 18 19
ken / sortarbejde alder / sortarbejde

Vi har nu ved hjaelp af metoder fra den beskrivende statistik afdaekket en mulig sammenhaeng
mellem alder og sort arbejde, der viser sig som en mulig tendens til at sldre elever laver mere
sort arbejde end yngre. Men kunne denne forskel ikke lige sa godt kunne forklares som et udslag
af tilfaeldige variationer? Man kunne jo forestille sig at forskellen forsvandt, hvis vi udstrakte un-
dersggelsen til hele populationen af danske gymnasieelever. Vi har trods alt kun kigget pd en
mindre stikprave, hvor forskellene maske kun skyldes de uundgdelige tilfeeldige variationer i sma
stikprgver. Vi indfgrer derfor den fglgende nulhypotese

Ho: i virkeligheden afhanger det sorte arbejde slet ikke af alderen

Vi skal s3 i det falgende forsgge at vurdere hvor trovaerdig nulhypotesens pdstand om en tilfeel-
dig variation er, dvs. om forskellen maske alligevel er s3 stor, at den ma anses for at veere stati-
stisk signifikant og vi derfor ma forkaste nulhypotesen.

9.2 Krydstabeller: Observerede versus forventede hyppigheder

Vi starter da med at regne lidt p& sammenhangen mellem alder og sort arbejde. Normalt sker
det i form af en krydstabel, der viser hyppighederne for de to variable. Hyppighederne kan nemt
aflzeses fra det grupperede sgjlediagram, men de kan ogs& beregnes ved opteelling. Her viser vi
en teknik, hvor vi fgrst keeder de to variable alder og sort_arbejde sammen til en enkelt mix-
variabel alder_sort. Igen skal vi tage hensyn til at alder er indfgrt som en numerisk variabel og
vi bruger derfor string()-kommandoen til at konvertere den til en kategorisk variabel. Vi mixer
derfor de to variable ved hjeelp af cellekommandoen: | J1 |=string(b 1)e:g7

Derefter foregdr opteellingen ved hjzelp af cellekommandoen:

| L2 |=countif'(alder_sor‘t,string($k2)&j$1)
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Leeg maerke til dollartegnene $, der binder den fgrste sgjle k og den fgrste raekke 1 i krydstabel-
len. De sikrer, at vi efterfglgende kan kopiere formlen rundt i krydstabellen:

*

giﬂalder_sort ‘X

7]

]

i1 7nej
§1 nej

317ia

Alder\Sort arbejde

nej

ia

17 q

18
19

3
;

w0 | W

]

1 7nej
?1 7ngj
@1 ngj

| L2 | =ccuntif(alder_sort,string($k2)&f$1)

~
4|»

Sgjletotaler, Raekketotaler og den samlede Tabeltotal udregnes ved hjaelp af sum-kommandoen
anvendt pa et celle-omréde:

B ® E WM N =
Alder\Sort arbejde  ngj ja Total
T 3] 3 g
18 3 8 12
19 1 2 3
Total 14 24
L5 |=sum(f2:!4] | 4 | >

Vi far da dels optalt hyppighederne for de enkelte krydskategorier, fx at der er 3 elever, der er
17 &r gamle og har sort arbejde, dels de sdkaldte marginaler i form af sgjletotaler, der angi-
ver aldersfordelingen og raekketotaler, der angiver fordelingen for sort arbejde, og endelig den
samlede tabeltotal, dvs. at der er 24 observationer i alt. Husk, at hvis du synes det er for be-
sveerligt at opbygge en formel til optaelling af hyppighederne kan du bare afleese dem direkte fra
det grupperede sgjlediagram og skrive dem ind i hdnden - men nu ved du altsd at det ogsa kan
lade sig ggre at oprette en pivottabel i TI-Nspire CAS © (i afsnit 8 viste vi en anden teknik).

Ud fra krydstabellen skal vi derfor kunne aflaese om der synes at vaere en afhaengighed mel-
lem de to variable, dvs. om fordelingen af den ene variabel sendres afggrende, hvis vi indskraen-
ker os til en bestemt veerdi af den anden variabel. Fx ser vi, at der blandt de 17-3rige er dobbelt
s mange, der ikke har sort arbejde, mens der samlet set er flest, der har sort arbejde.

Vi kan ogsa forholdsvis nemt udfylde en forventet krydstabel under forudsaetning af at de
to variable er uafhaengige (nulhypotesen!). Hvis antallet af elever der har sort arbejde er uaf-
haengigt af alderen, ma antallet nemlig i hvert tilfaelde udggre 14/24 af det samlede antal. Til-
svarende ma antallet af elever, der aldrig har udfgrt sort arbejde, i hvert enkelt tilfaelde udggre
10/24 af det samlede antal. Da der fx er 9 elever med alderen 17 &r, ma de derfor forventes at
fordele sig med 14/24-9, der har haft sort arbejde, og 10/24-9, der aldrig har haft sort arbejde.
Det giver anledning til de fglgende forventede antal i krydstabellen.

Det forventede antal — under forudsaetning af at de to variable i en krydstabel er uaf-
haengige - er givet ved formlen

Raekketotal - Sgjletotal

Samlet total
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Vi kan nu nemt lave en krydstabel over de forventede vaerdier, ved at kopiere tabellen med de
observerede hyppigheder og erstatte celleformlerne i krydstabellen med de relevante produkter:

E M N
Alder\Sort arbejde nej ia Total
17
18
18 3
Total 24
Forventede veerdier
Alder\Sort arbejde nej ja Total
171 375 525 9,
18 5 N 2
19 e S B
Total 10. 14, 24, =
$n2
L8 |=—— 1§51,
$ngs 4(»

Leeg meerke til dollartegnene, der 'fastfryser' udvalgte raekker og sgjler.

9.3 Frihedsgrader i en krydstabel

Vi fortsaetter undersggelsen med en fundamental bemaerkning: De to variable er karakteriseret
ved deres fordelinger, der star i marginalerne, dvs. den yderste raekke og sgjle. Disse marginal-
fordelinger ma vi ikke rgre ved. Men selve fordelingen inde i krydstabellen kan varieres p& mang-
foldige mader, idet der er stor frihed i hvordan vi udfylder de enkelte celler inde i krydstabellen.
Her er det imidlertid vigtigt at veere opmaerksom pa at det kun er nogle af cellerne, der giver
stor frihed. Nar vi fx har udfyldt den farste celle i gverste venstre hjgrne, sa folger cellen lige til
hgjre automatisk med, da summen af raekken jo skal give 9:

Alder\Sort arbejde  ngj ja Total
18 12
19 3
Total 10| 14 24

Udfylder vi derefter den naeste celle fglger resten automatisk:

Alder\Sort arbejde  ngj ja Total
17 g
18 12
19 3
Total 10, 14 24/

Hvis vi fx udfylder den fgrste celle med 7 og den anden med 2 (idet summen af de to fgrste cel-
ler skal ligge mellem 7 og 10) fas den fglgende krydstabel:
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11 Alden\Sort arbejde  ngj ja Total
! o ——
18 12
at 14 3
5 Total 10, 14 24

Vi siger derfor at den ovenstdende krydstabel har 2 frihedsgrader, fordi to af cellerne kan ud-
fyldes frit, mens vaerdien af resten af cellerne derefter fglger automatisk, idet summerne vandret
og lodret er givet ved raekke og sgjletotalerne.

I almindelighed gzelder der at en krydstabel med r raekker og s sgjler har netop
(r=1)-(s - 1) frihedsgrader.

9.4 Simulering af nulhypotesen - opbygning af teststgrrelsen

Vi bryder en eventuel sammenhaeng mellem de to variable, ved at foretage en tilfaeldig ombyt-
ning (permutation), dvs. omrgring, af vaerdierne i den ene variabel. Det sikrer, at der ikke laen-
gere er nogen sammenhang mellem elevernes alder og deres erfaring med sort arbejde.

I dette tilfaelde veelger vi at rgre rundt i den

forklarende variabel alder og opretter der- Waider Bsortarbeide! Bsim_alder Psim_mix
for en ny liste sim_alder og udfgrer en =randsamp(a
tilfeeldig permutation ved at traekke en stik- 17| nej 1818nej
prgve af samme stgrrelse, men uden tilba- 17 Inej 18/18ne]
geleegning ved hjeelp af kommandoen 17| |a 1717
‘ @] | sim_alder:=rar1dsamp(alder,dim(alder],1) 170 la 18/18ja
o _ 17 nej 18/18ne]
Vi mixer nu den simulerede alder med den 17| el 1919ne
oprindelige liste for sort arbejde. 17 el 1717ne
| P1 [=stringlo )51 17 nej 17117nej
17 Ja 1818ja
Dermed er vejen banet for at oprette en T J 1818J'
krydstabel for de simulerede data og finde J.a Jla
de simulerede hyppigheder ved simpel op- 18 |a U
taelling: 18 nej 1818ne]
18 |a 18118ja
Simulerede vaardier 18 ja 171172
Alder\Sort arbejde nej ia Total 18 |ia 18118a
Uz : 18 |a 1717a
18 12 18 nej 18/18n¢j
18 3 18 fja 1818ja
Total 10 14 24 18 |a 1717ja
Hertil bruges cellekommandoen 18| nej 19[19ne]
18 ja 19119ja
| L14 |=countiflsim_mixstring{sk14)e1313) 19 e 17[17ne]
19 |ja 1717ja

Ikke overraskende ligner de observerede : .
antal nu de forventede antal. Denne gang ENE 17]17]a
ved vi jo med sikkerhed at eventuelle afvi-

gelser udelukkende skyldes de tilfeeldige

variationer i krydstabellen.
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Men s3 er vejen jo banet for at udregne teststgrrelsen, dvs. chi-kvadratet, for sdvel det ob-
serverede datasat som det omrgrte dataseet:

Osim_alder Bsim _mix &
=randsamp(a
18 18ngj Chi2_obhs =
18 18ngj 3.77143
17 17ja Chi2_sim =
1818ja 1.02857
18 18ngj
1919ngj

((!2:m4—33:m10)2
==l

18:mi10

Q2 Q4 | =sum

(174:m 16-18:m 10)° J
18:m10

Tilsvarende kan man tilfgje det grupperede sgjlediagram for de simulerede hyppigheder, sa det
direkte kan sammenlignes med det grupperede sgjlediagram for de observerede hyppigheder:

sortarbejde
124 i
1 = O nej
10 -
R et
™ o =
w [~
o g4 © = :
— [ =
s 2 - il
— Wi S ™
L 54 = ) =
L e} ok =
4 'ea] — o ™
4+ 2 & @
o s oy
| 5§
24 Q
N ]
17 18 19
sim_alder / sortarbejde
1 § sortarbejde
0 | JE]
~ O nej
10_ E.Q :Cf]/
1 ~
2 81 $
T o
< 2 S §
[aT] =] —
T 67 ™ i
- 3 a i
— o ; -
443 5 s 9
— — ol [aa]
' Q o
) . =

17 18
alder / sortarbejde

Prgver man derefter at gentage omrgringen (klik i Lister og regneark-varkstedet efterfulgt af
gentagne tast med CTRL-R) kan man hurtigt f& en fornemmelse for hvor nemt/svaert det er at
frembringe en y?-testveerdi, der er mindst lige s8 stor som den observerede 3.77. Det er hverken
helt sveert eller helt nemt. Jeg brugte for eksempel i farste omgang 20 forsgg pa bare at finde en
enkelt krydstabel, der er preecis lige sd slem.
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9.5 Datafangst: Den eksperimentelle stikprgvefordeling

Det bliver altsd ngdvendigt med en mere preecis vurdering af p-veerdien, dvs. sandsynligheden
for at finde en testvaerdi, der er mindst lige sa slem, for at fa truffet en afggrelse. Her til skal vi
udfgre gentagne malinger p3 det omrgrte datasaet. Vi starter da med at gemme savel den ob-
serverede som den omrgrte teststgrrelse i variablene chi2_obs og chi2_sim

:;ﬁ sim_alder _ﬁ:sim_mix @

[Eﬂ=randsamp[a

i 19 19nej Chi2_obs =
El 18 18nej 377143
] 17117ja chi2 sim=
4 17117ia  1.02857
5 18 18ne] ' '
6 1717nel

12:m4-18:m 10)>

Q2
]

chi2_obs:=sum( (
18:m10

(114:m16-18:m10)>

18:m10

Q4 | chi2_sim:=sum|

Leeg meerke til at vaerdierne nu fremstar med fed, som tegn pa, at de er tilknyttet en variabel.

Derefter oprettes en liste med navnet malinger, hvor vi udfgrer en automatisk datafangst
af teststgrrelsen chi2_sim via data-menuen. Tilsvarende tilfgjer vi en celle Q6 med formlen =
count(malinger) sa vi kan holde gje med antallet af malinger.

iﬁsim_alder -ﬁ:sim_mix Q Rﬁmélinger
[:E'ﬂ=randsamp(a. . " =capture(chi2_sim,1)
T‘L 19 19nej Chi2_obs = 1.02857
El 18 18nej " 3.77143 "
B 1717ia Chi2_sim=

4 1717la  1.02857

S 18.1 8nej Antal malinger .

6 1717ne] ' B

Vi opretter nu et prikdiagram for variablen malinger og plotter vaerdien for den observerede test-
stgrrelse chi2_obs, sa vi kan holde gje med eventuelle skaeve malinger:

v1 = chi2_obs
=3.77143
@
T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 5 .6 9 10 1M
malinger

Vi kan nu se fordelingen for teststgrrelsen dukke langsomt frem pa skaermen, selvom det selv-

fglgelig tager lidt tid at f8 udfert de 1000 omrgringer med tilhgrende malinger og dermed f3 ud-
regnet de 1000 y*-testvaerdier for de tilhgrende krydstabeller under antagelsen af at de to vari-
able fra krydstabellen i virkeligheden er uafhangige (nulhypotesen).
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Stikprgvefordelingen for de fgrste 1000 malinger ser da sdledes ud

v1 ;= chi2_obs
| =13.77143
| I | ' l ll ®
I T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 .6 7 8

g 10 1

malinger

Prikdiagrammet viser klart, hvor nemt det faktisk er at frembringe en testveerdi, der er mindst
lige sd stor som den observerede veerdi pa 3.77143. Huvis vi teeller antallet af skeeve malinger
med kommandoen countif finder vi da 0ogsa et skgn over p-veerdien pa ca. 20%.

Q ﬂcméllinger

] - =capture(chi2_sim,‘l)_
Chi2_obs = 1.02857
i 3.77143 0.114286
chi2_sim= 1.14286
377143 285714
Antal malinger ' 1.14286
' 1000 6.17143
Antal skaeve 1.02857
' 202 0.114286
p—vaerdi " 2.85714
i 20.2 5.6

| V8 |=countif(mélinger,?échi2_obs)

Det viser sig da at der i dette tilfeelde er 202 ud af 1000 malinger, der ligger lige s langt eller
laengere ude end det rent faktisk observerede chi-kvadrat, s& sandsynligheden for at den obser-
verede forskel kan tilskrives rene tilfseldigheder er altsd helt oppe pa ca. 20%. Nar jeg saledes
matte bruge 20 forsgg pa at ramme skavt bare en enkelt gang var det altsa rent og skaert
uheld.

Nulhypotesen kan derfor ikke forkastes p& det foreliggende grundlag. Selv om vi har observe-
ret en tydelig tendens i stikprgven til at det sorte arbejde er mest udbredt blandt de elever, der
allerede er fyldt 18 8r, kan vi altsd ikke generalisere vores antagelse om en systematisk sam-
menhang mellem alder og sort arbejde, dvs. udvide den til hele populationen af danske gymna-
sieelever. Den observerede forskel er ganske enkelt ikke statistisk signifikant, dvs. den er ikke
stor nok. Det betyder selvfglgelig ikke at pastanden ngdvendigvis er forkert; men vores under-
sggelse kan bare ikke bruges som dokumentation for pastanden, hvor rimelig den end matte
synes fra et samfundsfagligt synspunkt (der gaelder fx helt forskellige Ignningsregler for unge
under 18 &r og unge over 18 3r, hvorfor mange unge gymnasieelever mister deres fritidsjob nar
de fylder 18 osv.).

Hvad kunne der nu veere forkert ved undersggelsen? Det alvorligste problem er nok stikprg-
vens stgrrelse. Den er ikke seerligt stor og det ggr det svaert at finde en signifikant forskel. Hvis
vi bare kunne rykke én elev blandt de 17-3rige fra gruppen med sort arbejde til gruppen uden
sort arbejde (og tilsvarende omplacere én elev blandt de 19-3rige for at bevare marginalforde-
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lingerne) havde resultatet vaere signifikant. Hvad kunne vi sa have gjort bedre? Fgrst og frem-
mest bgr vi skaffe os selv en stgrre stikprgve ved at inddrage flere klasser. Hvis vi fx forestillede
os at vi havde spurgt dobbelt s& mange elever, dvs. 48, og at forholdene mellem dem der har
sort arbejde, og dem der er uden sort arbejde i gvrigt var usendrede (dvs. vi fordobler alle hyp-
pighederne), ville vi have frembragt en krydstabel med den dobbelte testveerdi, dvs. x> = 7.543,
men antallet af frihedsgrader ville stadig kun veere 2. Resultatet ville derfor denne gang vaere
klart signifikant.

Hvis man gnsker at dokumentere en hypotese ved en spgrgeskemaundersggelse skal
man altsd sgrge for at dimensionere den passende!

Vi slutter med nogle generelle bemaerkninger om den y2-test vi her har udfgrt.

1) Hvis vi tilfgjer den eksperimentelle middelvaerdi til plottet over malinger

V2 = meain(mﬁlinger)
= 2.07429
I T T T T T T T T T T
0 1 3 4 5 6 7 8

T
2 9 10 11

malinger

ser vi, at den eksperimentelle middelvaerdi viser sig at vaere 2.074. Den ligger netop rimeligt taet
pa antallet af frihedsgrader, som er 2.

. o L . . 'lﬁmélinger
2) Vi kan ogsa finde et sk@n over den kritiske testvaerdi, dvs. =

den vaerdi som det observerede chi-kvadrat skal over for at

. T o SR i ) 5.6
afvigelsen er statistisk signifikant. Da S|gn|flkansn|veauet [ —
dette tilfaelde er 5% og 5% udggr 50 malingeg ud af 1000, P
skiller den kritiske testveerdi de gverste 50 malinger fra de =
nederste 950 malinger. Vi sl:al derfor ordne malingerne afta- —
gende efter stgrrelse. Da malinger er styret efter en 'fc?rmel' 2
for automatisk datafangst, forsvinder denne formel, nar vi o
ordner malingerne. Vi ser da at vores skgn over den kritiske %
testveerdi er givet ved 5.6 i overensstemmelse med at vi skal 5:6
have fordoblet den observerede teststgrrelse for at frembrin- o

ge et statistisk signifikant resultat.

3) Nar vi anvender automatisk dataopsamling begar vi faktisk en mindre men systematisk fejl,
idet den automatiske dataopsamling kun registrerer aendringer i den malte vaerdi. Hvis to simu-
leringer fgrer til den samme chi2-testvaerdi registreres derfor kun den fgrste af veerdierne. Vi
mangler derfor gentagelserne. Da gentagelser optraeder hyppigst for de normale testvaerdier
forer det til en overvurdering af antallet af skaeve i forhold til antallet af normale malinger. Den
fundne p-veerdi er derfor overvurderet. Hvis man vil undgd denne fejlkilde skal man enten bruge
manuel dataopsamling, hvilket er mere omstandeligt, eller man skal sno sig mere behandigt
igennem den automatiske dataopsamling, hvilket igen er mere omstaendeligt. Metoden er be-
skrevet i afsnit 7.6
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9.6 Den teoretiske stikprgvefordeling

Vi har ogsa set at prikplottet er rimeligt grynet. Der er jo kun et endeligt antal krydstabeller,
fordi vi arbejder med heltallige veerdier indenfor et snaevert omrade. Men vi kan illustrere den
asymptotiske fordeling ved at skifte over til et passende histogram (det er sgjlebredden, der
skal justeres for at tage hgjde for gryningen) og benytte skalaen densitet:

Densitet

0.151721
T T T

[ Y
T T T T T T T T T
o1 2 3 4 5 6 7,8 9 10 11 12 13 14 15
malinger

Her kan vi s tilfgje den teoretiske chi-kvadratfordeling med 2 frihedsgrader og tilsvarende som
vist udregne den teoretiske p-vaerdi ved at hgjre klikke pa grafen og vaelge Skraver under
funktion og dernaest klikke p& den lodrette linje for chi2_obs samt boksen med [+]. Som det
ses passer det rimeligt godt med vores eksperimentelle undersggelse af teststgrrelsens fordeling.
Laeg i gvrigt maerke til, at med s& fa frihedsgrader er fordelingen ikke klokkeformet! Faktisk er
der tale om grafen for eksponentialfunktionen %-e"“/z.

9.7 Chi2-testet for uafhaengighed som et kanonisk test

Til eksamen, eller ndr man er mere gvet i hypotesetest, benytter man ikke den tidskreevende
eksperimentelle metode, men i stedet det indbyggede teoretiske test. Vi vaelger da menupunktet
Statistiske tests... > x> uafhangighedstest fra Statistik-menuen:

210 - A
a
Fﬂ;‘r‘ 1:Handlinger »
i
M 2inds et i )
22 cykeltwsungtyv gforaeldretyv Eforretnlngstw asor‘tarbﬁ'
135 3:Data v
atisti 1:Statistiske beregninger. . ¢ § ja nej
Y e cnktionstabel , | 2:Stat-fordelinger. .. ' ej nej nej
- TKofidensintervaller...  + g nei ia
pige I 4:518 1:z-test for én middebvasrdi.. Ja
pige 17 nej nej 2:t-test for én middelbvaerdi. .. nej
pige 17 nej ja p 3:z-test for to middelvaerdier... -nej
i 2 3 4:t-test for to middelvasrdier I
pige 17 ngj ne| i nej
% % T 5:z-test for én andel F
pige 17 nej nej i nej
: : - -| 6:z-test for to andels 8
ige 17 ne a a
Pid J ! ‘ ! 7:y*-Goodness of Fit test. . J—
dreng 18nej e -s:xi—uamaengignedstest___ i
dreng 18/nej el J| 9:F—test far to spredninger... ga
dreng 18 nej e AcLinezsr regressions t-test (nej
dreng 18 nej nej E:Multipel linezer regressionstest, . i@
i e s i C:Ensidet variansanalyse ANOVA. .. H &
A7 |"dreng" D
D Tosidet variansanalyse ANOVA. ..

Vi far nu besked pa at angive en krydstabel i form af en matrix bestdende af de observerede
hyppigheder. Lister og regneark-veaerkstedet understgtter ikke matricer. Men vi kan igen ud-
nytte at en matrix kan repraesenteres af en liste af lister, hvor de inderste lister svarer til sgjler-
ne i matricen:
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Matricen for de observerede hyppigheder er || M N
derfor givet ved
{L2:L4 , M2:M4 } Alder\Sort arbejde nej ' Total

17

w0

Resultatet udskrives da p& samme made som

de andre testresultater, men denne gang 18 12
rummer cellerne ogsa matricer (indesluttet i 19 3
gasegijne, dvs. der er kun tale om tekst, idet otal 24

Lister og regneark-varkstedet jo ikke un-
derstgtter matricer).

W E3
¥ -uafheengighedstest —@? =x22way({[2:[4,m2:m4})!
= — Titel w2-uafhaengighedstest...
Observeret matrix: {24, m2:m4} NG 3.77143
I 1. resultat kolonne: :w[] | Pwval 0151721
|0_—K| [r—— df 2.
— ExpMatrix [[3.75,5..1.25][5.25.7...

CompMatrix [[1.35,0.8,0,05][0.964..

Vi far altsd en vrimmel af oplysninger, men den vigtigste er den tredje PVal (Probability value,
dvs. p-veerdien), der netop forteeller os at sandsynligheden for at fa en testvaerdi, der er mindst
lige s& stor som den faktisk observerede under forudsaetning af at de to variable i virkeligheden
er uafhangige (nulhypotesen, dvs. at den observerede forskel alene skyldes tilfaldige variatio-
ner) er helt oppe pa 15%. Da det ligger langt over signifikansniveauet pd 5% er den observerede
forskel altsd ikke statistisk signifikant, i overensstemmelse med konklusionen i vores egen un-
dersggelse.

De gvrige oplysninger er dels teststgrrelsen y*> = 3.77143, antallet af frihedsgrader df = 2 og
den forventede matrix ExpMatrix. Endelig er der de enkelte matrixelementers bidrag til test-
stgrrelsen. Disse matricer udskrives nemmest i Beregninger- eller Noter-veaerkstedet

stat. ExpMatrix 525 7. 1.75
375 5. 1.25
stat. CompMatrix 0.964286 0.571429 0.035714
1.35 0.8 0.05
Vi kan ogsa fa vist en graf med det xdata:={ [ }} {C}
kritiske omrade som stgtte for fortolk- ydatai={[1} (3}

ningen. Men i uafhangighedstestet skal

vi selv oprette grafen. Det sker ved at
tegne funktionen for chi2-fordelingen
med 2 frihedsgrader Chi2Pdf(x,2) samt
plotte veerdien for teststgrrelsen stat.y?
= 3.77143. For at fa oprettet et koordi-
natsystem i Diagrammer og Stati-
stik-vaerkstedet er det ydermere ngd-
vendigt at oprette to tomme lister xda-
ta og ydata. Derefter hgjreklikkes pa
grafen og man valger Skraver under
funktion og angiver dels venstre ] w

graense som den plottede veerdi 0.00 - T—
3.77143, dels den hgjre graense som T2 3 4 8 9 10 1 12

6 7
xdata

[+oo]. Det sveertede omrade ude til hgjre
har da netop arealet 15%. Men for at forstd testvaerktgjet fuldt ud skal man altsd dels have et
indgdende kendskab til den teoretiske fordeling af teststgrrelsen, dels vaere opmaerksom pa at
der skal veere en raekke forudsaetninger opfyldt far man kan drage trovaerdige konklusioner af
testen, forudsaetninger som vi ikke her har mulighed for at ggre fyldestggrende rede for.
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10 Chi-test versus Gamma-test*

Vi har set at chi2-testen ikke altid er staerk nok til at se en sammenhaeng og at én Igsning pa
problemet kan vaere at gge stikprgvens stgrrelse for at ggre testen mere fglsom. En anden mu-
lighed foreligger, hvis der i virkeligheden er tale om ordinale variable, dvs. kategoriske variable
med en naturlig rangordning. I s fald vil vi kunne udnytte denne rangordning og skifte til en
gammatest, der er staerkere end chi2-testen nar det drejer sig om ordinale variable. Problemstil-
lingen forekommer hyppigt i forbindelse med spgrgeskemaer, hvor man netop typisk involverer
ordinale variable, fx ved at spgrge om respondentens holdning til en pdstand og bede dem anfg-
re om de er "helt uenige”, "lidt uenige”, "neutrale”, "lidt enige” eller "helt enige” i pastanden. I
sa fald foreligger der jo en klar rangordning. Gammatesten er ikke kernepensum og det fglgende
afsnit kan derfor roligt overspringes i en fgrste gennemlaesning. Men da gammatesten forekom-
mer ofte i undersggelser af relevans for samfundsfag/sociologi eller biologi, og da det ikke er s
nemt at finde materiale om den, har jeg valgt at inkludere den?.

10.1 Rygevaner i Glostrup - den kanoniske y2-test *

Som eksempel vil vi kigge pa et autentisk datamateriale der vedrgrer rygevaner og helbredstil-
stand. Helbredstilstanden stammer fra respondentens egen vurdering og kaldes derfor SRH (selv
rapporteret helbredstilstand). Rygevaner gar fra aldrig at have rgget til at ryge mindst 25 ciga-
retter om dagen. Helbredstilstanden gar fra darlig til meget fin. Datassettet omfatter 417 re-
spondenter fra Glostrup og kan hentes pa TI’s hjemmeside, hvis du vil lege med ©:

. | | | |

1 [Total | 6 39 317 55 417
1225+ 1 ' 29 1) 34
Bl | 3 17] 81 10 11
4114 1 1 1 59 13 80
I8l stoppet 0 75 15 96
8ikke—ryger 1 6 73 16 96
@ Ryaning/Helbred  Darligt  Rimeligt Godt  Rigtigt godt  Total

I overensstemmelse med den tidligere diskussion af ordinale variable i afsnit 4.4 har vi anfart
raekkefglgen af kategorierne s den passer med et koordinatsystem: Rygningen vokser lodret
opad og helbredet forbedres vandret mod hgjre. Vi kan indledningsvis foretage en kanonisk chi2-
test for uathaengighed og finder da:

® v =
|=x22way({b2:b6,c2:c6,d2:d6,d - . I

Titel w2-uafhzengighedstest

| 16,1976

Brva | 0.182351

] =

B ExpMatr.. [[0.48920863309353,1,5971..

B CompMa.. [[0.53332628015235,1.2322... u

‘;;i:' |-= 22way({52:bé,c?:cﬁ,d?:dﬁ,e?:eﬁ.}): CopyVar Stat., Stat1. | 4 ||~ ;|

Der er 12 frihedsgrader, ch2-teststgrrelsen er 16.20, hvilket er rimeligt taet pd den forventede
veerdi 12, og p-veerdien er da ogsd oppe pa 18.2%. Det er altsd ikke muligt at forkaste nulhypo-

2 Du kan finde mere materiale om gamma-testen pa fglgende website:
http://staff.pubhealth.ku.dk/~skm/fsvpage/Analysis%200f%20multivariate%20cateqgorical
%20data/CatData%?20course.htm
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tesen om uafhangighed p3 et signifikansniveau pd 10%. Men kan vaere en smule bekymret for
de sma ydervaerdier. Men det skulle jo bare ggre det nemmere at forkaste nulhypotesen. De
forventede vaerdier sammenholdt med bidragene til chi2-teststgrrelsen ser heller ikke foruroli-
gende ud. Konklusionen er altsd at chi2-testen frikender nulhypotesen!

0.489209 3.17986 25.8465 4 48441
1.59712  10.3813 84.3813 14.6403
stat1.ExpMatrix™ » | | 15105 7 48201 60.8153 10.5516
1.38129 8.97842 72,9784 12.6619
1.38129 8.97842 72.9784 12.6619
0.533326 0.010173 0.384749 2.70741
1.23226 4.21983 0.135494 147075
statl.CompMatrix” * | 119599 0031053 0.054188 0,56315
1.38129 0.988033 0.056  0.431757
0.105253 0.988033 0.000006 0.880052

10.2 Rygevaner versus helbredstilstand undersggt med gammatesten*

Men hvis vi i stedet hdndterer de to variable som ordinale variable kan vi inddrage den skjulte
information, der ligger gemt i rangordningen! Vi ser da et tydeligt mgnster, hvis vi flytter data op
over stregen, s vi kan afbilde dem i et passende diagram:

B 2] D E || .rygning .dérligt .godt -rigtigt_godt
=all:al4 =b10:b14 =d10:d14 =el10:e14

Total 6 38 317 25 417 25+ 2,94118 85,2941 2.84118
25+ 1 29 1 3415-24 27027 72.973 9.00801
15-24 3 17 81 10 111114 1.25 13:75 16.25
1-14 1 59 13 80 Stoppet 0. 78.125 15.625
Stoppet 0 £ 15 96 ikke—ryger 1.04167  76.0417 16.6667
ikke—ryger 1 73 16 96

Rygning/Helbred Darligt  Rimeligt Godt Rigtigt godt ~ Total

Total 1,43885 9.35252 76.0192 13,1894 100,
25+ 2.94118 8.82353 85.2941 2.84118 100.
15-24 27027, 15.3153] 72.973 9.00901 100.
1-14 1.25 8.75 73.75 16.25 100,
Stoppet a. 6.25 78125 15.625 100,
ikke—ryger 1.04167 6.25 76.0417 16,6667 100,

Vi ser fx pa fordelingen af rygere henover de forskellige helbredstilstande. For de testpersoner
der selv synes de har det rigtigt godt ser fordelingen sdledes ud:

244 —_ —
-._Q Eat B‘Q
] = o 5
! [s] I~
204 o ' o
L
o o =
o
2 © —
©

—
(s3]
s |

rigtigt_godt
~
1

9 (14.9%)

8_
4_
0_
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For de testpersoner, der kun synes de har det rimeligt godt, ser fordelingen derimod sdledes ud:

244 — —_
= — )
J o = s
I~ [s] !
20 o ; ©
L
g o o
J [
— o ©
=

—
[e2]
! |

rigtigt_godt
~

ikke-ryger  Stoppet 1-14 15-24 25+
E= rygning

Vi ser alts3 at fordelingen er den samme for de to helbredskategorier: I begge tilfeelde falder
andelen af rygere i takt med at de ryger mere og mere. Det kunne tyde pd at aftagende sam-
menhaeng: Megen rygning farer til ddrlig helbredstilstand. For at undersgge en sddan sammen-
hang gennemfgrer vi derfor et gammatest. Vi viser det fgrst eksperimentelt:

Vi skal da have udregnet gammagraden, der viser hvilken grad af overensstemmelse eller
uoverensstemmelse, der er mellem opfgrslen af de to variable. Det er en lille smule omstaende-
ligt at udregne gamma-graden, idet der er lige s8 mange bidrag til gammagraden, som der er
frihedsgrader:

I| D E E G H =
I 6 75 15 06 \Voksende |  10146|
I 5] 73 16 96 Aftagende 16618
‘imeligt Godt Rigtigt godt Total Gamma -0.241817

ol

a»

FHS I =bt5-sur_n(c2:eﬁ)+.:'5-surn[d2:95]+d6-sum(92:95)+55-sur_n(c?:azn)

voksende
=E:6'sum(62:95)+cé'sum(dj:e,S:l+a’6'Sum(eQ:eﬁ:I+bE'sum(62:e4)
+r:5-sum(dQ:e4)+d5-sum(e?:94:I+b4-Sum(52:93)+c4-sum(d2:93)
+d4-sum(92:ej‘)+b3-suml:cj:92)+53-suml:d2:92)+d3- e2

aftagende
=b2-sum(cj‘:eé)+b3-sum(c4:eé)+b4-sum(cﬁ:eé)+b5-sum(cﬁ:eé)
+f:2'Sum(d3:66)+f:3'Sum(d4:eé)+c4-sum(d5:eé)+c£-sum(d6:eé)
+d2-sum(eji‘:96)+d3-sum(e4:eé)+d4-sum(eﬁ:96]+d5-96
Man skal altsd have tungen lige i munden for at f8 dem udregnet korrekt. Men der findes ogsa en
biblioteksfunktion, der udregner gammagraden, som vi vender tilbage til i det sidste afsnit.

Her og nu konstatere vi at gammagraden er -0.24 og at der derfor som forventet synes at
vaere en negativ sammenhang mellem rygevaner og helbredstilstand. Men er sasmmenhangen
signifikant? Det kan vi afggre med en uafhaengighedstest: Hvis de to variable var uafhaengige
ville vi i middel forvente en gammagrad pa 0, altsa at der hverken var en voksende eller afta-
gende tendens til at rygevanerne hang sammen med helbredstilstanden. Og det kan vi jo afggre
eksperimentelt med de samme teknikker, som vi har anvendt til chi2-testen for uafhaengighed.
Fgrst dublerer vi tabellen, idet vi erstatter hyppighederne med kategorierne:
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B 5] 2] B
25t 25+ 25+ 25+ 25+
1:5=24 15-24 15-24 15-24 15-24
1-14 1-14 1-14 1-14 1-14
Stoppet Stoppet Stoppet Stoppet Stoppet
1 ikke—ryger iklke—ryg.. ikke—ryg.. ikke—ryg.. ikke—-ryger
Rygning/Helbred  Darligt Rimeligt Godt Rigtigt godt
& 25+ Darligt Rimeligt Godt Rigtigt godt
15-24 Darligt Rimeligt Godt Rigtigt godt
1-14 Darligt Rimeligt Godt Rigtigt godt
Stoppet Darligt Rimeligt Godt Rigtigt godt
ikke—ryger Darligt Rimeligt Godt Rigtigt godt
Rygning/Helbred  Darligt Rimeligt Godt Rigtigt godt

Det giver os mulighed for at rekonstruere de ra data ved hjeelp af freqTable@>list()-kommando-

en, idet vi nu bade kan pege mod kategorierne og hyppighederne:

nygewvaner Hhelbred Bmix

Esim

Is;im_mix

' =freqtable>li4=freqtable

=randsamp(helbred,417,1)

125+ Darligt  25+Darligt 1| Rigtigt godt |25+Rigtigt godt
2 15-24 Darligt  15-24Darligt B Goct 15-24Godt
8l15-24 Darligt  15-24Darligt 3| Rigtigt godt 15-24Rigtigt godt
1524 Darligt 15-24Darligt Godt 15-24Godt
5(1-14 Darligt 1-14Darligt Godt 1-14Godt

6 ikke—-ryger  Darligt ikke—rygerDarligt Godt ikke—rygerGodt
{25+ Rimeligt 25+Rimeligt Rigtigt godt 25+Rigtigt godt
Bl 25+ Rimeligt 25+Rimeligt Godt 25+Godt

925+ Rimeligt 25+Rimeligt Godt 25+Godt
08 15-24 Rimeligt 15-24Rimeligt Godt 15-24Godt
i 15-24 Rimeligt 15-24Rimeligt Godt 15-24Godt
1215-24 Rimeligt 15-24Rimeligt 12 Godt 15-24Godt

I rygevaner:=freqtableblist(bi?:ez},bzi'e'é] Mi |=:‘J&?1

Her er mix-variablen taget med for at give mulighed for at kontrollere grafisk at de ra data er i
overensstemmelse med krydstabellen. Vi omrgrer nu som vist helbredstilstanden og mikser den
med rygevanerne, sd vi kan simulere uafhaengigheden pa saedvanlig vis! Vi kan nemlig nu treek-
ke de simulerede hyppigheder ud af sim_mix og dermed opbygge en tabel over de simulerede
hyppigheder. P& basis af denne tabel kan vi s genbruge formlerne til udregning af antallet af
voksende og aftagende par i den simulerede tabel og dermed beregne den simulerede gamma-

grad:

97



Bekragftende statistik: 10 y’test versus Gamma-test*

o] E Q g ] u

Total 6 39 317 35 417

25+ 1 26 4 34

15-24 1 83 18 111

1-14 2 57 12 80

Stoppet 1 79 8 96 \Voksende 14071
ikke-ryg.. 1 10 72 13 96 Aftagende 12833
Rygning/.. Darligt Rimeligt Godt Rigtigt g.. Total Gamma I 0.046015
Uz gamma:=us_u6-1.

uStus

Dermed er vejen banet for en automatisk maling af den simulerede gammagrad og ved at gen-
tage simuleringen 2500 gange finder vi at der kun fem gange kommer en gammagrad, der er

mindst lige s& skaev som den observerede, hvad enten den er positiv eller negativ. Optaellingen
viser altsd at p-vaerdien er nede pa 0.2% og den aftagende sammenhaeng mellem rygevaner og
helbredsstilstand er derfor signifikant pa signifikansniveauet 5% (og for den sags skyld ogsa pa

1%).
U lméﬂinger w
=capture(gamma,1)
Voksende 14071 0.058092 ExpMatrix
Aftagende 12833 -0,093078 CompMatrix
# Gamma 0.046015 -0.088648
-0.113969
9| Antal malinger -0.036968
2500 -0,165441
1 Antal skaeve 0.013562
5| -0.032035
18 p-veerdi -0,003646
| 0.2 -0.064048

Ti2 | =ccuntif(m alinger,?<gam r‘ha_ubsj—l-counti-f(.m alinger,?2-gamm a_ubs)

Fordelingen af malingerne ligner en typisk klokkeformet fordeling. Den er endog meget taet pa at

veere normafordelt:

44

6.09normedflx,-0.00103593,0.0774254)
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Asymptotisk kan man derfor udforme gammatestet som et normalfordelingstest.

Konklusion: I fglge gammatesten er der en signifikant aftagende sammenhaeng, som vi oversa

med chi2-testen.
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10.3 Gammatesten udfgrt som en kanonisk test*
Gammatesten er ikke inkluderet blandt de statistiske tests som TI-Nspire CAS understgtter.
Men man kan tilfgje den via et offentligt biblioteksprogram, der indeholder rutiner for udregning
af gammagraden, p-veerdien og konfidensintervallerne, idet vi udfgrer testen som en asympto-
tisk normalfordelingstest. For at kunne anvende biblioteksfunktionerne skal filen gammatest
gemmes i mappen

Dokumenter >TI-Nspire > MyLib

Mappen MyLib oprettes automatisk af TI-Nspire CAS, nar man installerer programmet. Hvis du
vil lege med skal du derfor hente filen gammatest pd TI's hjemmeside og gemme den i MyLib for
at f& adgang til gammatesten.
For at anvende filen skal du nu abne Hjselpeprogrammer og veelge Biblioteker:
Som det ses far du da adgang til en stribe biblioteksfunktioner

Dokumentvarktejslinje
X &

7 B =

=113 Matematikskabeloner

til udregning af fx gammagraden, p-vaerdien, 95%-
konfidensintervallet for gammagraden og z-vardien (dvs. den
asymptotiske normalfordelings teststgrrelse.

= Tegn

|
= ]| Her vil vi kalde gammagraden. Vi skal da indsaette en matrix,
[o77 Katalog

|

|

|

men ligesom i de andre tests kan den ogsd anfgres som en
liste af lister. Vaer opmaerksom p3, at biblioteksfunktionerne
opfatter matricen som ordnet pa saedvanlig vis, dvs. i lsese-
retningen lodret nedad og vandret henad mod hgjre i mod-
seetning til den made vi laeser koordinatsystemer! VI risikerer
altsd et fortegnsskift p& gammagraden ©

jz Matematiske operatorer

% Enheder og naturkonstanter
|1 Biblioteker
[ Opdater biblioteker
e

a
| conics ¥ | l

| fexpreg_fpwrreg v | | Vi finder da de fglgende resultater i regnearket, hvor vi
= (W traekker tallene ud af krydstabellen:
gammatest_ver2 e |
asc_table ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ =
confidence_int
desc_table
g otal 6 39 317 55
z_value 5+ 1 29 1
5-24 3 17 81 10
| geo3d ¥ | =
[[] # Guidertil =14 1 24 13
.Gammé.(tabe.l) = gammagraden tODDEt €] 73 15
<ke—ryger 1 73 16
Rygning/Helbred  Darligt Rimeligt Godt Rigtigt godt
Samma p-veerdi z—wveerdi Konfindens
0,24181 7| 0,000877 3,29703[0,1033;0.3803]
v
49 |=gammatest\gammal{52:66,c2:c6,d2:d6 e2:6) 1. [4]»

Det skal sammenholdes med den eksperimentelle test, hvor vi
fandt gammagraden-0.24817. Fortegnsskiftet skyldes alene
den matrix-konvention vi allerede har omtalt. Til svarende
fandt vi den eksperimentelle 2-sidede p-vaerdi til 0.2%, hvor
den teoretiske er 0.1%. Den eksperimentelle teststgrrelse er
gammagraden divideret med spredningen, som vi fandt til
0.0774254, dvs. z.s er givet ved

y _—0.241817 _

s, 0.0774254

hvor den teoretiske z-vaerdi er givet ved 3.30. Alt i alt er der altsd rimelig overensstemmelse
mellem den eksperimentelle test og den kanoniske test. Endelig far vi ogsa oplyst 95% konfi-
densintervallet [0.10;0.38], der ikke indeholder 0 i overensstemmelse med at nulhypotesen for-
kastes.
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