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Forord
TI-Nspire CAS er et dynamisk databehandlingsprogram, der egner sig til undervisning i databe-

handling på mange niveauer: Folkeskolens ældste klasser, gymnasiet og HF samt de videregå-

ende uddannelser. Statistik med TI-Nspire CAS er skrevet som introduktion til TI-Nspire

CAS til brug for dels undervisningen i statistik på det indledende niveau i gymnasiet, dvs. Mat C,

hvor det især er den første del omkring den beskrivende statistik, der vil være af interesse, dels

undervisningen i statistik på de to fortsætterniveauer i gymnasiet, dvs. Mat B og Mat A, hvor

det især er den anden del omkring den bekræftende statistik, der vil være af interesse. Begge

dele er skrevet så de kan indgå i et tværfagligt samarbejde med dels samfundsfag, dels de na-

turvidenskabelige fag – ikke mindst biologi. Hæftet kan benyttes uafhængigt af andre introduk-

tionshæfter, men for at få et bedre kendskab til TI-Nspire CAS kan det anbefales også at gen-

nemarbejde et introducerende hæfte om variabelsammenhænge, fx eksempelsamlingen, der kan

hentes på Texas hjemmeside. Alle de datasæt, der omtales i hæftet kan tilsvarende hentes som

rådata på Texas hjemmeside – hvor man fx kan få adgang via Hjælp-menuen:

Første del omhandler den beskrivende statistik: Hvordan trækker man information ud om et

datasæt. I det indledende afsnit indføres de vigtigste graftyper og deskriptorer: prikplot, histo-

gram og boksplot, kvartilsæt og middelværdi. Dernæst følger et afsnit, der kommer rundt om de

vigtigste kendetegn ved en statistisk fordeling: niveauet, spredningen og formen. Her introduce-

res også gamma-graden som en karakterisering af ordinale variable. Da mange datasæt i prak-

sis optræder som grupperede data (som også er et centralt emne i kernestoffet for MatC) afslut-

tes der med et længere afsnit om grupperede data med en gennemgang af de tilhørende grafty-

per og deskriptorer: søjlediagram, histogram, sumkurve og boksplot, kvartilsæt og middelværdi.

Anden del omhandler den bekræftende statistik: Hvad er en statistisk hypotese? Hvordan

sandsynliggør man en hypotese? Der lægges vægt på eksperimentelle metoder, som i langt hø-

jere grad er tilgængelige for undervisningen på dette indledende niveau. I det første indledende

afsnit indføres en række centrale begreber, som fx nulhypotesen H0 og p-værdi. De følgende fire

afsnit omhandler derefter forskellige aspekter af de vigtigste hypotesetest, chi2-testen, der nu er

kernestof på matematik B og A: Der lægges ud med to simple eksempler på henholdsvis Good-

ness-of-fit testen og testen for uafhængighed. Derefter gennemgås et større eksempel, der eg-

ner sig for projektsamarbejder med samfundsfag: Spørgeskemaanalyser. Hovedvægten ligger på

forståelsen af den statistiske metode og lægger derfor først og fremmest op til projektsamarbej-

der og den mundtlig eksamen i matematik. Men i hvert eksempel gennemgås også den indbyg-

gede kanoniske test, der især egner sig til skriftlige eksamen – men først når man har forstået

metoden. Til slut udvides det statistiske testarsenal med gamma-testen, som egner sig til at

undersøge sammenhængen mellem to ordinale variable.

I forhold til tredje udgave af Introduktion til statistik med TI-Nspire CAS er der i denne

udgave kun sket mindre ændringer. I afsnit 8 er eksemplet med McCain versus Obama udskif-

tet med et mere tidssvarende eksempel baseret på YouTube videoen Er piger venstreoriente-

rede? Fra Gladsakse Gymnasium. Dels er der taget hensyn til forbedringer i programmet, her-

under indførelsen histogrammer med ulige store intervaller.

Bjørn Felsager, september 2012
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Beskrivende statistik

1 Grundlæggende TI-Nspire CAS-teknikker
1.1 Velkommen til TI-Nspire CAS
Når du åbner for TI-Nspire CAS viser der sig først et velkomstskærmbillede

Lukkes velkomstskærmbilledet fås et skærmbillede opdelt i en overordnet menubjælke (med

de sædvanlige Windows-menuer: Filer, Rediger osv.), et sidepanel med bl.a. en sidesorte-

rer, der giver overblik over siderne i det enkelte dokument (samt et lommeregnertastatur, en

avanceret stifinder og diverse muligheder for at indsætte formler, symboler og kommandoer).

Dertil kommer et dokumentvindue med et arbejdsområde for det aktuelle dokument, samt en

særskilt menubjælke, der afspejler det aktive værksted. De tilgængelige dokumenter vises i fa-

ner forneden. Arbejdsområdet kan som vist opdeles i op til fire forskellige værksteder. I stati-

stikken vil vi især benytte værkstederne Lister og Regneark og Diagrammer og Statistik.

Her vælger du

Lister og Regne-

ark-værkstedet i

Lynstart-menuen

Her vælger du Nyt

dokument ved at

lukke velkomst-

skærmbilledet!
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1.2 Lister og regneark
Værkstederne er tilknyttet deres egne menubjælker, der viser hvad man kan arbejde med i det

pågældende værksted:

I Lister og Regneark-værkstedet kan man arbejde med datatabeller, simuleringer og forskelli-

ge numeriske statistiske beregninger og målinger. I Diagrammer og Statistik-værkstedet kan

man arbejde med grafiske fremstillinger af data og foretage forskellige simple grafiske undersø-

gelser af data, herunder kan man arbejde med skydere (parametre), ligesom man kan indsætte

tekstbokse. I Lister og Regneark-værkstedet finder man specielt i statistik-menuen rimeligt

avancerede statistiske værktøjer til fx at udregne konfidensintervaller og efterprøve kanoniske

statistiske hypoteser. Dem vil vi kun kort omtale i dette hæfte, da den fulde brug af disse teo-

retiske værktøjer kræver et indgående kendskab til statistisk teori.

De to værksteder – Lister og Regneark og

Diagrammer og Statistik – er uløseligt for-

bundne: De fremviser blot to forskellige re-

præsentationer af de samme grundlæggende

data. Ændrer man i data i regnearket følger

graferne automatisk med, og hvis man om-

vendt trækker i datapunkterne i Diagrammer

og Statistik-værkstedet følger cellerne i Li-

ster og Regneark-værkstedet automatisk

med. Man kan dog godt låse en variabel, så

det ikke er muligt at trække i datapunkterne.

Det sker ved hjælp af kommandoen Lock, der

skal udføres i et Beregninger-værksted.
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2 Oprettelse af datasæt: Håndtering af variable
Men lad os komme i gang med et eksempel: Kernen i TI-Nspire CAS er dets unikke evne til at

håndtere variable, så lad os gøre nogle observationer og knytte variable til dem. Det kunne

være om klassen, hvor vi kunne se på datasættet bestående af de enkelte elever karakteriseret

ved forskellige egenskaber, såsom navn, køn, alder, højde osv. Det kan I imidlertid selv lege

med. Her vil vi i stedet se på et eksempel, der også er så simpelt, at vi selv nemt kan taste data

ind. Der er givet følgende oplysninger om fodboldklubberne i superligaen for sæsonen 2009-

2010 (kilde: www.Tipsbladet.dk):

Klub
Anslået spillerbudget 2009-10

i millioner kr.
Points 2009-10

FC København 125 68

OB 47.5 59

Brøndby IF 67.5 52

Esbjerg fB 27.5 50

AaB 37.5 48

FC Midtjylland 37.5 47

FC Nordsjælland 21 43

Silkeborg 21 43

SønderjyskE 17 41

Randers FC 32.5 40

AGF 27.5 38

HB Køge 12.5 19

I den ovenstående tabel er der tre variable: Klub, budget og points. Vi åbner derfor for et Li-

ster og Regneark-værksted og starter med at give et navn til den første variabel – klubbens

navn – ved at klikke på titelfeltet A og skrive løs. Herefter skriver vi navne ind i de føl-

gende celler, idet vi husker at der nu skal gåseøjne " " omkring navne (for at adskille dem fra

symbolske udtryk, idet Lister og regneark også er et symbolsk regneark). Læg mærke til at gå-

seøjne automatisk sættes parvis i indtastningsfeltet, ligesom med parenteser osv.

Alternativt kan man simpelthen kopiere data fra tabel-

len ind i TI-Nspire CAS, hvis man fx har en elektro-

nisk Wordudgave til rådighed. Den første variabel -

klub - er nem nok at indtaste, da den bare består af

en tekst. Sådanne tekstvariable kaldes også for ka-

tegoriske variable, fordi de opdeler klubberne i for-

skellige kategorier, fx efter navn eller geografisk pla-

cering. Tekstvariable er venstrestillede, ligesom i et

almindeligt regneark, og de er karakteriseret ved at de

er omsluttet af gåseøjne " ". I det hele taget minder

tabellen i sin struktur meget om et regneark med

nummererede rækker, idet hver klub har fået tildelt sit

eget indeks, der angiver klubbens plads i tabellen.

Læg også mærke til at søjlerne, dvs. de enkelte vari-

able, alle er født med bogstavnavne – A, B, C osv. –

som i et almindeligt regneark. Det gør det nemt

også at referere til en enkelt celle. I TI-Nspire CAS – som er et dynamisk regneark – kan vi

selv vælge om vi vil arbejde med hele søjler/lister ad gangen (sådan som du måske også kender

det fra din grafregner) eller om vi vil arbejde med enkeltceller (sådan som du kender det fra fx

Excel).

De to næste variable, budget og points er talvariable. De kaldes også for numeriske vari-

able. Talvariable er højrestillede, ligesom i et almindeligt regneark.
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2.1 Oprettelse af grafer: Prikplot og histogram
Hvordan kan vi nu danne os et grafisk overblik over denne tabel? Det kan gøres på flere forskel-

lige måder. Her vil vi nu først se på nogle grafiske metoder til at danne sig et overblik over de

numeriske variable (vi vil senere også se nærmere på graftyperne for kategoriske variable).

Vi kan nu oprette en graf over budgetterne ved at markere søjlen for budget (klik på søjlenav-

net B i titelfeltet) og derefter højreklikke i den markerede søjle. Vi kan da vælge menupunktet

Data > Hurtig-graf, hvorved der automatisk oprettes et Diagrammer og Statistik-værksted

med den ønskede graf:

Man kan også selv oprette et Diagrammer og statistik-værksted. Der åbnes da for en ustruk-

tureret afbildning af datasættet med en tilfældig fordeling af datapunkterne svarende til den før-

ste kategoriske variabel (hvis der er en og ellers den første numeriske variabel). Derefter kan

man som vist klikke i variablen budget på førsteaksen i grafrummet.

Datapunkterne struktureres da i en glidende bevægelse efter værdien af variablen budget og

slutresultatet er det samme som den ovenstående hurtig-graf. Herved fremkommer altså et

prikplot, der giver en god fornemmelse for budgetfordelingen, som er tydeligt højreskæv og
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har en central klump omkring 30 millionerkr. og en lang hale til højre med de to storklubber

Brøndby IF og FC København. Læg mærke til at prikplottet er stakket, dvs. at prikkerne anbrin-

ges oven på hinanden, så vi får en tydelig fornemmelse af fordelingens form.

Selv om klubbernes navne ikke optræder på prikplottet kan vi nemt finde ud af hvem der

gemmer sig bag prikkerne. Hertil oprettes fx en ustruktureret graf (dvs. vi åbner for et dia-

grammer og statistik-værksted, men afsætter ikke variable). Klikker vi på et datapunkt, blin-

ker det nemlig i alle andre grafer. Flytter vi musen hen til det blinkende punkt i den ustrukture-

rede graf fås en oplysningsseddel om værdierne for alle variablene knyttet til datapunktet:

Vi kan også skifte graftype ved at højreklikke og afsætte budgetterne i et histogram:

Histogrammet viser det samlede overordnede mønster

som prikplottet. Vi kan nu tilpasse histogrammet ved at

trække i histogramboksenes kanter eller ved at højreklik-

ke i grafrummet og derved få adgang til menupunktet

Søjleindstillinger > Lige store intervaller. Her kan vi

selv sætte intervalbredden og regulere intervalstar-

ten, dvs. placeringen af det første intervalendepunkt. Vi

vender tilbage til histogrammer med ulige store interval-

ler, der kræver en separat liste over intervalendepunk-

terne.

Betegnelsen frekvens

er det samme som

hyppighed.
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Læg mærke til at hvert af intervallerne starter i det venstre endepunkt. (Der er tale om et tilfæl-

digt valg. I andre undervisningstraditioner kan man derfor møde det modsatte valg, hvor det er

højre endepunkt, der regnes med). Hvis vi fx som vist markerer det ene af typeintervallerne,

kan vi se at det drejer sig om tre klubber med budgetter fra 25 millioner kr. (inklusive) op til 35

millioner kr. (eksklusive). Læg også mærke til at intervallet angives med en lidt anden konventi-

on end den danske, idet der både benyttes kantede og runde parenteser: kantet når parentesen

er lukket og rund når parentesen er åben.

2.2 Oprettelse af grafer: Kvartilsæt og boksplot
Vi kan ordne budgetterne i rækkefølge ved at markere alle variablene Klub, budget og points

og højreklikke for at vælge kommandoen Sorter (herved sikres at alle de markerede søjler ord-

nes samtidigt). Herefter vælger vi dels at sortere efter kolonne b[] (dvs. i vores tilfælde variab-

len budget) og dels at sortere stigende. Læg også mærke til områdebetegnelsen a[]:c[], dvs.

området fra søjle a til søjle c:

Vi finder da - hvor man på den følgende figur skal lægge mærke til at når budgetterne er ens

følges den oprindelige orden, dvs. placeringen efter points, jfr. Esbjerg og AGF med det samme

årsbudget på 27.5 millioner kr. Her kommer Esbjerg foran AGF fordi Esbjerg på forhånd stod

over AGF.
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Vi kan nu aflæse det mindste budget (HB Køge), dvs. minimum, det midterste budget (midt

mellem AGF og Randers FC), dvs. medianen, samt det største budget (FC København), dvs.

maksimum

Min = 12.5 Med = 30 Max = 125

Medianen er den midterste observation. Hvis der er et lige antal observationer, vil

der i stedet være to midterobservationer. Man har da vedtaget, at medianen i dette

tilfælde er gennemsnittet af de to midterste observationer.

Medianen deler nu det ordnede datasæt i to halvdele. Vi kan derfor fortsætte med at fastlægge

medianerne for hver af disse to halvdele. De kaldes første og tredje kvartil Q1 og Q3 (jfr. ordet

kvart, som står for en fjerdedel, idet kvartilerne deler datasættet i fjerdedele). Hvis der er et lige

antal observationer er det oplagt, hvordan datasættet splittes i to halvdele. Med et ulige antal er

det lidt mere indviklet, fordi man i princippet både kan medtage og udelukke den midterste ob-

servation i de to halvdele. I TI-Nspire CAS har man nu vedtaget at man aldrig medtager medi-

anen, dvs. de to halvdele består af de datapunkter, der går forud for medianen og de datapunk-

ter der følger efter medianen:

De to kvartiler udgør medianerne for de to halvdele af det ordnede datasæt. Hvis

der er et ulige antal observationer regnes midterobservationen ikke med til de to

halvdele.

De to halvdele ser altså således ud. Første kvartil Q1 er derfor givet ved 21 millioner kr. i årsbud-

get, mens tredje kvartil Q3 er givet ved 42.5 millioner kr. i årsbudget.

Q1

Q3

Median
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Kvartilsættet bestående af den første kvartil, medianen og den tredje kvartil (hvor medianen

kan opfattes som den anden kvartil) deler datasættet i fire dele, som hver for sig rummer (ca!)

en fjerdedel af observationerne. Tilføjer vi ydermere minimum og maksimum (den nulte kvartil

og den fjerde kvartil) til kvartilsættet kaldes det for det udvidede kvartilsæt eller de fem sta-

tistiske nøgletal. De fem nøgletal styres af kommandoen FiveNumSummary. Der findes i kata-

loget. Den kan anvendes i Beregninger-værkstedet eller som her Noter-værkstedet:

Vi samler ofte de fem nøgletal i et såkaldt boksplot, hvor boksens to ender angiver første og

tredje kvartil, mens medianen markeres med en lodret streg inde i boksen. Boksen indeholder

altså (mindst!) halvdelen af observationerne. Dertil føjer vi vandrette streger, der i princippet

rækker helt ud til den mindste observation og den største observation. Men som udgangspunkt

vil TI-Nspire CAS i stedet vælge at skille de yderste observationer ud, hvis de ligger markant

langt væk fra de øvrige. Flytter vi markøren hen over boksplottet kan vi aflæse de fem nøgletal

Boksplottet giver et klart indtryk af den skævhed der er i budgetterne for klubberne i superliga-

en. Halvdelen af budgetterne ligger i den venstre hale og den venstre halvdel af boksen, som

begge er små i forhold til den højre halvdel og den meget lange højre hale. Boksplottet giver

derimod ikke noget indtryk af hvordan de enkelte individuelle data fordeler sig. Skyldes den høj-

re hale fx blot nogle få observationer eller er der tale om en hel stribe af observationer.

Vælger vi menupunktet Vælg alle punkter fra Handlinger-menuen, ser vi at boksplottet er

udspændt af 9 værdier (hvoraf en del af de mindre værdier optræder flere gange).
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2.3 Afvigere: Tukeys regel
Her kan vi nu få glæde af begrebet en afviger eller perifer observation. En observation kaldes

en afviger eller siges at være perifer, hvis den ligger usædvanligt langt ude i forhold til den

centrale boks. Det er selvfølgelig et skøn, hvornår noget ligger så langt ude at det må betragtes

som ekstremt. TI-Nspire CAS benytter en tommelfingerregel opstillet af den amerikanske stati-

stiker Tukey – der også er ophavsmand til boxplottet – der har vist sig i praksis at være yderst

nyttig til at spotte afvigerne. Tukey tager udgangspunkt i boksens bredde, den såkaldte kvartil-

bredde, dvs. tallet Q3 – Q1:

Tukeys regel: Hvis en observation ligger længere væk end halvanden kvartilbredde

fra den centrale kasse, anses den for at være en afviger. Grænserne for linjestykker-

ne, dvs. nedre kvartil minus halvanden kvartilbredde og øvre kvartil plus halvanden

kvartilbredde, kaldes Tukeys hegn.

I vores tilfælde er kvartilbredden 21.5 millioner kr. (= 42.5 – 21). Halvanden kvartilbredde er

derfor 32.25 millioner kr. Trækker vi 32.25 millioner kr. fra den venstre kant, dvs. Q1 = 21 milli-

oner kr., fås et negativt budget. Dvs. vi skal ned på et negativt budget for at have et ekstremt

lavt budget. Det er der ingen klubber, der har! Tilsvarende skal vi lægge 32.25 millioner kr. til

den højre kant, dvs. Q3 = 42.5 millioner kr. Vi skal altså op over et årsbudget på 74.75 millioner

kr. for at have et ekstremt højt budget. Det er der kun én klub, der har!

Bemærkning: Man behøver ikke få vist de perifere data i et boksplot. Hvis man højreklikker på

boksplottet kan man vælge menupunktet Udvid boxplotgrænser og derved udstrække halerne

til minimum- og maksimum-værdierne helt uafhængigt af om der er perifere målinger til stede.

Tilsvarende kan man få afvigerne tilbage ved at højreklikke og vælge Vis Boxplot afvigere:

Bemærkning: Men hvis man vil inddrage Tukeys hegn i diagrammet, skal man som vist anvende

Plot værdi fra Undersøg data-menuen. Der er ingen direkte kommando til udregning af kvart-

iler, så her må man i stedet benytte stat-variablene, der først lagres når man udfører en stati-

stisk beregning, fx via fivenumsummary-kommandoen. De fås som vist ved at taste stat punk-

tum og så vælge deskriptoren fra rullegardinsmenuen.

2.4 Middelværdien versus medianen
Inden vi forlader eksemplet med superligaen vil vi se på endnu en statistisk deskriptor som kan

være af stor nytte til beskrivelse af data. Som et mål for den centrale eller typiske værdi har vi

indtil videre benyttet medianen. Men i mange sammenhænge vil vi foretrække middelværdien

eller gennemsnittet. I det ovenstående tilfælde skal vi altså finde det samlede budget og divi-

dere det med antallet af klubber, dvs. 12.
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Grafisk tilføjer vi middelværdien ved at vælge menupunktet Plot værdi fra Undersøg data-

menuen. Herefter indskriver vi formlen mean(budget) for at få tegnet middelværdien (og tilsva-

rende formlen median(budget) for at få tegnet medianen)

݉ ݅݀ ݈݀݁ ݃݀ݑܾ =ݐ݁
12.5 +⋯+ 125

12
= 39.5

Gennemsnitsbudgettet i superligaen er altså 39.5 millioner kr., hvilket ligger et godt stykke over

medianen på 30 millioner kr. Det afspejler den uforholdsmæssige store indflydelse afvigeren har

på gennemsnittet. Det er derfor det er godt også at have medianen til rådighed. Medianen ligger

altid i den centrale klump. Ydermere er medianen robust dvs. påvirkes ikke af tilstedeværelsen

af en enkelt eller nogle få afvigere. Medianen er derfor et bedre mål for det typiske årsbudget i

superligaen. For at undersøge den indflydelse det ekstreme årsbudget har på middelværdien kan

vi bare gribe fat i det perifere datapunkt og trække i det.
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Man kan da netop se, hvordan middelbudgettet hele tiden flytter sig, mens medianbudgettet

ligger stille indtil vi kører forbi medianen og selv da giver den kun et lille ryk.

På samme måde rykker kvartilerne selvfølgelig også, når vi passerer dem. Læg dog mærke

til, at vi ikke kan trække middelbudgettet forbi medianbudgettet i det ovenstående eksempel.

Fordelingen forbliver altså højreskæv.

Bemærkning: En sådan dynamisk tilpasning af modellen er fin til at demonstrere,

hvilken indflydelse udvalgte data har på modellen. Men vi kan også ved et uheld

komme til at flytte rundt på datapunkterne. Sker uheldet alligevel må man fortryde et

passende antal gange indtil den oprindelige værdi er genoprettet!

Bemærkning: For at undgå at man

utilsigtet kommer til at trække i et

datapunkt og dermed ændre dets

værdi kan man låse en variabel, i

dette tilfælde budget-variablen.

Det sker ved hjælp af kommando-

en lock, der dog ikke er tilgænge-

lig i Lister og Regneark-

værkstedet. For at låse en variabel

må men derfor åbne Beregnin-

ger-værkstedet, der er det eneste

værksted, hvor man kan låse vari-

able. Som det ses kan man også

få oplyst status for en variabel ved

hjælp af Hent låseoplysninger, dvs. getLockInfo()-kommandoen. Hvis variablen er ulåst re-

turneres 0, hvis den er låst returneres 1. På denne måde kan man styre hvilke variable man kan

trække i og hvordan man kan trække i dem i Diagrammer og Statistik-værkstedet.

2.5 Statistiske beregninger
Til slut vil vi se lidt på mulighederne for at udføre simple statistiske beregninger. Vi kan da dels

udnytte muligheden for at skrive formler i cellerne fra regnearket. Formler er karakteriseret ved

at de starter med et lighedstegn =. Så for at udregne middelbudget og medianbudget benytter vi

som vist formlerne D1 =mean(budget) og D2 =median(budget):
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Men det afgørende er da, at vi holder os fri af de søjler vi har brugt til de variable. Vi skal altså

holde os 'under dobbeltstregen', dvs. indenfor celleregnearket.

Dels kan vi som vist på figuren vælge menupunktet Statistiske beregninger > Statistik

med én variabel fra Statistik-menuen. Dermed har vi adgang til alle de statistiske deskriptorer

som vi har introduceret i det foregående.

Her skal vi først og fremmest være opmærksomme på

at vi både skal angive den liste, som vi vil udregne

statistikken for, og den søjle som vi vil have resulta-

terne skrevet i (og hvor det er vores eget ansvar at

den ikke overskriver andre resultater). De øvrige mu-

ligheder, frekvenslisten og kategorilisten giver mulig-

hed for mere detaljerede statistiske beregninger. Hvis

vi fx har indtastet en hyppighedstabel, så er det listen

over hyppighederne, der skal noteres i frekvenslisten.

Hvis vi ønsker at splitte resultaterne på kategorier, fx

klubber i Jylland og klubber på øerne, så kan det også

lade sig gøre at udregne de såkaldte subtotaler. Men

her udregner vi bare statistikken for én samlet liste

uden at tage hensyn til diverse filtre. Her har vi mar-

keret de fem statistiske nøgletal (der ligger til grund

for boksplottet). Vi ser også middelværdien (der note-

res som ), samt de to spredningsmål, stikprøve-

spredningen sx og populationsspredningen x. Endelig

oplyses antallet af data, i dette tilfælde n = 12.

Øvelse: Prøv nu selv at undersøge pointsfordelingen for de 12 klubber i superligaen.
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2.6 Kombinationsdiagrammer
Vi har hidtil håndteret budget som en numerisk variabel, men de enkelte budgetter er jo tilknyt-

tet klubberne og det kan i forskellige sammenhænge være hensigtsmæssigt at få klubberne med

ind i diagrammet. Man kan da anvende et kombinationsdiagram, som kombinerer en kategorisk

variabel, her klub, med en numerisk variabel, her budget. Diagrammet oprettes da principielt

som et kategorisk diagram, dvs. et søjlediagram eller et cirkeldiagram, men søjlens højde af-

spejler budgettets størrelse, ligesom cirkeludsnittets størrelse afspejler budgettets størrelse. Det

ser således ud: Marker de to første søjler med oplysninger om klub og budget – højreklik i det

markerede område og vælg kombinationsdiagram. Du føres da til en dialogboks, der beder dig

præcisere navnet på den kategoriske liste (X-listen) og den tilhørende værdiliste. Der oprettes

da automatisk et vindue med et Diagrammer og statistik-værksted:

Som udgangspunkt vises klubberne i samme rækkefølge som i kategorilisten (som her var ord-

net fra mindst til størst budget). Men rækkefølgen kan man selv bestemme. Højreklikkes får man

adgang til at sortere efter rækkefølgen i listerne, rækkefølgen efter værdierne (fra størst til

mindst) og alfabetisk rækkefølge.

Men man kan også bare gribe en etiket for en af kategorierne og flytte rundt på den med musen

efter forgodtbefindende. Der er altså frit slag!

Som det ses er der også mulighed for at få vist alle etiketter, altså oplysninger om de enkelte

søjler på én gang. Det kan da betale sig at justere den lodrette akse, så der bliver plads over

søjlerne til at vise oplysningerne:
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Vi ser da fx at FC København bruger mere

end ¼ af det samlede budget i superligaen og

næsten dobbelt så meget som sin nærmeste

konkurrent Brøndby IF. Det er altså ikke uden

grund at FC København blev skilt ud som en

afviger!

De samme tendenser kan selvfølgelig også

ses på cirkeldiagrammet vist nedenunder

med Vis alle etiketter slået til. Denne gang

får vi kun oplyst procentfordelingen, som

netop er cirkeldiagrammets særkende.

Man kan godt selv oprette kombinations-

diagrammer i diagrammer og statistik. I så

fald skal man blot højreklikke i diagramområ-

det og vælge Tilføj X-variabel med værdi-

liste eller Tilføj Y-variabel med værdiliste,

hvis man foretrækker vandrette søjler.

Bemærkning: Man kan også godt tilføje flere

værdilister ved at højreklikke og derved op-

rette et grupperet søjlediagram.

Afslutningsvis bemærker vi at kombinationsdiagrammet har sit eget logo , så man aldrig

behøver være i tvivl om hvordan diagrammet er oprettet; Og at den numeriske variabel for et

søjlediagram godt kan antage negative værdier. Derimod kræver et cirkeldiagram positive vær-

dier.
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3 Numeriske variable opdelt på kategorier
3.1 Grafisk sammenligning af to fordelinger fra ét datasæt
Vi ser nu på den situation, hvor vi har brug for at sammenligne to fordelinger. Som udgangs-

punkt kan vi fx se på følgende datasæt, hvor vi har målt højderne for en bestemt 1g-klasse:

Af prikdiagrammet ses, at højderne

falder i to større klumper, en stor

central klump omkring 170 cm og en

mindre klump øverst omkring 187

cm. Men opretter vi også et søjledia-

gram for køn i klassen og markerer

vi drengene kan vi tydeligt se i prik-

diagrammet at drengenes højder

typisk ligger øverst i den samlede

fordeling og pigernes tilsvarende

nederst i den samlede fordeling. Det

gør det nærtliggende at undersøge

sammenhængen mellem køn og

højde, dvs. sammenligne drengenes

højde og pigernes højde. Vi afsætter

da den uafhængige variabel køn ud

af førsteaksen og den afhængige variabel højde op af andenaksen (og skifter til boksplot). Der-

ved får vi netop kombineret de to grafer for oven.

Det ses da tydeligt at drengenes boksplot ligger væsentligt højere end pigernes boksplot,

idet de to kasser er skilt helt ad (dvs. drengenes første kvartil ligger over pigernes tredje kvartil,
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ligesom drengenes median ligger over pigernes maksimum og tilsvarende ligger pigernes median

under drengenes minimum). De højeste 50% af drengene er altså højere end samtlige piger li-

gesom de laveste 50% af pigerne er lavere end samtlige drenge.

Vi ser også at drengenes fordeling ser ud til at være højreskæv, mens pigernes fordeling ser

ud til at være venstreskæv. Det kan vi bekræfte ved at tilføje middelværdierne til boksplottet,

idet vi vælger Plot værdi fra Undersøg data-menuen:

Vi ser da netop at middelhøjden for drengens tilfælde ligger over medianen, mens den for piger-

nes tilfælde ligger under medianen.

3.2 Statiske beregninger for to fordelinger fra ét datasæt: Subtotaler*
Vi kan også udføre statistiske beregninger på de to køn hver for sig, dvs. finde subtotaler.

Det er lidt kompliceret, så afsnittet kan overspringes i første gennemlæsning. Det kræver at vi

først opretter særskilte kategorilister for de to køn, hvor vi skriver "Dreng" i listen for dreng og

"Pige" i listen for pige:

Vi placerer så markøren i den sidste kolonne, her e[] og vælge menupunktet Statistik>Sta-

tistiske beregninger>Statistik med en én variabel: Vi svarer herefter ja til en enkelt liste

(nemlig listen over højder), men i dialogboksen for statistik med én variabel tilføjer vi nu katego-

rilisten køn, dvs. vi meddeler at den statistiske beregning for højde skal afhænge af hvad der

står i kategorilisten køn. Herefter sætter vi et filter på i Medtag kategorier, idet vi kun medta-

ger dreng! Resultatet er da netop at vi får udregnet drengens middelhøjde osv. Bagefter genta-

ger vi det samme men nu med pige i Medtag kategorier, dvs. denne gang er det kun pigerne,

der inddrages i den statistiske beregning.
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Bemærkning: De statistiske resultater af de to beregninger gemmes i hver sin statistiske varia-

bel. Det fremgår af formelfelterne, hvoraf vi kun ser det sidste i det ovenstående skærmbillede:

Man kan ikke referere direkte til statistiske variable i Lister og regneark-værkstedet, men man

kan gøre det i Noter-værkstedet eller Beregninger-værkstedet. Her viser vi det i Noter-værk-

stedet, hvor vi opretter et matematikfelt (CTRL M), skriver stat1. og vælger fx ҧݔ

Læg mærke til at variablen തharܠ૚Ǥܜ܉ܜܛ et fornavn stat1 og et efternavn തadskiltܠ af et punktum.

Så snart man taster punktummet, dukker som vist et rullevindue op med de mulige variabelnav-

ne hørende til stat1. Det gør det meget nemt at fiske værdierne for de statistiske beregninger!
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3.3 Grafisk sammenligning af to adskilte/ustakkede datasæt
I det ovenstående eksempel med klassens højder var alle data

samlet i et enkelt datasæt. Men sådan er det desværre ikke altid.

Ofte præsenteres man for data der på forhånd er skilt ud i to sepa-

rate datasæt. Man kan da enten samle de to adskilte datasæt i et

enkelt datasæt (vi viser senere hvordan) eller man kan arbejde

direkte med de to adskilte datasæt.

Vi viser teknikkerne til det sidste med det samme eksempel med

højderne, men nu blot præsenteret som to datasæt, ét for drenge-

nes højder og ét for pigernes højder (i modsætning til før hvor hver

række handlede om ét bestemt individ og angav navnet, kønnet og

højden for dette individ er der nu ikke længere nogen umiddelbar

tilknytning mellem dataene i de forskellige søjler, der oven i købet

har forskellig længde).

Det er nu trivielt at få oprettet et prikplot over drengenes højder

ved at afsætte dem langs førsteaksen. Men hvordan får vi nu piger-

nes højder med ind i det samme diagram, så vi umiddelbart kan

sammenligne dem? Det gør vi ved at højreklikke på aksefeltet og

vælge Tilføj X-variabel, hvorefter vi tilføjer pigernes højder.

Derefter kan de selvfølgelig omdannes til boksplot på sædvanlig vis. Men denne gang kan vi altså

ikke afsætte boksplottene lodret som i det foregående tilfælde, hvor vi havde et frit valg:

Hvis vi nu vil tilføje middelhøjderne ved hjælp af Plot værdi fra Undersøg data-menuen må vi

også gøre det af to omgange, én for drenge og én for piger.
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3.4 Statistiske beregninger for to adskilte/ustakkede datasæt
Det er altså lidt mere klodset at håndtere sammenligningen af to fordelinger grafisk, når data-

sættet som udgangspunkt er splittet på to adskilte datasæt. Til gengæld er det nemmere at ud-

føre de statistiske beregninger. Som før vælger vi Statistik med én variabel fra Stati-

stik>stat-beregning menuen, men denne gang vælger vi bare de to lister!

En anden fordel med de adskilte datasæt er at det er nemt at farvelægge regnearket i overens-

stemmelse med grafernes farvelægning:
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3.5 Om samling og opdeling af datasæt*
Det følgende afsnit er lidt teknisk og kan roligt overspringes i første omgang! Men i projektarbej-

der vil man ofte komme ud for at det er praktisk at kunne opdele et enkelt datasæt i flere delsæt

og tilsvarende samle adskilte datasæt i et enkelt datasæt. Først samler vi det ovenstående ad-

skilte datasæt. Vi tilføjer da først yderligere to lister svarende til variablen med det 'skjulte køn'.

Derefter stabler vi variablene ved at bruge augment-kommandoen for sammenkædning af lister

Dermed er det oprindelige adskilte datasæt baseret på listerne drenge og piger omdannet til et

enkelt samlet datasæt baseret på listerne køn og højde. Disse to nye lister kan nu evt. kopieres

over i en ny opgave eller et nyt dokument for videre bearbejdning.
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Vender vi i stedet tilbage til det oprindelige datasæt baseret på hele klassens højdetal må vi

nu først sortere datasættet efter køn:

Derefter er det nemt at sværte drengenes højder til og overføre dem til en ny liste og tilsvarende

for pigernes højde:
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4 På opdagelse i data
Vi har nu fået en første fornemmelse for strukturen af et datasæt. Kernen i den beskrivende sta-

tistik er de grafiske fremstillinger af data. Øjet er vores bedste mønstergenkender, så når vi vil

danne os et overblik over strukturen for et datasæt, dvs. fordelingen af de variable, er det langt

det nemmeste, hvis vi begynder med at visualisere fordelingen før vi kigger dybt i tabeller og

begynder at udføre indviklede beregninger. Det udtrykkes ofte med sloganet: 'Du skal tegne, før

du kan regne'.

Den mest grundlæggende graftype for en numerisk variabel hørende til et datasæt er prikplot-

tet. Men dertil kommer så de supplerende graftyper: histogram, boksplot og normalfordelings-

plot, som hver for sig er gode til at fremhæve forskellige sider af strukturen.

Hvad er det så man kan hæfte sig ved, når man forsøger at danne sig et indtryk af strukturen

for en variabel? Der er første og fremmest følgende tre kendetegn: Form, niveau og spredning.

1. Form: Ligger dataene jævnt fordelt ud over et interval eller er de fleste data samlet i en eller

flere klumper? Ligger dataene symmetrisk eller ligger de skævt. Som hjælp til det sidste kan

man også se på forskellen mellem middelværdien og medianen, der kan opfattes som et mål

for skævheden.

2. Niveau: Hvad er den typiske værdi for variablen? Hvis dataene med tilnærmelse ligger

symmetrisk, vil vi ofte foretrække middelværdien som den typiske værdi, men hvis dataene

ligger skævt vil vi ofte foretrække medianen som den typiske værdi.

3. Spredning: Ligger dataene meget tæt på den typiske værdi eller spreder de sig ud over et

stort område? For en jævn fordeling, vil vi ofte benytte variationsbredden (forskellen mel-

lem den mindste og den største værdi) som et mål for spredningen. For en fordeling med en

central pukkel og lange haler ud til siden vil vi ofte benytte kvartilbredden (tykkelsen af kvar-

tilboksen) som et mål for spredningen.

Men andre kendetegn kan også falde i øjnene: Er der fx tydelige huller? Er der tydelige perife-

re/afvigende observationer osv.

4.1 Rayleigh og densiteten for kvælstof
Som et typisk eksempel på en opdagelsesrejse i et datasæt vil vi se på et berømt historisk

eksempel (http://web.lemoyne.edu/~GIUNTA/RAYLEIGH.HTML): Rayleighs undersøgelse af den-

siteten for kvælstof N2, som udgør den vigtigste komponent i atmosfærisk luft. Den næst vigtig-

ste er ilt O2. Ved at fjerne ilten fra atmosfærisk tør luft kunne han isolere kvælstoffet. Tilsvaren-

de kunne han frembringe rent kvælstof ved at nedbryde forskellige simple kemiske forbindelser.

Derved fandt han frem til følgende eksperimentelle data (der kan hentes på Texas hjemmeside)
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For at danne sig et indtryk af fordelingen for de målte vægte afbildes de i et prikdiagram hen-

holdsvis et boksplot.

Prøver vi først at se på boksplottet er boksen usædvanlig bred i forhold til de to haler. Samtidigt

er fordelingen tydeligt højreskæv, idet den højre del af boksen er meget større end den venstre

del; dette bekræftes yderligere af at middelværdien ligger langt inde i den højre del. Men der ud

over er det svært at se på boksplottet, hvad det egentlig er, der gør fordelingen så usædvanlig.

Kigger vi derimod på prikplottet falder det tydeligt i øjnene at fordelingen er skilt ad i to (må-

ske endda tre) klumper: En snæver klump yderst til højre omkring massen 2.310g og en tilsva-

rende bredere klump til venstre omkring 2.299g (og måske er der endda tegn på en tredje

klump omkring 2.3015g).

Hvad kan nu være årsagen til denne opsplitning af datasættet? Opretter vi et prikdiagram for

listen kilde og markerer vi efterfølgende den snævre klump omkring 2.310g i prikdiagrammet

for vægt ses det tydeligt i kilde-diagrammet, at den er koblet til de målinger, der stammer fra

atmosfærisk luft.
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Der er altså tydeligvis en skjult variabel, der giver anledning til en systematisk forskel på den

kvælstof, der isoleres fra den atmosfæriske luft og den kvælstof, der isoleres fra forskellige ke-

miske forbindelser. Det samme kan ses tydeligt på grafen, hvis vi benytter variablen kilde til at

splitte prikplottet:

I virkeligheden er der altså tale om en sammenblanding af to adskilte datasæt. Det kan vi se

endnu tydeligere, hvis vi indfører en sammensat variabel, Oprindelse, der skelner mellem de

målinger, der stammer fra kemiske forbindelser og de målinger, der stammer fra atmosfærisk

luft. Vi indskriver derfor den følgende betingede celleformel

hvor skabelonen hentes i skabelonpaletten i det venstre sidepanel.

Bemærkning: Den kan også skrives ved hjælp af kommandoen IfFn (if-funktionen):
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Ved at indføre Oprindelse som uafhængig variabel og Vægt som afhængig får vi netop tydeligt

adskilt de to grupper af data:

Tilbage stod så bare at identificere den sande natur af den skjulte variabel: Hvorfor adskilte den

kvælstof, der blev udskilt af atmosfærisk luft sig fra den kvælstof, der blev isoleret fra en kemisk

forbindelse? Rayleigh gættede på at den atmosfæriske luft måske indeholdt et ukendt stof, der

forstyrrede målingerne. I så fald repræsenterer målingerne fra de kemiske forbindelser den rene

kvælstof, mens målingerne fra den atmosfæriske luft er 'forurenet' af det skjulte stof. Hvis dette

skjulte stof havde en højere densitet end kvælstof, ville det netop kunne trække målingerne en

anelse i vejret, så de kom til at ligge på et højere niveau. Rayleigh gik på jagt efter det ukendte

stof, hvorved han netop opdagede den første ædelgas, argon, hvilket udløste en nobelpris. Be-

mærk i øvrigt hvordan hans opdagelse kun kunne lade sig gøre, fordi han dels målte meget præ-

cist, dels benyttede flere af hinanden uafhængige metoder til fremstillingen af kvælstof.
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4.2 På jagt efter variabelsammenhænge
Hvis vi er i gang med at undersøge et datasæt vil vi typisk kigge på mulige sammenhænge mel-

lem to variable. Der bliver da forskellige muligheder, idet der er to fundamentalt forskellige vari-

able, de kategoriske variable og de numeriske variable. De tre typer sammenhænge vi kan se

efter er derfor:

1) Sammenhængen mellem to numeriske variable

2) Sammenhængen mellem en kategorisk og en numerisk variabel

3) Sammenhængen mellem to kategoriske variable

Vi ser her på det første tilfælde:

Num-Num:

Her kan vi fx vende tilbage til datasættet med superligaklubberne

Her har vi nu netop to numeriske variable: budget og points. Det er da ikke svært at forestille

sig at der er en sammenhæng mellem spillerbudgettet og så det antal points man får i kampen

med de andre. Jo større budget, jo dyrere spillere og dermed forhåbentligt også bedre spillere.

Alt andet lige ville man derfor nok forvente at klubberne med de store budgetter klarer sig bedst.

Vi afbilder derfor budget ud af førsteaksen som den uafhængige variabel og points op af an-

denaksen som den afhængige variabel:

Her kan man jo nok genkende en stigende tendens! Vi har tydeliggjort tendensen ved at tilføje

middelværdierne for budget (lodret) og points (vandret) ved hjælp af menupunkterne Plot

værdi og Plot funktion fra Undersøg data-menuen. I forhold til tyngdepunktet (middel_bud-

get, middel_points) )ligger 3 af klubberne i ’første kvadrant’ (+,+) og de 6 af klubberne i ’tredje

kvadrant’ (–,–) svarende til en voksende sammenhæng.
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For at undersøge den voksende sammenhæng nærmere kan vi nu tilføje en lineær regression fra

Undersøg data-menuen. Læg mærke til at regressionslinjen netop går gennem tyngdepunktet!

Da hældningen er ca. 0.3,

ser vi altså at alt andet lige

så vil en ekstra investering

på 10 millioner i spillerbud-

gettet føre til at øget points-

antal med 3 points. Men

modellen er jo ikke meget

præcis, for datapunkterne

ligger ikke så overbevisende

tæt på tendenslinjen. Udfø-

rer vi som vist den lineære

regression i Lister og Reg-

neark-værkstedet fås da

også kun en forklaringsgrad

på 62%.

Vi kan også supplere med såvel et residualplot som de residuelle kvadrater fra Undersøg

data-menuen. Vi ser da på den følgende figur, at de typiske residualer ligger mellem -5 og +5

og at summen af de residuelle kvadrater er 640.661. Den rette linje er fastlagt ud fra mindste

kvadraters metode, dvs. den rette linje er lagt, så summen af kvadraterne er mindst mulig. Vi

ser også, at der ikke er noget tydeligt mønster i residualerne, om end det kunne se ud som om

der er en tendens til at de starter og slutter lavt. Det tyder på at den lineære model er en rimelig

model. De tre klubber der afviger mest: OB og Esbjerg til den positive side og Køge til den nega-

tive har derfor blot klaret sig overraskende godt henholdsvis overraskende dårligt i forhold til

deres investeringer.
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Den lineære model er selvfølgelig ikke den eneste

mulige. En anden mulighed er potensmodellen, som

forudsætter en form for proportionalitet mellem ind-

satsen (budgettet) og udbyttet (pointene). Vi skal da

blot i stedet vælge en Potensiel regression i Un-

dersøg data-menuen:

Summen af residualkvadraterne oplyses kun for lineære modeller! Residualplottet minder om det

foregående, så også denne model kan med rimelighed bruges. I modsætning til den lineære mo-

del flader den ud, dvs. det er nærmest indbygget i modellen at penge spiller en mindre og min-

dre rolle, jo større budgettet er. Vi er heller ikke her i nærheden af en ligefrem proportionalitet,

så selv om FX København har et spillerbudget, der er stort set dobbelt så stort som den nærme-

ste konkurrent Brøndby IF, så får de bestemt ikke dobbelt så mange points.

I potensmodellen er det nu eksponenten på ca. 0.40, der er den afgørende i beskrivelsen af

væksten, som er en procent-procent-vækst. Dvs. hvis vi investerer 10% mere i spillerbudgettet

bør vi forvente en stigning på ca. 4% i pointene.

Bemærkning: Det er ikke muligt objektivt at vælge mellem de to modeller, den lineære og po-

tensmodellen i det ovenstående tilfælde. Afhængigt af hvad det er man vil fremhæve kan man

derfor bruge den ene eller den anden efter behov. Man kunne nu måske tro at man kunne vælge

mellem de to modeller ved at inddrage forklaringsgraderne for de to modeller. Men det giver

desværre ingen mening, dels fordi potensregressionen ikke direkte benytter sig af mindste kva-

draters metode, dels fordi forklaringsgraden for potensregressionen ikke udregnes direkte på

grundlag de originale rå data. Vi vil dog ikke forfølge dette nærmere her.
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4.3 Forklaringsgraden for en lineær regression*
Det følgende afsnit er lidt teknisk og kan roligt overspringes i første omgang! Men i projektarbej-

der vil man ofte komme ud for at det er praktisk selv at kunne beregne en forklaringsgrad og det

er derfor vigtigt at kende teknikken. Her forklarer vi den med udgangspunkt i eksemplet med

sammenhængen mellem budget og points for superligaklubberne. Udgangspunktet er summen af

kvadraterne, dvs. 604.661. Hvis det er et lille tal, vil vi opfatte modellen som god. I modsat fald

vil vi opfatte modellen som dårlig. Men et tal som 604.661 er jo ikke i sig selv stort eller lille. Det

bliver det kun, når vi sammenligner det med en standard. Vi skal derfor have en passende stan-

dard vi kan sammenligne den lineære regression med. Udgangspunktet var vores antagelse om

at datasættet alt andet lige kunne beskrives med en lineær sammenhæng. Alternativet er at der

slet ikke er nogen sammenhæng, dvs. pointene afhænger i virkeligheden slet ikke af budgetter-

ne. I så fald svinger pointene altså rent tilfældigt op og ned omkring deres middelværdi. Det kan

vi beskrive med en vandret linje med ligningen y = mean(points). Det er ikke svært at tegne en

sådan linje med Plot funktion fra Undersøg data-menuen, men vi kan ikke få oplyst de resi-

duelle kvadrater umiddelbart. I stedet må vi så tilføje en flytbar linje og regulere på den så den

bliver vandret ved at dreje den ud i siderne og flytte den op og ned midtpå. Denne flytbare linje

er nemlig tilknyttet en sum af kvadrater og flytter vi den hen til den ligger oven på middelværdi-

en ser vi netop, at vi får den mindst mulige kvadratsum blandt alle de vandrette linjer:

Det fører til den tilnærmede værdi 1580.74 for den vandrette linje y = mean(points), hvor da-

tapunkterne antages at svinge rent tilfældigt omkring deres middelværdi. Hvis vores antagelse

om den lineære tendens skal være rimelig må det nu føre til en væsentlig bedre model end an-

tagelsen om, at der slet ikke er nogen sammenhæng. Dvs. kvadratsummen 604.661 for den

lineære regression må være væsentligt mindre end kvadratsummen 1580.74 for den bedste

vandrette linje. Vi kan derfor se på hvor mange procent de 640.661 udgør af 1580.74:
604.661

1580.74
= 38.25%

I sammenligning med antagelsen om at der slet ikke er nogen sammenhæng er det altså lykke-

des os at reducere summen af kvadrater med 61.75%, dvs. det er lykkedes os at forklare

61.75% af variationen ved at bruge den lineære model. Dette er forklaringen på forklaringsgra-

den r2 = 61.75% 

Hvis vi selv skal udføre beregningen i regnearket skal vi have fat i de to kvadratsummer hø-

rende til den bedste vandrette linje og den bedste skrå linje. De kan dels udregnes med celle-

formler dels kan de trækkes ud af statistik for en enkelt variabel, idet det allersidste punkt

SSX ≔ ∑(x − xത)ଶ netop svarer til kvadratsummen (variationen).

Først celleformlerne, hvor vi udnytter at vi ved, hvor forskriften for den lineære regressions-

funktion er gemt:
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Læg mærke til at denne formelgymnastik kan bruges på en vilkårlig model til beskrivelse af

sammenhængen uanset om den kommer fra en regressionsmodel eller ej.

Dernæst statistik med en enkelt variabel, hvor vi udnytter at de statistiske variable for den li-

neære regression er gemt i stat5:

SSX for residualerne, dvs. 604.661, er da netop summen af kvadraterne hørende til den lineære

regression, mens SSX for variablen points, dvs. 1580.67, netop er summen af kvadraterne hø-

rende til den vandrette linje gennem middelpointene. Forklaringsgraden fås nu på sædvanlig vis

Læg mærke til at denne teknik kun kan bruges, hvis vi kender residualerne for modellen, dvs. i

praksis kan den kun anvendes på de indbyggede regressionsmodeller.
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4.4 Sammenhængen mellem ordinale variable: Gamma-graden*
Det følgende afsnit handler om en speciel problemstilling af særlig interesse for biologi og sam-
fundsfag og kan overspringes i første gennemlæsning.

I biologi og samfundsfag vil de enkelte variable ikke altid være numeriske, men de kan sta-
digvæk rangordnes. I spørgeskemaer kan man fx spørge om respondenten er meget uenig, lidt
uenig, lidt enig eller meget enig. I sådanne tilfælde opererer man altså med kategoriske variable,
der kan rangordnes entydigt. Sådanne variable kaldes ordinale variable (dvs. variable, der kan
ordnes i rækkefølge).

Som et eksempel kan vi se på patienter, der undersøges for deres blodtryk. Samtidigt regi-
strerer man forskellige variable, fx deres træningstilstand og deres alkoholforbrug. Resultaterne
er indsat i et regneark, hvoraf vi kun viser de første 20:

De to forklarende variable, træning og alkoholforbrug, antager tre værdier: Lav, mellem og

høj, mens responsvariablen blodtryk er kodet lidt mere omhyggeligt, som 0_normalt, 1_højt og

2_meget højt. Vi skal nemlig arbejde med grupperede søjlediagrammer, hvor vi ikke direkte kan

styre rækkefølgen af responsvariablen. Vi opretter et Diagrammer og statistik-værksted og

indsætter først fx den forklarende variabel træning. Derefter højreklikker vi og vælger Opdel

kategorier efter variabel og tilføjer responsvariablen blodtryk, dvs. vi splitter variablen træ-

ning ved hjælp af variablen blodtryk. Til sidst omsætter vi diagrammet til et søjlediagram og

vælger menupunktet Vis alle etiketter i menuen for Diagramegenskaber. Vi får da talt alle

kombinationer af de to variable op og kan aflæse deres værdier i diagrammet. Vi lægger mærke

til tendensen til at blodtrykket falder, når man træner meget: Lav træning har fx den højeste

forekomst af Meget højt blodtryk. Men tendensen er ikke helt entydig, og fremstår ikke helt så

klart som vi måske kunne ønske os.

Det er her gamma-graden kan komme i spil. Vi skal da have omsat data til en krydstabel.

Der findes snedige kommandoer til at frembringe en sådan krydstabel, men langt det nemmeste
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er at aflæse tallene fra det ovenstående diagram. Læg mærke til at tabellen er opbygget ligesom

i et koordinatsystem, dvs. den lodrette akse peger opad!

Ideen er nu at man kigger på hvad der sker med den afhængige variabel, når den uafhængige

variabel ændres: Der er tre muligheder, den kan vokse, den kan aftage og den kan forblive kon-

stant. For hvert eneste par af datapunkter registreres hvad der sker. Derefter tæller man det

samlede antal par, hvor de følges ad, dvs. når den ene vokser, vokser den anden også. Sådanne

par vil vi kalde voksende par (concordant pairs). Tilsvarende tæller man det samlede antal par,

hvor de reagerer modsat, dvs. når den ene vokser aftager den anden. Sådanne par vil vi kalde

aftagende par (discordant pairs). Endelig ignorerer alle de par, hvor enten den uafhængige

eller den afhængige variabel forbliver konstant. Sådanne par vil vi kalde konstante par (ties). I

praksis foregår det således: For en given celle, deles skemaet op af den vandrette række gen-

nem cellen og den lodrette søjle gennem cellen:

Her er det midtercellen 51 vi tager udgangspunkt i. Den vandrette række og den lodrette søjle

ignoreres, da de genererer konstante par. Resten af cellerne fordeles på fire kvadranter i forhold

til den valgte celle: Første og tredje kvadrant, dvs. 17 og 52 svarer til voksende par (hældningen

er positiv). Anden og fjerde kvadrant, dvs. 31 og 70 svarer til aftagende par (hældningen er ne-

gativ). Midtercellen involverer altså 51·17+51·52 = 51·69 voksende par og tilsvarende

51·31+51·70 = 51·101 aftagende par (hvorfor der er flere aftagende end voksende par). Men for

at få alle mulige kombinationer talt op systematisk begynder vi i nederste venstre hjørne med de

voksende par og øverste venstre hjørne med de aftagende par:

Voksende par: Der er i alt 9 kombinationer med voksende par: 12800

52·(13+17+51+48) 68·(13+17) 49·(17+48) 51·17

Aftagende par: Der er i alt 9 kombinationer med aftagende par: 19954

52·(13+17+51+48) 68·(13+17) 49·(17+48) 51·17

Der er altså 19954 aftagende par mod kun 12800 voksende par, hvilket bekræfter den aftagende

tendens: Jo mere træning man foretager, jo mindre vil blodtrykket alt andet lige være. Gamma-

graden defineres så som forskellen mellem antallet af voksende og aftagende par, divideret med

summen af voksende og aftagende par, dvs. brøken:
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V A

V A







Gammagraden vil altid ligge mellem -1 og 1 og den vil være negativ for aftagende sammenhæn-

ge, positiv for voksende sammenhænge. Den vil kun være -1, hvis der er tale om en rent aftagen-

de sammenhæng, dvs. der er slet ingen voksende par: V = 0. Den vil kun være +1, hvis der er

tale om en rent voksende sammenhæng, dvs. der er slet ingen aftagende par: A = 0. Endelig vil

den være 0, når der er lige mange voksende som aftagende par, dvs. sammenhængen er hverken

voksende eller aftagende.

Men kan nemt udregne gamma-graden i regnearket:

Gammagraden er altså i dette tilfælde -0.218 eller -21.8%. Gammagraden kan fortolkes lidt på

samme måde som forklaringsgraden: Vi ignorerer de konstante par og ser på et vilkårligt par af

observationer, hvor x-rangen vokser. Vi kan da forudsige at y-rangen vil aftage. Men forudsigelsen

er ikke perfekt, men behæftet med en fejl, da der også vil forekomme tilfælde, hvor y-rangen

vokser, selv om gamma-graden som her er negativ. Men det at vi kender gamma-graden tillader

os at sige at usikkerheden på y-rangen er blevet reduceret med 21.8%. De voksende par udgør

kun 39.1 % af alle ikke-konstante par, mens de aftagende par udgør 60.9% af alle ikke-konstante

par. Det er altså mere sandsynligt at trække et tilfældigt aftagende par end et tilfældigt voksende

par. Men forskellen er trods alt kun 21.8%, så det er ikke nogen stærk aftagende sammenhæng.

Styrken ved gamma-graden er at den er nem at beregne og nem at forstå. Svagheden er især at

den ikke tage hensyn til konstante par. Hvis der er rigtigt mange konstante par i forhold til de

voksende og aftagende par giver den derfor ikke megen mening. Den er også symmetrisk, dvs.

den fortæller ikke noget om hvilken vej en eventuel kausal sammenhæng mellem de to variable

peger: Vi får præcis den samme gamma-grad, selv om vi vender tabellen.

Øvelse: Prøv nu selv at undersøge sammenhængen mellem blodtryk og alkoholforbrug. Du skulle

da gerne finde en gamma-grad på 0.205190.
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5 Grupperede observationer
5.1 Gruppering af data: Hyppigheder/frekvenser
Når vi indsamler data, så er de indsamlede data, de rå data, den kilde som vi senere kan udvin-

de alle informationerne fra. De rå data udgør statistikkens hellige gral (på samme måde som de

eksperimentelle data i naturvidenskaberne) og vi bør altid så vidt muligt arbejde direkte med de

rå data, fordi de kan vendes og drejes og dermed ses fra alle synsvinkler, hvorved vi i et rigt

datasæt kan blive ved med at gå på opdagelse og opdage nye sammenhænge.

Men når man præsenterer sine konklusioner vil man ofte forenkle situationen og kun vise de

forarbejdede data, der umiddelbart understøtter ens konklusioner. Typisk vil man gruppere

data, dvs. slå dem samme i et mindre antal grupper, hvor man så ikke længere skelner mellem

de individuelle data. Det kan være i form af et boksplot, hvor datasættet deles i fire lige store

grupper efter størrelse, eller det kan være i form af et histogram, hvor man har valgt en passen-

de intervalinddeling for at fremhæve nogle typiske træk ved fordelingen. Når man på denne må-

de grupperer sine data mister man altså information: De forarbejdede data repræsenterer halv-

fabrikata. Hvis vi kun har adgang til de grupperede data kan vi derfor ikke længere drage præci-

se konklusioner, men må nøjes med tilforladelige skøn. Vi kan sammenligne det med tilbered-

ning af mad: Hvis vi har alle råvarerne til rådighed kan vi lave alle mulige varianter af retter,

men hvis råvarerne først er hældt sammen i en stor gryde og kogt sammen til en grød er der

ikke så meget mere at stille op, selvom der stadigvæk kan tilføjes forskellige krydderier.

Alligevel er det vigtigt at have kendskab til de vigtigste metoder til at trække informationer ud

af grupperede data, da det ofte er på den form vi vil møde data i andres undersøgelser, når de

fremlægges i fx avisartikler eller hentes på nettet, og kun ved at kende til sådanne teknikker vil

vi kunne forholde os kritisk til de påstande, der er knyttet til undersøgelsen.

I det følgende afsnit ser vi derfor på i hvor høj grad det stadigvæk i forbindelse med gruppere-

de data er muligt at skønne troværdigt over størrelsen af medianer, kvartiler, middelværdier

osv., ligesom vi ser nærmere på hvilke graftyper vi kan tilnærme med grupperede data.

Centralt for de grupperede data står hyppighedstabellerne, hvor observationerne er inddelt i

passende intervaller, hvorefter man har talt op hvor mange observationer der falder i de enkelte

observationsintervaller. Det er på basis af disse hyppighedstabeller vi skal forsøge at uddrage

troværdige informationer. Da vi ikke kender de individuelle data i de enkelte intervaller gør vi nu

følgende antagelse:

De individuelle data i et givet observationsinterval antages at være tilfældigt fordelt i

intervallet og antages derfor at ligge jævnt fordelt indenfor intervallets grænser.

Det behøver ikke være tilfældet i virkeligheden, men hvis ellers data er udvalgt rimeligt tilfældigt

er det ret usandsynligt, hvis de fx systematisk alle ligger i den venstre halvdel af intervallet.
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Lad os nu hente nogle data på nettet. Det kan fx være data fra Danmarks statistik, der har sam-

let deres data på webstedet www.statistikbanken.dk . Vi kan fx hente data fra retsvæsenet:

Her kan vi så interessere os for ofrene for de anmeldte forbrydelser

Som man kan se er der 90 forskellige slags forbrydelser, der bliver registreret startende med

sædelighedsforbrydelser. Vi slår alle forbrydelserne sammen ved at undlade at markere i over-

trædelsens art og vælger tilsvarende at opdele data i alle aldersgrupper (men ikke Uoplyst

alder), begge køn (men ikke Uoplyst køn) samt årstallet 2009. Derefter taster vi Vis tabel.

Data hentes nu fra Danmarks statistik og vises i en sammentalt tabel. Denne tabel kan derefter

eksporteres til Excel, hvorfra vi henter den ind i TI-Nspire CAS. Dette er langt den nemmeste

platform hvorfra man kan hente data over i TI-Nspire CAS.
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→

Som vist er det kun tabeldataene, der overføres til TI-Nspire CAS. Variabelnavnene tilføjes ef-

terfølgende. Men nu har vi fået en hyppighedstabel i kassen og kan begynde at se på data!

5.2 Kombinationsdiagram: Søjlediagrammer og cirkeldiagrammer
Første pointe er nu at da der er tale om en hyppighedstabel skal

vi bruge et kombinationsdiagram til at afbilde data. De alminde-

lige grafer virker kun på rå data, men her skal vi jo kombinere

en kategoriske variabel, aldersgruppe, med en numerisk vari-

abel, hyppighederne for mænd hhv. kvinder. Da vi i dette til-

fælde har et meget stort antal ofre for kriminalitet, der langt

overstiger det maksimale antal rækker på 2500 er der ingen

mulighed for at rekonstruere de rå data som lister. Anden poin-

te er at da udgangspunktet er en kategorisk variabel, kan vi i

første omgang kun frembringe et søjlediagram eller et cirkeldi-

agram (prikdiagrammer er ikke til rådighed for kombinationsdi-

agrammer, da antallet af datapunkter kan være vilkårligt stort).

Vi kan enten markere de to første kolonner (ved at klikke i eti-

ketterne ܣ og ܤ ) og derefter højreklikke i kolonnerne eller vi

kan vælge menupunktet Data>Kombinationsdiagram.

I begge tilfælde åbnes der for en dialogboks, der giver mu-

lighed for at vælge den kategoriske variabel, her aldersgrup-

pe, der skal afsættes ud af førsteaksen, samt den tilhørende

værdiliste med antallene (hyppighederne, frekvenserne), her

mænd, samt om kombinationsdiagrammet skal afsættes på

samme side eller på en ny side.
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Som det ses kan vi få oplyst såvel antal (hyppigheder) som frekvenser (procenter) for de enkelte

kategorier, der afsættes i samme rækkefølge som i tabellen (læst oppe fra og ned). I cirkeldia-

grammet følger vi urets omløbsretning med start fra vandret!

Vi kan selvfølgelig slå Vis alle etiketter til.

Ligeledes kan vi ændre farvekodningen, så vi

fx skelner mellem unge (grøn), voksne (rød)

og gamle (blå), ligesom det er nemt at sam-

menligne fordelingerne for de to køn. Farverne

ændres ved at klikke i de kolonner man ønsker

at markere, hvorefter man kan vælge farven

fra menubjælkens farvepalet.

Du kan også oprette et kombinationsdia-

gram direkte fra Diagrammer og Statistik-

værkstedet. Det kræver blot at du højreklikker

på akseetiketten (Klik for at tilføje en varia-

bel), så du får adgang til at tilføje en X-varia-

bel med værdiliste. Men meget mere er der

heller ikke at gøre godt med for søjlediagram-

merne, der fungerer som en erstatning for

histogrammer. I dette tilfælde er aldersgrup-

perne jo egentlig knyttet til en numerisk varia-

bel, nemlig ofrets alder, så det ville være rart

om vi også kunne konstruere et rigtigt histo-

gram og tilsvarende frembringe rimelige skøn

for de sædvanlige statistiske estimatorer:

middelværdien, medianen osv.

5.3 Kombinationsdiagrammer: Histogrammer for grupperede data
Det første problem er da at intervallerne ikke har samme bredde. I det ovenstående datasæt er

der tre intervaller med tre forskellige længder: 5-årsintervaller (op til 30 år), 10-årsintervaller op

til 80 år og et uspecificeret interval fra 80 år og derover! Det er noget rod, som vi først må gøre

op med.

Hvert af intervaller lader vi nu repræsentere af intervallets midtpunkt, dvs. en variabel

midt_alder der løber fra 5 til 90, da antagelsen om at dataene ligger jævnt fordelt i de enkelte

intervaller, betyder at vi kan erstatte hver enkelt alder med intervalmidtpunktet uden at ændre

det samlede gennemsnit! Tilsvarende indfører vi intervalendpunkterne i listen interval, der der-

for kommer til at rumme en celle mere end de øvrige . Derefter er det nemmest at indføre tre

nye intervalvariable grundlinje (der er fælles) og højde_mænd henholdsvis højde_kvinder.

Grundlinjerne indføres manuelt, men højderne af søjlerne skal beregnes individuelt efter form-

lerne

/ sum( )
:

mænd mænd
højde_mænd

grundlinje

/ sum( )
:

kvinder kvinder
højde_kvinder

grundlinje
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Histogrammet tager nu udgangspunkt i disse reviderede data. Først oprettes et kombinationsdi-

agram over antallet af mænd som funktion af midtalderen, dvs. variablen midtalder på første-

aksen kombineres med værdilisten mænd på andenaksen. Vi kan nu skifte til et histogram som

et kombinationsdiagram for mændenes hyppigheder. Vi skal da efterfølgende gå ind i søjleindstil-

linger (højreklik) og skifte til ulige store intervaller baseret på listen over intervalendepunkter:

Men i dette histogram er højden af den enkelte søjle netop proportional med antallet (et fre-

kvenshistogram). Vi vil normalt foretrække et areal/densitetshistogram, hvor det er arealet af

søjlen, der er proportional med antallet. Hvis vi havde arbejdet med rå data kunne vi nu bare

skifte til densitet på andenaksen ved at højreklikke og vælge Histogramskala. Men denne mu-

lighed er ikke til stede for grupperede data! I stedet skifter vi manuelt til variablen høj-

de_mænd på andenaksen og får endelig et traditionelt histogram med samlet areal 1.

Vi får derved et meget klarere indtryk af fordelingen. Specielt giver det nu mening at snakke

om typeintervallet, dvs. det interval, der har det største antal observationer, dvs. i dette til-

fælde aldersgruppen fra 15-20. Med udgangspunkt i de reviderede data kan vi nu også skønne

over middelalderen for ofrene for kriminalitet. Vi kan fx vælge Plot værdi i Undersøg data-

menuen og indskrive kommandoen mean(midt_alder, mænd), hvor det selvfølgelig er afgø-

rende at vi oplyser både alderen og hyppigheden. Det samme kan vi gøre for kvindernes hyppig-

hedsfordeling og dermed sammenligne mænds og kvinders fordeling. Vi ser da bl.a. at typeinter-

vallet for de to fordelinger er det samme, men at de kvindelige ofres middelalder ligger over de
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mandlige ofres middelalder, i overensstemmelse med at kvindernes fordeling er længere om at

falde ned.

Når vi nu har fundet middelværdien kunne man tænke sig at vi kunne finde medianen på samme

måde. Men det giver kun et groft skøn over medianen, fordi alle datapunkterne i et givet interval

er samlet i midtpunktet. Hvis vi forsøger os med en beregning af medianen med udgangspunkt i

histogrammet giver det derfor kun en oplysning om hvilket interval, der indeholder den midter-

ste observation! Vi finder da fx de følgende skøn over medianerne for mænd henholdsvis kvinder

I praksis anvender man derfor en anden teknik til at skønne over medianer og kvartiler!

5.4 Sumkurver for grupperede data
Sumkurven bygger altid på en tabel over de kumulerede (summerede) frekvenser, så hvis ud-

gangspunktet er en tabel over antal/hyppigheder, må denne først omdannes til en tabel over

frekvenser/procenter. Til hvert intervalendepunkt, knytter vi den procentdel af observationerne,

der går forud for endepunktet. Det er den-

ne procentdel, der er den kumulerede

frekvens (kumulere = opsamle). Ofte

betegnes den dog også den summerede

frekvens, fordi den fremkommer ved at

lægge de foregående frekvenser sammen.

Vi starter derfor med at opbygge en ta-

bel ud fra samtlige intervalendepunkter: 0,

5, 10, 15, …, 70, 80, 100. Det giver et

ekstra intervalendepunkt til at begynde

med, der tildeles antallet 0, idet der ikke

ligger nogen observationer forud for det

allerførste intervalendepunkt.

Derefter lægges antallene løbende

sammen og der divideres med det samlede

antal og ganges med hundrede for at få
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resultatet ud i procent. Læg mærke til at

den kumulerede frekvens altid starter med

0% og slutter med 100%. Med undtagelse

af muligheden for en mindre afrundingsfejl

(som højst må være 0.1-0.2%) er det af-

gørende, for det viser netop, at vi har fået

alle observationerne talt med.

Vi kan nu tegne et XY-plot med ende-

pkt_alder som uafhængig variabel og

Kumpct_mænd som afhængig variabel.

Derefter højreklikker vi og vælger Forbind

datapunkter. Det giver os den ønskede

sumkurve.

På sumkurven kan vi bl.a. aflæse det stejleste linjestykke hørende til typeintervallet, der i

dette tilfælde viser sig at være aldersgruppen fra 15-20 år. Med udgangspunkt i sumkurven kan

vi nu også aflæse kvartilerne og medianen. Hertil tilføjer vi vandrette linjer svarende til y = 25, y

= 50 og y=75. Det sker ved at vælge Plot funktion i Undersøg data-menuen. Derefter vælger

vi Grafsporing (højreklik på graf) og flytter grafpunktet så tæt på skæringspunkterne med

sumkurven som muligt. Derefter tastes ENTER for at fastfryse koordinaterne. Af hensyn til af-

læsningsnøjagtigheden kan det betale sig at sprede grafen ud så meget som muligt på skærmen

(benyt evt. CTRL 6 for at sprede ruderne på siden.

Nøjagtigheden ligger omkring heltalsværdien, men da der er tale om skøn er der ingen grund til

at forsøge at beregne skæringspunkterne med større nøjagtighed. I dette tilfælde finder vi derfor

Mændenes nøgletal: Min = 0, Q1 = 21, Med = 30, Q3 = 46, Max = 100

(Her er den maksimale alder sat til 100 på grund af tilskæringen af datasættet!)

Det kan naturligvis også gøres for kvinderne, hvor vi finder

Kvindernes nøgletal: Min = 0, Q1 = 23, Med = 37, Q3 = 58, max = 100

5.5 Boksplot for grupperede data
Med udgangspunkt i de statistiske nøgletal kan vi nu tegne et boksplot. Vi indskriver da de stati-

stiske nøgletal, idet vi gentager medianen! Derved fås et stærkt reduceret datasæt, der har

de samme statistiske nøgletal, netop fordi vi har gentaget medianen! På grund af det stærkt

reducerede datasæt kan det være nødvendigt at vælge Udvid boksplotgrænser for at forbinde

min/max-punkterne med den centrale boks. Det ses da at kvindernes fordeling er bredere og

forskudt mod højre i forhold til mændenes fordeling. Af boksplottene ses også at højre hale er

længere end venstre hale og at højre del af kvartilboksen er bredere end venstre del. De to for-

delinger er altså højreskæve. Det bekræftes af at middelværdierne ligger til højre for medianer-

ne. I begge tilfælde ligger middelværdien ca. 5 år over medianen.
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Bekræftende statistik

6. Introduktion til bekræftende statistik
Den beskrivende statistik (exploratory data analysis) tager udgangspunkt i et konkret data-

materiale og forsøger at afdække de strukturer, der findes i det konkrete materiale. Hvis det fx

drejer sig om højderne i en klasse, udtaler den beskrivende statistik sig om forholdene i netop

den klasse: Hvad er middelhøjden, den mindste højde, den største højde osv. Vi kan også ind-

drage flere variable, fx køn, og sammenligne højderne mellem de to køn osv.

Ofte vil man nu være interesseret i at generalisere de fundne strukturer, så man kan drage

konklusioner, der rækker ud over det pågældende datasæt. Fx kan man ønske at generalisere de

fundne kønsforskelle i højderne til ikke bare at gælde den pågældende klasse, men alle unge i

tilsvarende klasser. Man kunne også være interesseret i at skønne over middelhøjden for alle

unge på basis af den fundne middelhøjde for klassen osv. Her til benyttes metoder fra den be-

kræftende statistik (confirmatory data analysis).

Hovedformålet med bekræftende statistik er at kunne skelne mellem systematiske

variationer og tilfældige variationer i et observeret datasæt.

I de ovenstående eksempler ønsker man altså at drage konklusioner om opførslen af en hel po-

pulation på basis af opførslen af en passende repræsentativ stikprøve, fx en stikprøve, der er

udvalgt rent tilfældigt fra populationen. Vi forventer da at stikprøvens opførsel afspejler hele

populationens opførsel, ikke nøjagtigt, men med en rimelig tilnærmelse. Populationen kan fx

bestå af alle vælgerne i Danmark og stikprøven af et tilfældigt udsnit af vælgere bestående af

1600 vælgere. Hvis fx en tredjedel af alle vælgere stemmer venstre, så forventer vi også at ca.

en tredjedel af de adspurgte vælgere i stikprøven vil lægge deres stemme hos Venstre. Vi regner

det fx for fuldstændigt usandsynligt at alle vælgerne i stikprøven er venstrestemmer, selv om

det på ingen måde er umuligt at finde et udsnit på 1600 venstrestemmer blandt hele befolknin-

gen.

Vi forventer altid en vis tilfældig variation i en repræsentativ stikprøve, men der er trods alt

grænser for hvor stor denne tilfældige variation kan blive, hvis vi fortsat skal tro på at stikprøven

er repræsentativ. Vi deler derfor alle de mulige stikprøver fra populationen i to kategorier: De

typiske/repræsentative stikprøver, der opfører sig som forventet af en tilfældig stikprøve, hen-

holdsvis de atypiske /skæve stikprøver, hvis opførsel ligger overraskende langt fra den forvente-

de opførsel af en tilfældig stikprøve. Det er denne opdeling af stikprøver, der er hjørnestenen i

den statistiske metode, idet den kan bruges til at afgøre hvilke populationer, der er i overens-

stemmelse med den udtrukne stikprøve.

6.1 Retssagsmetaforen for hypotesetest
Vi vil nu illustrere metoden med et typisk eksempel. Vi ser på et sto-

kastisk fænomen, fx kast med en terning i et prøvespil, før det går

løs for alvor med et spil om penge baseret på antallet af seksere i 24

kast. Vi observerer udfaldene for en bestemt serie bestående af 24

kast med terningen, hvor der viser sig at være 10 seksere. Skal vi

være bekymrede over udfaldet? Vi ville forvente de seks sider på

terningen var lige sandsynlige, så hvis gambleren kastede en ideel

terning 24 gange ville vi forvente 4 seksere.

Men hvis vi kun ser på en enkelt udførelse af eksperimentet forventer vi selvfølgelig ikke lige

præcis 4 seksere – nogle gange vil der være flere seksere, nogle gange færre. Men hvis ekspe-

rimentet med de 24 kast med en ideel terning blev gentaget rigtigt mange gange (uendeligt

mange gange) så ville vi i gennemsnit forvente 4 seksere i de mange stikprøver på 24 kast.

I det konkrete tilfælde fandt vi 10 seksere. Vi skal nu træffe et valg: Vil vi stadigvæk tro på at

der er tale om ideel terning, dvs. at de overskydende seksere tilskrives tilfældige variationer, og

dermed deltage i spillet, eller vil vi i stedet afvise terningen som ideel, og i stedet tro på at der
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er en systematisk variation involveret som favoriserer seksere – fx at terningen er skæv eller at

der er boret en lille blyklump ind i terningens ene side, og dermed afvise spillet. Det er dette

valg mellem en tilfældig variation og en systematisk variation vi skal forholde os rationelt til. Vi

skal altså udvikle en objektiv metode til at træffe valget, der alene bygger på den faktiske ob-

servation, dvs. i dette tilfælde de 10 seksere.

Hvis udfaldet i stedet havde været 24 seksere ville vi ikke have været i tvivl: Der ville helt

klart være blevet manipuleret med terningen, idet sandsynligheden for at en ideel terning giver

24 seksere i træk kan udregnes som (1/6)24  2.11·10-19. Men det er en svimlende lille sandsyn-

lighed. Hvis vi kaster 24 ideelle terninger i minuttet, skal vi vente i størrelsesordenen 5·1018 mi-

nutter, svarende til 900 milliarder år, før vi kan forvente at få en enkelt serie på 24 seksere i

træk. Selv om vi forestillede os hele Jordens fem milliarder store befolkning blev sat til at kaste

terninger på denne måde dag og nat, skulle vi vente 150 år, før vi kan forvente en enkelt serie

på 24 seksere i træk. Så det ville være absurd at tro på at terningen var ideel, hvis man i første

og eneste forsøg fik 24 seksere i træk.

Men hvad med 10 seksere i 24 forsøg? Det er 6 mere end forventet. Er det også helt urimeligt

at tro på en ideel terning? Er det virkeligt helt usandsynligt? Det er problemstillingen!

Vi indfører derfor en nulhypotese H0, som hævder at afvigelsen fra det forventede ikke er

større end at den med rimelighed kan tilskrives tilfældige variationer. Tilsvarende indfører vi en

alternativ hypotese Ha, som hævder at afvigelsen er blevet så stor, at den ikke længere med

rimelighed alene kan tilskrives tilfældige variationer. Støtter vi den alternative hypotese vælger

vi altså at tro på, at den store afvigelse også skyldes indflydelsen fra en systematisk variation.

Men hvordan træffer vi valget mellem de to hypoteser? Her kan vi illustrere strategien med den

såkaldte retssagsmetafor, hvor vi altså skal fælde dom i en sag om to påstande:

1. Nulhypotesen H0 hævder at den observerede afvigelse ligeså godt kan tilskrives tilfældig-

heder, dvs. der er ikke nogen grund til at tro på en sammensværgelse.

2. Den alternative hypotese Ha hævder modsat at den observerede afvigelse er resultatet af

en systematisk variation, dvs. der er grund til at tro at der er fusket med terningen.

Tilhængerne af den alternative hypotese Ha forsøger at få nulhypotesen forkastet, dvs. de op-

træder som anklagere i retssagen, mens tilhængerne af nulhypotessen H0 tilsvarende forsøger at

få den bekræftet, dvs. de optræder som forsvarere i retssagen. Der er ikke noget fældende bevis

i sagen (vi mangler 'den rygende pistol'), så afgørelsen skal alene træffes på grundlag af indi-

cier, dvs. vi skal foretage en vurdering af hvor overbevisende forskellen mellem de observere-

de antal og de forventede antal egentlig er. Begge parter kan i princippet have ret, og det

eneste vi kan gøre er at forsøge at sandsynliggøre den ene hypotese frem for den anden. Det

gør vi ved at vurdere troværdigheden af nulhypotesen: Den anklagede erklærer sig uskyldig

og afviser al snak om fusk – han var bare på et uheldigt sted på et uheldigt tidspunkt. Hvis den

anklagede under retssagen synes at have en høj troværdighed, fastholder vi nulhypotesen og

frikender terningen for fusk. Ellers forkaster vi den og dømmer altså terningen for fusk på grund-

lag af de foreliggende indicier. Fokus for retssagen, dvs. den statistiske metode, er altså nulhy-

potesen. Der findes andre mere avancerede statistiske test-metoder, hvor den alternative hypo-

tese udbygges og kommer mere i spil, men dem vil vi ikke beskæftige os yderligere med her.

Vi skal da på forhånd blive enige om tre forhold:

1. Hvilket signifikansniveau vil vi lægge til grund for domfældelsen, dvs. hvor stærke skal

indicierne være?

2. Hvilken teststørrelse vil vi benytte til at afgøre sagen, dvs. hvordan vil vi måle afvigelsen

mellem det observerede og det forventede og dermed sætte tal på den. Det er størrelsen af

denne afvigelse, der skal sætte os i stand til at træffe et fornuftigt valg mellem at tro på til-

fældigheder kontra systematiske variationer.

3. Hvilket mål vil vi bruge for nulhypotesens troværdighed, den såkaldte p-værdi. Hvis tro-

værdigheden er høj er indicierne for sammensværgelsen svage og omvendt.
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Signifikansniveauet: Her anvender vi det typiske niveau på 5%. Det er ikke en objektiv given

størrelse, men beror alene på erfaringen: Den har vist sig at virke i praksis i mange sammen-

hænge. Men i konkrete sammenhænge kan det sagtens forekomme at man i stedet aftaler et

andet signifikansniveau på fx 1% eller 10%. Det kan fx dreje sig om en industriproduktion, der

skal opfylde et vist aftalt kvalitetsniveau. Signifikansniveauet er da afgørende for hvornår vi kan

fastslå at afvigelsen fra den forventede kvalitet er blevet så høj, at der er tale om et kontrakt-

brud og der derfor skal udbetales erstatning. I sådanne erhvervskontrakter vil den konkrete

værdi for signifikansniveauet være aftalt som en del af kontrakten.

Teststørrelsen: Den afhænger af hvilken type problemstilling vi undersøger. Først og fremmest

skal det afgøres om der er tale om kategoriske eller numeriske variable. I terningeeksemplet

med de seks udfald vil vi typisk opfatte en sekser som et kategorisk udfald (en succes), og vi vil

tælle antallet af succeser. I andre tilfælde (fx højderne for en klasse) er der tale om udpræget

numeriske variable. Her vil vi udelukkende kigge på test med kategoriske variable. For sådanne

test har man siden 1900 brugt en teststørrelse udviklet af Pearson, hvor man ikke blot kigger på

afvigelsen mellem det observerede og det forventede antal, men man kvadrerer denne afvigelse

og dividerer med det forventede antal. I det ovenstående eksempel med terningen går man der-

for frem på følgende måde: Antallet af observerede succeser er 10, men vi forventede kun 4,

dvs. der er en afvigelse på 6. Succeserne bidrager derfor med 62/4 = 36/4 = 9. Tilsvarende er

antallet af fiaskoer 14 (eftersom vi havde 24 forsøg i alt), hvor vi forventede 20 fiaskoer. Fiasko-

erne bidrager derfor med (-6)2/20 = 36/20 = 1.8. Den samlede teststørrelse er ifølge Pearson

derfor givet ved 9 + 1.8 = 10.8. Det kan forekomme indviklet, men styrken ved Pearsons test-

størrelse er dels, at den kan bruges i mange forskelligartede situationer, dels at den gør det

nemt i praksis at vurdere nulhypotesens troværdighed. Pearsons teststørrelse for kategoriske

data fører til det såkaldte chi2-test (udtales chi-i-anden eller chi-kvadrat), som er en af de mest

udbredte statistiske test, og som er den test vi vil sætte fokus på i de følgende kapitler.

Nulhypotesens troværdighed, dvs. p-værdien: Resten er avanceret mekanik. Man vælger i

første omgang at tro på nulhypotesen, dvs. kaster en ideel terning 24 gange og tæller antallet af

seksere. Ved hjælp af teoretiske udregninger, konkrete terningkast eller simulerede terninge-

kast, finder man nu ud af, hvor ofte 24 kast med en ideel terning giver anledning til en teststør-

relse, der er mindst lige så stor som den observerede, dvs. der skal være mindst 10 seksere –

eller Pearsons teststørrelse skal være mindst lige så stor som de observerede 10.8. De 24 kast

betegnes i den forbindelse ofte som stikprøver fra en ideel population, der afspejler nulhypote-

sen, dvs. sekserne udgør netop en sjettedel af hele populationen. p-værdien angiver dermed

netop hvor stor en brøkdel af de gentagne stikprøver, der viser sig at være skæve, dvs. rammer

mindst lige så skævt som den observerede stikprøve – der måske, måske ikke, også stammer

fra den ideelle population. Det er jo det, hele retssagen handler om.

Domfældelsen: Hvordan fældes der man nu dom i retssagen? Det gør man så snart man har

fundet p-værdien, dvs. nulhypotesens troværdighed.

1) Hvis p-værdien ligger under signifikansniveauet, der her er på 5%, er troværdigheden

blevet så lille, at det ikke længere er rimeligt at tro på at terningen er ideel. Hvis vi fx

finder en p-værdi på 0.2% betyder det jo at den observerede forskel er så sjælden at den

for en ideel terning kun forekommer for hver femhundrede af de gentagne stikprøver fo-

retaget med en ideel terning. Det gør det ikke rimeligt at tro på at vi skulle have frem-

kaldt en sådan sjælden begivenhed i det ene eksperiment med den anklagede terning, vi

har til rådighed. Vi dømmer derfor at der har været fusk i eksperimentet. Indicierne er så

stærke at vi vælger at tro på at terningen er forfalsket.

2) Hvis p-værdien omvendt ligger over signifikansniveauet, der her er på 5%, er troværdig-

heden derimod så stor, at vi ikke kan afvise nulhypotesen på det foreliggende grundlag.

Det betyder ikke at terningen ikke godt kunne være forfalsket. Det betyder alene at indi-

cierne ikke er stærke nok til at begrunde en domfældelse.
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Ligesom en retssag er en statistisk test aldrig helt sikker: Vi kan ikke ved hjælp af en statistisk

test bevise, hvilken af de to hypoteser, der i virkeligheden er den rigtige. Den statistiske test

handler dybest set om forholdene i en stor population, hvor man drager slutninger om hele po-

pulationen på basis af en mindre, tilfældigt valgt stikprøve. Man satser da på at stikprøven er

repræsentativ, dvs. at den på korrekt vis afspejler forholdene i hele populationen. Men der er

altid en risiko for at stikprøven på trods af vores omhyggelige tilrettelægning falder helt skævt

ud og overhovedet ikke afspejler populationen. Den statistiske test kan altså ikke bevise eller

modvise en hypotese, men kun udtale sig som om hvor troværdig hypotesen er. Uanset, hvor

skævt resultatet forekommer at være i forhold til det resultat man forventer fra nulhypotesen, er

der altid en teoretisk mulighed for at skævheden rent faktisk skyldes tilfældigheder, dvs. at det i

virkeligheden er i overensstemmelse med nulhypotesen. Når man bekræfter henholdsvis forka-

ster en nulhypotese risikerer man derfor at begå to typer af fejl:

1) Man kan komme til at forkaste en korrekt nulhypotese (dvs. dømme en uskyldig, altså

begå et justitsmord). Dette kaldes en type I fejl.

2) Man kan komme til at bekræfte en forkert nulhypotese (dvs. frikende en skyldig). Dette

kaldes en type II fejl.

I den mere avancerede testteori må man derfor indgående kigge på disse to muligheder. Hele

ideen bag testen er nu at vi har vurderet/udregnet sandsynligheden for at det forventede resul-

tat er mindst lige så skævt som det observerede. Hvis den ligger under 5% opfatter vi det som

ret usandsynligt at resultatet er fremkommet som resultatet af en tilfældighed ud fra nulhypote-

sen og vi forkaster nulhypotesen. Men hvis nulhypotesen rent faktisk er korrekt vil vi jo i 5% af

tilfældene alligevel få et resultat, der er så skævt at vi alligevel forkaster den, dvs. vi kommer til

at begå et justitsmord. Signifikansniveauet kan derfor også tolkes som risikoen for at begå et

justitsmord, og den bør selvfølgelig være ret lille.

I den ovenstående fremstilling har vi fokuseret på den statistiske test som et beslutningsværk-

tøj, der tillader os at vælge mellem to hypoteser. I traditionel statistik er man ofte meget mere

forsigtig i sine formuleringer og opfatter udelukkende den statistiske test som et redskab, der

kan benyttes til at vurdere troværdigheden af en hypotese. Først når der er indsamlet mange

data fra forskellige uafhængige undersøgelser vil man ud fra en samlet vurdering af de forskelli-

ge undersøgelser kunne træffe et kvalificeret valg.

Fx har det vist sig at spørgsmålet om hvorvidt rygning er farlig ikke kan afgøres med en enkelt

undersøgelse. Det er kun det samlede resultat af et meget stort antal forskelligartede undersø-

gelser, der peger på at rygningen er sundhedsfarlig.

Prototest: Hvad så med terningen, der gav 10 seksere i 24 forsøg? Bliver den dømt

for fusk eller frikendes den? Ja, det kræver jo, at vi kan få styr på, hvordan en ideel

terning opfører sig, når vi kaster den 24 gange. Prøv nu selv i klassen at kaste en

terning 24 gange og tæl op hvor mange seksere I fik. Hvis p-værdien er over 5%

burde der i en almindelig klasse med mindst 20 elever dukke mindst en serie op med

mindst 10 seksere. Gjorde der det? Er det så et tilfredsstillende grundlag for at afgø-

re retssagen? Hvor mange gange bør I kaste en sådan serie, før I kan træffe en af-

gørelse?

Der er noget at spekulere over 
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Vi slutter med en mere traditionel opstilling af den statistiske metode (hentet fra 'Introduction

to the Practice of Statistics' af David S. Moore and George P. McCabe (W.H. Freeman and

Company):

En signifikanstest vurderer i hvor høj grad de fremlagte data svækker en nulhypotese H0 til

fordel for en alternativ hypotese Ha.

Hypoteserne er angivet i form af populationsparametre, her fx sandsynligheden for at få en sek-

ser ved kast med terningen. Normalt udsiger nulhypotesen H0 at der ingen effekt er til stede

(dvs. at sandsynligheden for at få en sekser er netop 1/6), mens den alternative hypotese Ha,

udsiger, at en parameter afviger fra sin nulværdi i en bestemt retning (et-sidet alternativ, her

at sandsynligheden for at få en sekser er større end 1/6) eller i begge retninger (to-sidet alter-

nativ her at sandsynligheden for at få en sekser med terningen er forskellig fra 1/6).

Testen er baseret på en teststørrelse. p-værdien er sandsynligheden for at den statistiske

teststørrelse vil antage en værdi, der er mindst lige så ekstrem som den faktisk observerede,

beregnet under forudsætning af, at nulhypotesen H0 er sand. En lille p-værdi tolkes som et

stærkt argument mod H0. Beregningen af p-værdien kræver kendskab til stikprøvefordelingen for

teststørrelsen under forudsætning af at nulhypotesen H0 er sand.

Hvis p-værdien er lige så lille eller mindre end en aftalt værdi , siger man at data er statistisk

signifikant på signifikansniveauet .

Eksempel: Når man undersøger indlæring hos dyr benytter man sig fx af et eksperiment hvor

en mus skal finde vej gennem en labyrint. For en bestemt labyrint har det gennem tidligere for-

søg vist sig at gennemsnitstiden er 18 sekunder for at finde vej gennem labyrinten. En forsker

tror på at en høj lyd vil få musen til at finde hurtigere vej gennem labyrinten. Hun gennemfører

derfor et forsøg med 10 mus, der skal finde vej gennem labyrinten samtidigt med at de udsættes

for en høj lyd. Det viser sig, at gennemsnittet for de 10 mus er 16 sekunder.

I dette tilfælde er nulhypotesen H0 altså at gennemsnitstiden for en mus, der udsat for en høj lyd

løber gennem labyrinten, er 18 sekunder. Den alternative hypotese Ha er tilsvarende at gennem-

snitstiden for en mus, der udsat for en høj lyd løber gennem labyrinten er mindre end 18 sekun-

der. Nulhypotesen udsiger netop at den høje lyd er uden effekt. Den alternative hypotese udsiger

tilsvarende, at den høje lyd har en effekt - nemlig at gennemsnitstiden falder.

Resultatet af eksperimentet er en gennemsnitstid for 10 mus på 16 sekunder. Vi skal vurdere om

denne afvigelse er statistisk signifikant på 5%-niveauet. Som teststørrelse kunne vi da fx anven-

de forskellen i middelværdi: Den forventede middelværdi er 18 sekunder, den observerede mid-

delværdi er 16 sekunder. Selv om det er lavere end det forventede kunne forskellen godt skyldes

en tilfældighed. Vi er derfor nødt til at vurdere p-værdien, dvs. sandsynligheden for at de samme

10 mus ville kunne opnår et gennemsnit på 16 sekunder, hvis de ikke var udsat for en høj lyd.

Det er beregningen af p-værdien, der er kernen i den statistiske test. I det ovenstående eksem-

pel har vi ikke oplysninger nok til at kunne gennemføre beregningen. Men hvis vi fx vidste fra de

tidligere forsøg at gennemløbstiden for en mus er normalfordelt med en middelværdi på 18 se-

kunder og en spredning på fx 1.5 sekund, så ville vi kunne gennemføre beregningen teoretisk.

Hvis vi i stedet for gennemsnitstiden for de 10 mus havde alle gennemløbstiderne til rådighed for

de 10 mus, der løb gennem labyrinten under påvirkning af en høj lyd, ville vi stadigvæk kunne

udføre testen eksperimentelt.

Vi vender tilbage til eksemplet!
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6.2 Tilfældig variation: Eksperimentelle metoder
Historisk set er mange metoder til at kunne håndtere tilfældige variationer først udviklet ekspe-

rimentelt, hvorefter der er udviklet en avanceret statistisk teori med formler til at automatisere

udregningen af den tilfældige variation. Denne udvikling skyldes ikke blot ønsket om en bedre

forståelse af metoderne, men også at de eksperimentelle metoder, så længe de måtte udføres

med håndkraft, var besværlige og tidsrøvende. Med indførslen af computerne har det sidste

aspekt imidlertid ændret sig radikalt, og i vore dage er de eksperimentelle metoder lige så til-

gængelige som de teoretiske.

Begge typer af tilgange understøttes af TI-Nspire CAS, idet de teoretiske metoder typisk lig-

ger i menuerne for test og konfidensintervaller, mens de eksperimentelle metoder især bygger

på tilfældige stikprøver, dvs. kommandoen RandSamp(), såvel som muligheden for at udføre

gentagne målinger ved at kombinere automatisk genberegning (CTRL R) og automatisk data-

fangst, dvs. regnearksproceduren Capture().

Begge typer af tilgange har fordele og ulemper. Tilegnelsen af de teoretiske metoder kræver

en indføring i vanskeligt tilgængelige teoretiske begreber, der nemt kan komme til at skygge for

de mere principielle og grundlæggende træk ved den statistiske metode. Ydermere er mange

grundlæggende problemstillinger principielt umulige at håndtere ved eksakte metoder, fordi der

ikke findes færdige formler. Endelig er de teoretiske metoder ikke nødvendigvis mere præcise

end de eksperimentelle. Kigger vi igen på test med kategoriske variable findes der godt nok ek-

sakte test til specielt simple problemstillinger. Den mest kendte hedder binomialtesten. Men den

er ikke implementeret i TI-Nspire CAS, hvor den er erstattet af dels den såkaldte z-test, der

bygger på den såkaldte normalfordelingsapproksimation og derfor kun er en approksimativ test,

Genberegn: CTRL R

Regnearket opdateres løbende,

men de tilfældige rutiner rand()

osv. genberegnes kun hvis man

vælger Genberegn!

Datafangst: Automatisk eller manuel

Hvis man har oprettet en navngivet variabel (en

måling) kan man fange dens værdier automatisk,

når de ændres, og manuelt (CTRL .), når som

helst. De indfangne værdier gemmes i en liste.

Dynamisk

stikprøve:

Ved hjælp af

kommandoen

randsamp()

kan man ud-

trække en til-

fældig (ran-

dom) stikprøve

(sample) fra

en liste (popu-

lation) med

eller uden til-

bagelægning.
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dels af chi2-testen, der også kun er approksimativ– alle formlerne knyttet til binomialfordelingen

er dog tilgængelige, så hvis man ønsker det kan man selv udføre binomialtesten eksakt.

I modsætning hertil er de eksperimentelle metoder mere fleksible. De kan ikke blot altid an-

vendes – alene eller som supplement til de teoretiske metoder; De kan også anvendes på en

langt større gruppe af problemstillinger end de enkelte teoretiske metoder. De teoretiske meto-

der er nemlig ofte skræddersyede til kun at kunne anvendes på en snæver gruppe af problem-

stillinger, der oven i købet ofte kræver specielle forudsætninger opfyldt før man fuldt ud kan

stole på de opnåede resultater. Til gengæld er de eksperimentelle metoder ikke så præcise som

de eksakte teoretiske metoder, og de giver typisk kun resultater, der fortæller noget om det helt

konkrete datasæt. Ændres der i datasættet må man derfor begynde helt forfra med undersøgel-

sen.

I det følgende vil vi nu redegøre for de vigtigste eksperimentelle metoder til at simulere en

tilfældig variation. Dermed bliver vi selv i stand til at løse simple opgaver indenfor den bekræf-

tende statistik.

1. Tilfældighedsgeneratorer. Dette er den klassiske metode til at simulere tilfældighed. Ved

hjælp af en tilfældighedsgenerator kan vi frembringe serier af tilfældige tal, der igen kan

benyttes som udgangspunkt for tilfældige valg i et datasæt. Denne teknik har altid været til

rådighed, idet man tidligere benyttede officielle tabeller over tilfældige tal til at frembringe

de ønskede serier af tilfældige tal. Men i vore dage er de sådanne tabeller erstattet af simple

funktioner på lommeregnere og i regneark.

2. Omrøring af variable. Dette er en ny og elegant metode til at simulere uafhængighed mel-

lem to grupper af data, dvs. til at sikre at enhver forskel mellem de to grupper netop kun

kan skyldes tilfældige variationer. Man fjerner altså ganske enkelt eventuelle systematiske

variationer ved en omrøring.

3. Bootstrap. Dette er endnu en ny og elegant metode til at simulere den naturlige variation i

et datasæt. I modsætning til omrøringen bevarer bootstrappet stadigvæk de systematiske

variationer i datasættet. Men da man nu får overlejret de naturlige variationer, kan man di-

rekte se hvor stor indflydelse de naturlige tilfældige variationer har på den systematiske va-

riation.

I de sidste 20 år har den eksperimentelle metode vundet betydelig accept i såvel industrien som

undervisningsverdenen. Det skyldes dels den fleksibilitet, den tilbyder, dels at den er langt mere

konkret end den teoretiske metode, som forudsætter et indgående kendskab til sandsynligheds-

regning. Der er altså store begrebsmæssige fordele ved at anvende den eksperimentelle metode

i undervisningen.

Selv om den eksperimentelle metode i princippet kan udføres i hånden, så kan den i praksis kun

udføres med brug af en computer (hvilket igen forklarer, hvorfor den først er slået igennem de

sidste 20 år). Ydermere kræver den specielle programmer, der er designet til at udføre eksperi-

mentelle tests. Sådanne programmer kan hentes på nettet (søg på 'resampling' på Google!),

men i undervisningen kan det være en fordel at benytte et program, der er designet til undervis-

ningsbrug.
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6.3 Hvad så med gambleren med terningen? Blev han 'dømt' for fusk?

Her var udgangspunktet et prøvespil, hvor gambleren kastede en terning 24 gange og opnåede

10 seksere. Hvis vi klassificerer seksere som succes, opnåede han altså 10 succeser, hvor vi kun

forventede 4 succeser. Er det så usædvanligt at vi må forkaste nulhypotesen:

H0: Terningen opfører sig ideelt og giver i gennemsnit

kun seksere i en sjettedel af tilfældene.

For at afgøre det bliver vi nødt til at vide noget mere om hvordan en ideel terning opfører sig:

Hvor tit sker det at man kaster en ideel terning 24 gange og får mindst 10 seksere? Samtidigt

skal vi på forhånd have aftalt et signifikansniveau, dvs. hvor sjælden en begivenhed skal der

være tale om før vi forkaster nulhypotesen. Vi kan da holde p-værdien (andelen af serier med et

antal succeser på mindst 10) op mod signifikansniveauet (hvor utroværdig skal nulhypotesen

være, for at vi opgiver den). Vi vælger det traditionelle signifikansniveau på 5%.

Den nemmeste måde at få hold på det er at simulere terningekastet. Vi opretter derfor en li-

ste, ideel, med seks elementer, nemlig udfaldene 1, 2, 3, 4, 5 og 6. Trækker vi tilfældigt fra

denne liste med tilbagelægning, vil vi netop forvente at få en sekser i en sjettedel af tilfældene.

Vi trækker altså stikprøver på 24 elementer med tilbagelægning fra listen ideel, og tæller op

grafisk eller med en cellekommando, hvor mange seksere vi opnår:

I dette tilfælde opnåede vi altså fem succeser (næsten som forventet), men taster vi CTRL-R

inde i Lister og Regneark-værkstedet, vil vi få gentaget simuleringen, og søjlerne vil da blafre

op og ned. Vi kan da hurtigt se at det fx er ret let at kaste 24 terninger uden at få succes en

eneste gang, men til gengæld synes det ret svært at få mindst 10 succeser – vi har indlagt en

overligger, y = 10, for at gøre det nemmere at se, hvornår vi får et ekstremt udfald. Denne sim-

ple observation svækker altså nulhypotesen: Hvis gambleren ikke har fusket med terningen skal

man være ret så heldig for i et enkelt forsøg at få 10 seksere.
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Men vi er nødt til at få et mere præcist hold over hvor svært det er at få en skæv serie med

mindst 10 seksere. Vi tæller derfor antallet af succeser med en Countif-kommando i cellen C2.

Det sker via cellekommandoen antal_6:= countif(simulering,6) som gemmer værdien af C2 i

variablen antal_6 :

Det åbner netop muligheden for at vi som vist kan fange værdien af variablen antal og gemme

den i listen målinger ved at bruge capture-proceduren. Læg godt mærke til capture-procedu-

ren: Det er ikke en normal matematisk kommando, som kan bruges i alle værksteder. Den kan

kun anvendes i Lister og regneark-værkstedet, hvor den kaldes fra Data-menuen ved at mar-

kere formelfeltet (men ikke gå ind i det!). Den ekstra parameter 1, fortæller at der er tale om en

automatisk datafangst, dvs. antal_6 registreres automatisk, hver gang den ændres. Taster vi nu

CTRL R rigtigt mange gange vil vi få fyldt listen med målinger – der er i alt plads til 2500 målin-

ger. Vi kan da afbilde målingerne i deres eget histogram henholdsvis prikdiagram:

Vi ser da, at når man får lov at forsøge sig 2500 gange med 24 kast med en terning, kan det

faktisk godt lade sig gøre at få 10 seksere. Det skete i dette tilfælde i 7 af serierne. Tilsvarende

har vi fået 11 succeser i 2 af serierne, mens vi aldrig fik fat i 12 succeser. Altså har vi ramt

skævt 9 gange i løbet af de 2500 forsøg. Men det er ikke nemt at ramme skævt, for andelen af

skæve ligger under 1‰. Med en p-værdi på under 1‰ er nulhypotesens troværdighed så lav

sammenlignet med signifikansniveauet, at vi ikke kan opretholde den.

Så svaret er JA! Gambleren blev dømt for fusk. Men vi har faktisk også fusket lidt  For vi har

anvendt automatisk datafangst og den virker kun når værdien af antal_6 skifter. Og det sker

faktisk – om end det er sjældent – at vi får det samme antal seksere to gange i træk. Det er dog

mest de typiske værdier som 3, 4 og 5, der på denne måde falder ud af statistikken. Så i virke-

ligheden har vi brugt mere end 2500 forsøg på at frembringe mindst 10 skæve. Men det gør det

jo heldigvis bare endnu sværere at opretholde nul-hypotesen.
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6.4 Hvad så med musene – var der belæg for at de løb hurtigere?*

Dette afsluttende eksempel kan roligt overspringes i en første gennemlæsning. Det er et side-

spor i forhold til chi2-testen, der er i fokus i resten af hæftet og er kun medtaget for at man også

kan få et indtryk af bootstrap-metoden, som er meget anvendelig i projektsammenhænge.

For at kunne træffe en afgørelse vedrørende laboratoriemusene, skal vi først og fremmest have

nogle flere oplysninger: Som et minimum skal vi kende de individuelle gennemløbstider for de ti

mus. De fremgår af følgende tabel, hvor vi også har afbildet dem som et boksplot:

Som det ses ligger medianen på 16 sekunder (som også var gennemsnittet for den tid, de brugte

på at løbe gennem labyrinten under påvirkning af en høj lyd). Tilsvarende ligger tredje kvartil på

18 sekunder (som er det typiske gennemsnit, for den tid det tager en mus at løbe gennem laby-

rinten uden påvirkning af en høj lyd). Tre af musene bruger faktisk en tid, der er længere end de

18 sekunder. Kunne det så ikke godt tyde på at løbetiderne for disse ti mus bare er tilfældige

variationer over løbetiderne for en typisk mus, der ikke påvirkes af en høj lyd, altså at den høje

lyd slet ikke har haft nogen påviselig indflydelse? Det fører til nulhypotesen

H0: Lyden har ingen indflydelse – dvs. der er blot tale om tilfældige variationer i gen-

nemløbstiderne, hvor den typiske gennemløbstid stadigvæk er 18 sekunder.

Det er nu vi skal anvende metoder fra den bekræftende statistik. Hvis vi ikke har flere oplysnin-

ger end de ovenstående, vender vi nu problemstillingen og spørger: På basis af de ti gennem-

løbstider, er det så rimeligt at tro på at den typiske gennemløbstid for en mus, der løber gennem

labyrinten under påvirkning af en høj lyd, kan være 18 sekunder (nulhypotesen)? For hvis det er

tilfældet, har vi ikke jo påvist nogen sikker indflydelse af lyden.

Vi antager da at de 10 gennemløbstider er repræsentative for mus, der løber gennem laby-

rinten under påvirkning af en høj lyd. Vi kan derfor bruge disse 10 gennemløbstider som en ideel

fordeling af gennemløbstiden for sådanne mus. Hvis vi trækker en stikprøve fra denne fordeling

med tilbagelægning, så finder vi altså typiske stikprøver fra mus, der påvirkes af en høj lyd.

Specielt kan vi tage en stikprøve på 10 mus med tilbagelægning. Det svarer til en virtuel genta-

gelse af selve eksperimentet. En sådan stikprøve kaldes også en bootstrap, fordi vi så at sige

trækker stikprøven uden at bruge anden information, end den der ligger i selve eksperimentet.

Metoden kaldes derfor bootstrap-metoden. Men det afgørende for metoden er altså antagelsen

om at den oprindelige stikprøve er repræsentativ og derfor afspejler den generelle fordeling hø-

rende til gennemløbstider for mus, der løber gennem labyrinten under påvirkning af en høj lyd.

Hvis denne antagelse viser sig ikke at holde er metoden meningsløs!

Selve bootstrappet udføres nu med kommandoen RandSamp(musetider,10), idet det er

underforstået at randsamp-kommandoen som standard trækker med tilbagelægning, hvis vi ikke

tilføjer en ekstra parameter. Derefter udregner vi gennemsnitstiden for bootstrappet. Hvis dette

gennemsnit ligger under 18 sekunder favoriserer det antagelsen om at lyden har en indflydelse

(dvs. den alternative hypotese). Men ligger det over 18 sekunder favoriserer det antagelsen om

at lyden ikke har nogen indflydelse (dvs. nulhypotesen).
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Læg mærke til at vi har gemt det simulerede gennemsnit i variablen middeltid ved at indsætte

middeltid≔ foran formlen mean(bootstrap), og at vi har ganget med 1. for at tvinge TI-

Nspire CAS til at regne med decimaltal.

Vi kan nu gentage simuleringen mange gange ved at taste CTRL R i Lister og regneark-

værkstedet og på den måde se hvor mange gentagelser, der favoriserer antagelsen om at lyden

har en indflydelse og hvor mange der ikke gør det. Det vil da være bekvemt at opsamle de simu-

lerede gennemsnit i en ny variabel, kaldet målinger:

Læg mærke til capture-kommandoen. Det er ikke en normal matematisk kommando, som kan

bruges i alle værkstederne. Den kan kun anvendes i Lister og regneark-værkstedet, hvor den

kaldes fra Data-menuen. Den ekstra parameter 1, fortæller at der er tale om en automatisk da-

tafangst, dvs. middeltid registreres automatisk, hver gang den ændres. Men så kan vi jo nemt

samle tusinde målinger, dvs. gentage eksperimentet tusinde gange, og se hvor mange af genta-

gelserne der favoriserer antagelsen om at lyden ikke har en indflydelse (nulhypotesen). Hvis der

er mange sådanne gentagelser er det nemt at forsvare nulhypotesen, men hvis der er meget få

sådanne gentagelser, gør det det meget svært at opretholde nulhypotesen.

Som sædvanlig skal vi da først aftale et signifikansniveau, dvs. hvilken andel skiller mellem

at vi vælger fortsat at tro på nulhypotesen henholdsvis at vi opgiver at tro på nulhypotesen. Vi

vælger her det traditionelle signifikansniveau på 5%.
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Vi ser da, at der kun er i 8 af gentagelserne at vi frembringer et gennemsnit på 18 sekunder eller

derover. Det er så sjældent, idet det kun svarer til 0.8%, at vi på signifikansniveauet 5% må

afvise nulhypotesen. Det er ikke rimeligt at tro at den observerede gennemsnitstid for de ti labo-

ratoriemus i virkeligheden blot skyldes tilfældige variationer i gennemløbstiderne for mus med en

typisk gennemløbstid på 18 sekunder. Eksperimentet svækker altså nulhypotesen betydeligt til

fordel for den alternative hypotese: En høj lyd nedsætter gennemløbstiden i labyrinten.

Så svaret er Ja! Der er rent faktisk belæg for at de løb hurtigere.

Bemærkning: Ordet bootstrap (dvs. støv-

lestrop) stammer fra Baron von Münchau-

sens eventyr, hvor den løgnagtige baron

fortæller, hvordan han reddede sig op af

en sump ved at trække i støvlestropper-

ne. I den klassiske illustration af Doré

trækker han sig i stedet op af sumpen

ved at hive sig i håret. I statistik benyttes

det som kælenavn for en metode, hvor

man genskaber den oprindelige populati-

on ud fra tilfældige udtrækninger i en

repræsentativ stikprøve. Når stikprøven

afspejler de væsentligste træk fra hele

populationen kan man ved at trække fra

stikprøven opnå tilnærmelsesvis de sam-

me resultater, som hvis man trak fra hele

populationen.
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7 Handskerne på stranden: 2-test for Goodness-of-fit

For nylig kunne man læse følgende lille notits på bagsiden af Politiken:

Takket være en utrættelig indsats af Thyge Steffensen og hans frue kan vi i dag præsentere dette

års imponerende høst af gummihandsker fra parrets strandture ved Jammerbugten. Som det frem-

går, er det blevet til 9 venstrehandsker, 1 intakt par - og kun 3 højrehandsker! Er det, fordi de for-

mentlig primært højrehåndede kystfiskere ofte smider venstre handske væk? Eller er der en anden

forklaring? »Det bemærkelsesværdige forhold må interessere mange«, skriver det årvågne strand-

vandrerpar, vi er ganske enige. (bs)

Det er tydeligt at asymmetrien mellem venstrehandsker og højrehandsker har overrasket ægte-

parret. Men er det nu virkelig så usædvanligt, som det umiddelbart ser ud til? Umiddelbart ville

vi forvente at der blev tabt lige mange venstre og højrehandsker, så der burde vel også drive

lige mange af hver slags ind på stranden. Men handskerne driver jo for vind og vejr, så det er ret

tilfældigt, hvor de havner på stranden. Vi forventer derfor heller ikke lige præcis lige mange hver

gang – men sådan ca. lige mange, hvor der somme tider vil være flest venstre handsker og

somme tider flest højrehandsker. Vi kan derfor opstille en nulhypotese H0, der siger at sandsyn-

ligheden for at finde en venstrehandske er lige så stor som sandsynligheden for at finde en høj-

rehandske, og at vi derfor i gennemsnit forventer at finde lige mange. Samtidig har vi en obser-

vation, hvor vi rent faktisk har fundet 10 venstrehandsker og 4 højrehandsker. Er det nu set

rimeligt ud fra nulhypotesen? Det er hvad vi skal forsøge at finde et kvalificeret svar på!

7.1 Simulering af nulhypotesen

Hvor ekstrem er denne observation nu? For at undersøge det må vi først

opbygge en ideel fordeling i overensstemmelse med nulhypotesen. Da der

skal være lige mange venstrehandsker og højrehandsker behøver den ideelle

fordeling kun at bestå af en enkelt venstrehandske og en enkelt højrehand-

ske. Læg mærke til at venstre og højre skal skrives ind med gåseøjne for at

markere dem som tekstvariable (kategoriske variable).

Vi vil også opbygge en liste over de observationer, som hr. og fru

Steffensen har gjort. Det kan vi fx gøre ved hjælp af kommandoen freqtable@>list({"Ven-

stre","Højre"},{10,4}), hvor kategorilisten {"Venstre","Højre"} fortæller os hvad slags handsker

der skal stå i listen, mens hyppighedslisten angiver hvor mange gange de enkelte kategorier skal

optræde, dvs. først 10 venstrehandsker og derefter 4 højrehandsker.

Endelig skal vi have opbygget en simulering af nulhypotesen, dvs. vi skal have trukket 14 til-

fældige handsker fra den ideelle fordeling. Det sker ved hjælp af listekommandoen simulering
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= randsamp(ideel,14). Den opbygger netop en tilfældig stikprøve med 14 elementer trukket fra

listen ideel, hvor der er tale om stikprøve med tilbagelægning, dvs. vi trækker igen og igen fra

den samme ideelle fordeling. Endelig kan vi afbilde såvel de originale observationer fra strandtu-

ren i Jammerbugten som de simulerede observationer i søjlediagrammer, der grafisk viser antal-

let af venstre- og højrehandsker. Ved at sammenholde resultaterne fra simuleringen med resul-

taterne fra den oprindelige strandtur kan vi nu vurdere hvor usædvanlig en strandtur, der egent-

lig har været tale om.

Vi ser da, at i dette tilfælde ligger antallet af

venstre og højrehandsker i simuleringen noget

tættere på hinanden end de gjorde på strand-

turen. Det er helt som forventet. Men for at

kunne vurdere hvor sjældent resultatet fra

strandturen egentlig er gentager vi nu simule-

ringen ved indefra Lister og regneark-værk-

stedet at taste CTRL R (ReCalculate). Vi ser

da søjlerne blafre i takt med at antallene går

op og ned. Jeg prøvede fx 20 gange og i løbet

af disse tyve gange oplevede jeg nogle få gan-

ge at ramme en simulering, der var lige så

skæv som strandturen, så mere sjælden er

den altså heller ikke. Jeg oplevede også, at

simuleringen gav den samme fordeling af ven-

stre og højrehandsker to gange i træk, selv

om rækkefølgen i de to tilfælde var forskellig.

På denne måde kan man begynde at danne sig

en ret god formodning om hvorvidt observati-

onen er i rimelig overensstemmelse med nul-

hypotesen hvorfor vi ikke kan forkaste nulhy-

potesen, eller om den i den grad strider mod

nulhypotesen, at vi bør forkaste den.

I langt de fleste tilfælde vil man på baggrund af de første tyve gentagelser kunne se, hvorvidt

det er værd at gå videre med undersøgelsen. Hvis vi allerede ser flere ekstreme tilfælde blandt

de 20 betyder det jo at p-værdien er noget højere end 5% (hvilket svarer til at vi i gennemsnit

finder mere end et ekstremt tilfælde for hver gang vi udfører 20 simuleringer). Og så kan vi jo

ikke forkaste nulhypotesen på signifikansniveauet 5%.
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7.2 Hvor stor er afvigelsen: Opbygningen af teststørrelsen
For nu yderligere at underbygge denne fornemmelse og for at få en mere præcis vurdering af p-

værdien, dvs. sandsynligheden for at få et udfald, der er mindst lige så ekstremt som det obser-

verede vil vi indføre en teststørrelse, der kan benyttes til at vurdere hvor ekstremt det observe-

rede egentligt er. Først må vi da have talt handskerne, hvilket gøres ved hjælp af den betingede

kommando CountIf(kategori, betingelse). I vores tilfælde er der to kategorier: Venstre- og Høj-

re-handsker. Vi indfører derfor en kategoriliste med disse to muligheder (i dette tilfælde falder

den sammen med den ideelle liste, men i almindelighed vil dette ikke være tilfældet, fordi udfal-

dene fra den ideelle liste ikke behøver være lige sandsynlige). Derefter er vi klar til at tælle såvel

de observerede som de simulerede hyppigheder. Endelig tilføjer vi en liste over de forventede

hyppigheder: Ifølge nulhypotesen er der lige mange venstre og højrehandsker og det er kun

tilfældigheder, der afgør om det er den ene eller anden handske fra et givet par, der lander på

stranden.

Der er flere muligheder for valget af en sådan teststørrelse, men et godt bud på en samlet for-

skel kunne bestå i at kvadrere forskellene mellem de observerede og de forventede værdier og

lægge kvadraterne på disse forskelle sammen ݉ݑݏ ܾ݋)) ݏ݁ ݒ݁ݎ ݎ݁ −ݐ ݒ݁ݎ݂݋ ݐ݁݊ (ଶ(ݐ . Men som påvist af

statistikeren Pearson i 1900 kan det betale sig yderligere at dividere med de forventede værdier

݉ݑݏ ቆ
ܾ݋) ݏ݁ ݒ݁ݎ ݎ݁ −ݐ ݒ݁ݎ݂݋ ݐ݁݊ ଶ(ݐ

ݒ݁ݎ݂݋ ݐ݁݊ ݐ
ቇ

Læg mærke til, at jo længere væk de observerede værdier ligger fra de forventede, dvs. jo mere

skæv den observerede fordeling af venstre- og højrehandsker er, jo større er teststørrelsen. Den

fungerer derfor som et godt mål for hvor skæv den observerede fordeling af handskerne egentlig

er. Vi udregner derfor denne teststørrelse først for de observerede værdier på stranden og der-

næst for de simulerede værdier, der jo følger nulhypotesen om at der smides lige mange venstre

og højrehandsker i havet og kun rene tilfældigheder afgør, hvem der når stranden. Taster vi

CTRL R i Lister og Regneark-værkstedet kan vi nu igen nemt se, hvornår den simulerede test-

størrelse er lige så ekstrem, dvs. lige så stor som den observerede.

Den ovenstående teststørrelse kaldes 2-teststørrelsen (udtales chi-2) og skrives altså ofte

med et græsk c, dvs. med symbolet , men i TI-Nspire CAS kan dette overalt erstattes med

chi. Vi lagrer derefter såvel den observerede teststørrelse som den simulerede teststørrelse fx

ved hjælp af kommandoen CTRL L (for Link), men vi kan også højreklikke i cellen og vælge me-

nupunktet Variable... > Gem Var ligesom vi simpelthen selv kan tilføje variabelnavnet og kolo-

net : med kolontegnet lige foran lighedstegnet i celleformlen

Læg mærke til, at cellen nu fremstår med fed skrift som tegn på at den er lagret som en variabel

og vi derfor kan referere til cellens indhold i alle andre værksteder, der måtte være åbne.
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7.3 Datafangst: Den eksperimentelle stikprøvefordeling
Det er den variable teststørrelse chi2_sim vi nu vil måle på en masse gange for at finde ud af

hvordan den fordeler sig, dvs. vi vil undersøge stikprøvefordelingen af teststørrelsen rent ekspe-

rimentelt. Specielt vil vi holde øje med hvordan den ligger i forhold til den observerede teststør-

relse chi2_obs, der er lagret i celle H2. Vi ved nemlig at den simulerede teststørrelse i kraft af

sin konstruktion afspejler nulhypotesen, så ved at kigge på, hvor den observerede teststørrelse

ligger i stikprøvefordelingen, kan vi få en god fornemmelse for hvor sjælden den er ifølge nulhy-

potesen – og dermed også hvor troværdigt det er, at den skulle stamme fra nulhypotesen.

Vi indfører derfor en liste kaldet målinger. Ved at gå ned i formelfeltet og vælge Datafangst

> Manuel Datafangst på Data menuen kan vi nu oprette en liste over alle vores målinger af

teststørrelsen

Parameteren 0 i Capture-værktøjet angiver at der er tale om en manuel datafangst. Manuel da-

tafangst foregår ved at taste CTRL . (dvs. Kontrol punktum). Af hensyn til den gentagne simule-

ring skifter vi nu tilbage til det Lister og regneark-værksted, hvor simuleringen udføres. Deref-

ter taster vi først CTRL R for at gentage simuleringen og dernæst CTRL . for at få fanget målin-

gen – og sådan fortsætter vi. Det sker i praksis ved at holde CTRL-tasten nede og først taste R

og dernæst . osv. Vi ser da målingerne dukke op i Diagrammer og statistik-værkstedet. Her

har vi også plottet værdien chi2_obs, dvs. den observerede teststørrelse. Vi ser da at vi i de

første 20 målinger har ramt lige så skævt i 7 af tilfældene. Dermed er vores skøn over p-værdien

baseret på de førte 20 målinger givet ved 7/20 = 35%.

Det ville nu være rart at kunne holde automatisk styr på antallet af målinger, ligesom det ville

være rart at få udregnet vores bud på p-værdien helt automatisk. Vi finder antallet af målinger

ved hjælp af celleformlen

= count(målinger).

Tilsvarende kan vi tælle antallet af skæve målinger ved hjælp af celleformlen

= countIf(målinger,?≥chi2_obs).

Endelig finder vi et bud på p-værdien, dvs. sandsynligheden for at det simulerede udfald er

mindst lige så ekstremt som det observerede udfald, ved at dividere antallet af skæve med det
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samlede antal målinger. Denne gang refererer vi direkte til de foregående målinger i formlen,

dvs. vi peger på cellen med værdien for antallet af skæve og dividerer derefter med værdien for

det samlede antal målinger ved at pege på cellen. Til sidst ganger vi med 100. (hvor decimal-

punktummet sikrer, at det skrives som decimaltal).

Nu er 20 målinger ikke ret mange, så vi kan ikke regne med at p-værdien har stabiliseret sig

endnu. Industristandarden er 500 målinger, så vi fortsætter ufortrødent. Vi ser da at p-værdien

lige så stille falder til et lavere niveau. Efter 100 målinger ser det således ud:

Efter 250 målinger ser det således ud (men så orker man næsten heller ikke at lave flere)

P-værdien ligger til sidst på ca. 22%, så når man simulerer nulhypotesen er sandsynligheden for

at få et udfald, der er mindst lige så ekstremt som det observerede givet ved ca. 22%. Det er

ikke særligt sjældent, nulhypotesen er altså rimeligt troværdig. Med et signifikansniveau på 5%

er resultatet derfor ikke statistisk signifikant.
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7.4 Den teoretiske stikprøvefordeling
For at kunne sammenligne de fundne

eksperimentelle resultater med en

mere teoretisk tilgang får vi i det

følgende brug for begrebet friheds-

grad. Der er to kategorier: ven-

stre- og højre-handsker, men når vi

skal fordele de 14 handsker på de to

kategorier er der kun én friheds-

grad: Så snart vi har valgt et antal

venstrehandsker, kender vi jo antal-

let af højrehandsker. Plotter vi mid-

delværdien for teststørrelsen ser vi

netop at middelværdien ligger meget

tæt på 1. Dette er en af de væsentli-

ge begrundelser for at dividere med

den forventede værdi i teststørrelsen. Derved sikres det netop at den forventede middelværdi

svarer til antallet af frihedsgrader. Hvis vi nu den forventede værdi i teststørrelsen. Derved sik-

res det netop at den forventede middelværdi svarer til antallet af frihedsgrader. Hvis vi nu øn-

sker at kigge nærmere på stikprøvefordelingen for teststørrelsen kan vi omdanne histogrammet

til et tæthedshistogram (hvor det samlede areal er 1) ved dels at højreklikke og ændre skalaen

til tæthed/areal, dels gå ind i søjleindstillinger og sætte bredden til 1, så vi får frembragt et

sammenhængende histogram. Men det kan vi nu sammenligne med den teoretiske tæthedsfunk-

tion for chi2-fordelingen, der hedder chi2Pdf(x,1), fordi der er 1 frihedsgrad (idet Pdf er en for-

kortelse for PointDistributionFunction). Som det ses, følger histogrammet pænt den teoretiske

fordeling. Når man udfører en teoretisk beregning af chi2-fordelingen vil man typisk støtte sig til

tæthedsfordelingen chi2Pdf(x,df), hvor df er antallet af frihedsgrader (Degrees of Freedom)
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Vi kan endda bruge den teoretiske forde-

ling til at skønne over p-værdien. Vi kan

fx højreklikke på grafen og vælge Skra-

ver under funktion. Vi skal da først

klikke på den observerede teststørrelse

og derefter på boksen med +. Resulta-

tet ligger noget lavere, 10.9%, hvilket

skyldes at den teoretiske stikprøveforde-

ling ikke er så god en tilnærmelse til den

faktiske stikprøvefordeling i dette tilfælde

(se evt.næste afsnit). Men resultatet er

selvfølgelig stadigvæk ikke statistisk sig-

nifikant, så konklusionen er uændret.

Man kan godt korrigere for det teoretiske

skøn, så det bliver lidt mere præcist, men det er omstændeligt! Resultatet var altså slet ikke så

overraskende som vi i første omgang troede. Det samme resultat kom Politiken også frem til idet

de næste dag bragte følgende kommentar til historien:

Slet ikke så

BJARNE SCHILLING

Vi beskrev i går, hvordan Jammerbugt-

strandvandrerparret Steffensen blev slået

med forbløffelse, da de gjorde årets ar-

bejdshandskehøst op: 9 venstre- og kun 3

højrehandsker. Tager man de to handsker

med, som udgør et egentligt par, er forde-

lingen 10 venstre og 4 højre.

»Men det er faktisk ikke så bemærkelses-

værdigt«, skriver Bendix Carstensen, der

som seniorstatistiker på Steno Diabetes

Center så afgjort må siges at have forstand

på tal.

»Hvis der på stranden ligger præcis lige

mange højre- og venstrehandsker, og vi

sender 100 indsamlingshold ud og beder

dem om at indsamle 12 enkelthandsker

sært endda

hver, så er der ca. 14 af holdene, der vil få 3

eller færre af den ene slags«, skriver han.

»Hvis vi i stedet sender holdene ud for at sam-

le 14 handsker hver, vil omkring 18 af de 100

hold finde 4 eller færre af den ene slags. For-

melt set skal man formulere det, som at der er

17,96 procent sandsynlighed for at finde 4

eller færre af den ene slags handsker, hvis der

indsamles 14 fra en strand, hvor der er tilfæl-

digt fordelt lige mange af begge slags (og der i

øvrigt er uendeligt mange handsker til rådig-

hed ...) «, påpeger Bendix Carstensen og går

videre med noget, der hedder »binomialforde-

lingen«, og så er det, at vi står af. Her er hel-

ler ikke mere plads.

bjarne.schilling@pol.dk

I artiklen kommer seniorstatistikeren Bendix Carstensen frem til at der er

sandsynligheden 17,96% for at finde et resultat, der er mindst lige så eks-

tremt, hvis man simulerer nulhypotesen ved at sende 100 hold ud for at

finde 14 tilfældige handsker på stranden. Det afviger lidt fra vores hidtidige

resultat for p-værdien, men det skyldes i det væsentlige at vi ikke har simu-

leret tilstrækkeligt mange gange. Gennemfører vi i stedet 2500 enkeltmålin-

ger, der er det maksimalt mulige antal målinger i Lister og Regneark-

værkstedet når vi samler målingerne i en enkelt liste, fås i stedet en p-værdi på 17.6%. Denne

gang ligger vi altså meget tættere på artiklens værdi. Man kan godt regne sig frem til den eksak-

te p-værdi, men som antydet i artiklen kræver det et godt kendskab til binomialfordelingen.

I modsætning til binomialtestet er chi2-testet kun et approksimativt test og det fører derfor kun

til et – forhåbentligt – rimeligt skøn over p-værdien.



Bekræftende statistik: 7 Handskerne på stranden: 2-test for Goodness-of-fit

64

7.5 Chi2-testet for Goodness-of-Fit som et kanonisk test
Ti-Nspire CAS har også indbygget chi2-testet som et kanonisk test kaldet Goodness-of-Fit-

testet 2 GOF, fordi det tester hvorvidt et givet kategorisk datasæt ser ud til at følge den forven-

tede fordeling. I Lister og Regneark-værkstedet hentes det fra Statistik-menuen:

Der åbnes da som vist for en dialogboks, hvor man skal angive listen over de observerede hyp-

pigheder, listen over de forventede hyppigheder, antallet af frihedsgrader, samt hvor man vil

have anbragt resultaterne i Lister og Regneark-værkstedet. Endelig har man som en ekstra

bonus mulighed for at sætte kryds ved Skraver P-værdi. Der opbygges da automatisk en gra-

fisk illustration af testen med stikprøvefordelingen og en skravering af området for ekstreme

udfald, dvs. udfald, der ligger mindst lige så langt ude som den observerede teststørrelse. I vo-

res tilfælde har vi allerede opbygget lister over såvel de observerede hyppigheder som de for-

ventede hyppigheder inde i selve regnearket. Vi kan derfor referere direkte til disse lister i dia-

logboksen, hvor vi vælger dem på rullegardin-menuerne. Men vi kan også indsætte dem direkte

ved hjælp af Tuborg-parenteser, dvs. den observerede liste som {10,4} og den forventede liste

som {7,7}.

Vi får da oplyst teststørrelsen 2.57143, p-værdien 10.88%, antallet af frihedsgrader df = 1 (som

vi selv har indtastet), samt Comp-listen over de enkelte kategoriers bidrag til teststørrelsen.

Dertil kommer den grafiske illustration, hvor vi også får gentaget teststørrelsen og p-værdien.



Bekræftende statistik: 7 Handskerne på stranden: 2-test for Goodness-of-fit

65

I dette tilfælde er p-værdien på 10.88% tydeligvis for lav. Det skyldes chi2-fordelings-

approksimationen, der ikke tager hensyn til den meget grynede natur af målingerne. Prøver vi i

stedet at finde p-værdien svarende til 9 venstrehandsker finder vi i stedet:

Denne gang rammer vi for højt med en p-værdi på 28.50%. Den 'rigtige p-værdi' svarende til at

antallet af succeser er givet ved 9.5 (som ikke accepteres af programmet!) er da ca. givet ved

gennemsnittet (28.50%+10.88%)/2 = 19.69%, hvilket er rimeligt tæt på det korrekte resultat!

7.6 Automatisk datafangst på den forsigtige måde*
Det følgende afsnit er lidt teknisk og kan roligt overspringes i en første gennemlæsning. Hvis vi

gerne vil udføre rigtigt mange målinger skal vi slå automatisk datafangst til i stedet for den ma-

nuelle datafangst. Her skal vi imidlertid være forsigtige: Den manuelle datafangst udfører en

datafangst, hver gang vi taster CTRL ., men den automatiske datafangst kræver ikke at vi taster

noget bestemt. Den overvåger variablen og registrerer hver gang den ændrer værdi. Den opfører

sig altså ligesom min gamle jagthund, der var helt vild med at løbe efter vildt. Men hvis vildtet

kunne holde sig i ro skete der ingen ting. Det var kun når vildtet løb, dvs. når der skete ændrin-

ger, at hunden satte efter vildtet. Når vi udfører en automatisk datafangst gentager vi simulerin-

gen ved at holde CTRL R nede, men en ny simulering fører ikke nødvendigvis til en ny værdi for

teststørrelsen. Vi mister altså nogle målinger svarende til gentagelserne af teststørrelsen, hvis vi

ikke tænker os om! Da det er sværere at gentage de ekstreme målinger, fordi de forekommer

mere sjældent, overvurderer vi derfor størrelsen af p-værdien, hvis vi ikke korrigerer for genta-

gelserne. Tilsvarende opfører manuel datafangst lidt ligesom en velopdragen jagthund. Den rør

sig kun når den får lov, dvs. den skal have en apport-kommando, der altså i TI-Nspire CAS

hedder CTRL punktum .
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Når vi udfører en automatisk datafangst og vil gardere os mod at miste målinger, fordi test-

størrelsen tilfældigvis giver det samme resultat, går vi derfor frem på følgende forsigtige måde:

Sammen med teststørrelsen fanger vi en dummyvariabel givet ved celleformlen

dummy:= rand(),

som vi kan være sikker på skifter værdi hver gang vi genberegner regnearket. Endelig fanger vi

også summen af vores teststørrelse chi2_sim og dummyvariablen. Den kaldes dummysum og

skal bruges til at fange gentagelserne af værdien for teststørrelsen! Det ser sådan ud:

Holder vi CTRL R nede starter målingerne for fuld udblæsning, men efter ca. 500 målinger taber

maskinen pusten og det begynder at gå noget langsommere. Man kan stoppe op undervejs og

taste enkeltvis for at bringe antallet af kontroller op på fx 1000 kontrollerede målinger. Men man

kan også køre igennem til den bitre ende. Efter 2500 målinger stopper målingerne da, da der

kun er plads til 2500 rækker i regnearket. Hvis man vil have flere målinger må man da oprette

en ny søjle og fortsætte med denne. I dette tilfælde fører 2500 målinger til en p-værdi på

17.56%, hvilket er rimeligt tæt på seniorstatistikerens værdi på 17.96%. Vi kan altså styre den

automatiske datafangst på den ovenfor beskrevne måde, hvor vi fanger tre variable: chi2_sim,

dummy (:= rand() ) og dummysum (= chi2_sim + dummy)! Værdierne for de to sidste va-

riable gemmes i listerne test og test_sum. Endelig får vi vores kontrollerede testværdi tilbage

ved at trække dummyvariablen fra igen, dvs. ved at udregne listen

målinger = test_sum - test

Det er lidt besværligt, og heldigvis findes der mange statistiske test, hvor teststørrelsen varierer

så bredt at vi kan ignorere problemet med gentagelserne. Er vi i tvivl kan vi altid tilføje dummy-

variablen og se hvor mangelfuld den simple ukontrollerede måling er. Når vi både måler på den

simulerede teststørrelse chi2_sim og dummy-variablen rand(), så kan vi jo umiddelbart tælle

dem og forskellen i de to antal viser da netop hvor mange gentagelser, der må have været.
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8 Er piger venstreorienterede? 2-test for uafhængighed

Susanne Højte og Lars Donatzky fra Gladsakse Gymnasium har med hjælp fra deres elever frem-

stillet en både underholdende og instruktiv You-tube film om chi2-testen. Det anbefales kraftigt

at se filmen . Her vil vi analysere problemstillingen ved hjælp af TI-Nspire CAS. I filmen er

eleverne Sidsel og Rasmus uenige om, hvorvidt piger er mere venstreorienterede end drenge. De

bliver enige om at afgøre deres uenighed ved hjælp af en hypotesetest og aftaler derfor at spør-

ge eleverne på skolen om hvad de ville stemme på, hvis der var folketingsvalg: Rød blok eller blå

blok. De udspørger 60 elever, hvoraf 35 er piger og 25 er drenge. Blandt disse 60 elever ville 33

stemme rødt og 27 stemme blåt. Endvidere oplyses det, at 25 af de 33, der stemte rødt, var

piger.

På basis af disse oplysninger kan vi nu udfylde en krydstabel for de observerede hyppigheder.

Men da vi kender totalerne er det nu som vist nemt at finde de resterende tal:

Holdning\Køn Pige Dreng I alt Holdning\Køn Pige Dreng I alt

Rød blok 25 33 Rød blok 25 8 = 33-25 33

Blå blok 27 Blå blok 10 = 35-25
17 = 27-10

= 25-8
27

I alt 35 25 60 I alt 35 25 60

Det ser altså ud til pigerne foretrækker rød blok, mens drengene foretrækker blå blok. Men kan

det nu virkeligt tages til indtægt for at piger er mere venstreorienterede end drenge? Kunne det

ikke lige så godt forklares som et resultat af de tilfældige udsving i opinionsundersøgelser, der jo

bygger på ’tilfældige stikprøver’ i ’befolkningen’ (hvor vi først må acceptere at klasserne på Glad-

sakse Gymnasium rent faktisk er repræsentative for den danske ungdom eller i det mindste den

Københavnske gymnasieungdom )? Vi kan derfor opstille en nulhypotese H0, der alene tilskriver

forskellen de uundgåelige fluktuationer i stemmetallene hos de tilfældigt udvalgte adspurgte

H0: Fordelingen hos de to køn afspejler den samme fælles fordeling af de for-

ventede stemmer på Rød blok og Blå blok.

Sandsynligheden for at finde en vælger, der vil stemme på fx Rød blok er ifølge nulhypotesen

derfor den samme for begge kønnene. Ikke desto mindre har vi en observation, hvor rød blok

klart dominerer hos pigerne, samtidigt med at blå blok dominerer hos drengene! Er det nu rime-

ligt set ud fra nulhypotesen? Virker den troværdig? Det er dette spørgsmål som den statistiske

test skal forsøge at kaste lys over.

Som før ønsker vi nu at simulere nulhypotesen. Men denne gang kender vi ikke den fælles

fordeling af stemmerne, så vi kan ikke bare gentage Goodness-of-fit-testen fra det forrige ek-

sempel. I stedet bygger vi på den følgende fundamentale ide: Hver af de afgivne stemmer i

spørgeskemaundersøgelsen afspejler dels hvilket køn den stammer fra, dels hvilken politisk blok,

der stemmes på. Men ifølge nulhypotesen spiller det nu ikke nogen rolle, hvilket køn, der er tale

om, når vi kigger på fordelingen af stemmerne på de to blokke. Vi siger derfor også at ifølge

nulhypotesen er udfaldet af variablen blok uafhængig af udfaldet af variablen køn. Denne gang

kaldes testen derfor et uafhængighedstest, idet vi reelt tester om udfaldet af hvilken blok, der

stemmes på, ikke afhænger af hvilket køn, der er tale om.
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8.1 Krydstabeller: Observerede versus forventede hyppigheder
Når man skal undersøge en eventuel sammenhæng mellem to kategoriske variable, i dette til-

fælde køn og blok opskrives de fundne hyppigheder typisk i en krydstabel i regnearket (i regne-

ark som Excel kaldes krydstabeller for pivottabeller). Derefter benyttes celleformler til at til at

udregne rækketotaler, søjletotaler og den samlede tabeltotal

Det er kun disse to formler, der indskrives. Resten fås da ved at ’trække’ formlerne på langs eller

tværs af regnearket ved at klikke i cellen med formlen og derefter trække i ankeret i nederste

højre hjørne:

Vi har nu frembragt en tabel over de observerede hyppigheder. Af denne tabel aflæses fx det

følgende skøn over den fælles fordeling: Ifølge nulhypotesen er det ligegyldigt hvilket køn, der

ligger til grund for tildelingen af stemmer til blokkene. Vi kan derfor lige så godt slå de to køn

sammen og ser da at ud af de 60 afgivne stemmer er de 33 tildelt Rød blok og de resterende 27

er tildelt blå blok. Det er da ifølge nulhypotesen vores bedste bud på hvordan den underliggende

fælles fordeling for tilslutningen til blokkene ser ud. Det giver nu anledning til at vi kan udregne

de forventede stemmer ud fra nulhypotesen. Vi forventer nemlig at 33/60 af stemmerne går til

rød blok og de resterende 27/60 af stemmerne går til blå blok. Fx forventer vi derfor at 33/60·35

piger stemmer på Rød blok, da der er 35 piger med i undersøgelsen osv. Læg mærke til at de

forventede værdier godt kan være decimaltal. De repræsenterer ikke et faktisk antal vælgere,

men det gennemsnitlige antal vælgere i en meget lang række opinionsundersøgelser baseret på

den samme fordeling, og et gennemsnit kan godt være et decimaltal.

Vi indskriver derfor den forventede fordeling i en ny krydstabel, der fremkommer ved at kopi-

ere den allerede fundne krydstabel for de observerede hyppigheder

Det er ikke svært at finde de enkelte forventede værdier, men vi kan også systematisere udreg-

ningen med en celleformel

19.25 =
33

60
∙ 35
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Læg mærke til dollartegnene, der binder cellereferencen til en absolut reference. Når vi flytter

rundt på celle B7, skal tælleren hele tiden hentes dels i søjlen for søjletotaler (D-søjlen), dels i

rækken for række-totaler (række 4). Der er derfor sat dollartegn foran D og 4 for at binde disse

to celler til at blive i søjlen og rækken for totalerne. Tilsvarende skal nævneren hele tiden hentes

i celle D4, hvor både D og 4 i nævneren er bundet gennem et foranstillet dollartegn.

Hvis vi har gjort det rigtigt skal de forventede summer i række- og søjletotalerne nu netop gi-

ve de samme værdier som i krydstabellen for de observerede hyppigheder.

Vi ønsker nu grafisk at illustrere de ovenstående krydstabeller. Dataene fra krydstabellerne

skal da først overføres til navngivne lister, idet det kun er navngivne variable, der kan afbildes

grafisk. Vi skal med andre ord have flyttet tabellen op over dobbeltstregen. Vi skal da oprette

lister for kandidat-kategorierne og for de tilhørende hyppigheder, såvel de observerede som de

forventede.

Kategori-listen og hyppighedslisterne overføres som vist direkte fra krydstabellerne. Derefter kan

vi netop frembringe kombinationsdiagrammer, hvor vi kobler blok-kategorierne med såvel de

observerede hyppigheder som de forventede hyppigheder. Først afsættes kat_blok på første-

aksen. Derefter højreklikkes i aksefeltet på andenaksen og man vælger Tilføj Y-værdiliste for

at oprette et søjlediagram baseret på obs_pige. Der højreklikkes endnu engang for at vælge

Tilføj Y-værdiliste og denne gang tilføjes obs_dreng. Det samme gentages bagefter i et nyt

Diagrammer og statistik-værksted, men denne gang med de forventede hyppigheder.

De forventede hyppigheder viser den forventede fordeling ifølge nulhypotesen, hvor der derfor

ikke er forskel på de to køn, og hvor pigerne altså dominerer alene i kraft af deres overvægt i

stikprøven. Dette er tydeligvis ikke tilfældet med de observerede hyppigheder, hvor pigerne do-

minerer rød blok, mens drengene tilsvarende dominerer blå blok. Men spørgsmålet er så om

forskellen mellem den observerede fordeling og den forventede fordeling er stor nok til at den er

statistisk signifikant? For at afgøre dette vender vi os derfor mod den bekræftende statistik. Vi

skal da have en idé til hvordan man simulerer nulhypotesen om uafhængighed mellem opinions-

undersøgelserne og stemmeafgivningen, dvs. vi skal have en ide til hvordan man kan simulere

uafhængighed af to kategoriske variable.
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8.2 Simulering af uafhængighed: Omrøring i data
Her kan vi nu tænke på dataindsamlingen som resulterende i en stak kartotekskort, hvor der på

hvert enkelt kartotekskort dels er noteret hvilket køn, den stammer fra, dels hvilken blok, der er

stemt på. I alt er der 60 sådanne kartotekskort. Hvis vi klipper dem over i to halvdele, vil ven-

stre halvdel af kartotekskortene kun rumme oplysningen om kønnet, mens højre halvdel kun vil

rumme oplysningen om blokken. I følge nulhypotesen er der nu ingen sammenhæng mellem

opinionsundersøgelsen og stemmeafgivningen, dvs. kandidatfordelingen er uafhængig af opini-

onsundersøgelsen. Hvis vi derfor blander den venstre halvdel af kortene – den med kønnet – og

derefter limer kartotekskortene sammen igen, får vi en fordeling, hvor der med sikkerhed ikke er

nogen sammenhæng mellem kønnet og blokken. Vi simulerer med andre ord uafhængigheden

mellem de to variable. Når man på denne måde adskiller to variable, blander den ene, og sætter

dem sammen igen, siger man at man har foretaget en omrøring.

I praksis kan man udføre omrøringen som vist på filmen ved hjælp af flere sæt spillekort:

Rasmus bestyrer blokkene, så han har et sæt

spillekort med 33 røde kort for Rød blok og

27 sorte kort for Blå blok, dvs. i alt 60 spille-

kort. Sidsel bestyrer kønnene, så hun har et

sæt spillekort med 35 røde kort for piger og

25 sorte kort for drenge, dvs. igen i alt 60

spillekort. Sidsel blander nu sine kort og de

lægger derefter kortene på bordet ét for ét.

Hver gang de begge lægger et rødt kort har

de fundet en pige, der stemmer rødt osv.

Faktisk er det nok at tælle hvor mange piger,

der stemmer rødt, idet resten af tabellen ud-

fylder sig selv. Det er en fin måde at få styr

på simuleringen af nulhypotesen!

For nu at få foretaget omrøringen i TI-Nspire CAS skal vi først have frembragt "kartoteks-

kortene", dvs. vi skal gå fra hyppighedstabeller til lister, der dels rummer kønnene, dels de blok-

ke, der svarer til de afgivne stemmer. Vi skal med andre ord have rekonstrueret rådata. Det sker

ved hjælp af listekommandoen freqtable@>list(), der skal have to argumenter, nemlig de to

lister fra en hyppighedstabel: kategorierne og hyppighederne. Husk at hyppighed på engelsk

hedder frequency og at hyppighedstabellen derfor hedder frequency table, heraf navnet på

kommandoen. Husk også som vist at transformationssymbolet kan erstattes af @>. For at

kunne anvende denne kommando effektivt skal vi først have opbygget to skyggetabeller, hvor

tallene er erstattet af kategorierne for blokke henholdsvis køn, som kopieres ind i tabellen i ste-

det for tallene:

De to lister, vi på den måde får frembragt, indeholder da netop de to halvdele af vores 60 "kar-

totekskort": Listen for køn indeholder først 25 kartotekskort med Pige (der er koblet til Rød

blok), derefter 10 kartotekskort med Pige, der er koblet til Blå blok osv. og tilsvarende for listen

for blok. Vi kan afbilde kartotekskortene i et grupperet søjlediagram ved først at afbilde blok på

førsteaksen og derefter højreklikke i aksefeltet for førsteaksen og vælge Opdel kategorier ef-
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ter variabel, hvorved vi får splittet den kategoriske variabel blok i forhold til den kategoriske

variabel køn:

Det fremkomne diagram minder meget om kombinationsdia-

grammet, men denne gang er det frembragt direkte fra de re-

konstruerede rå-data. Der kan derfor godt være forskel på

rækkefølgen af kategorierne langs aksen. Rå-diagrammet er

ordnet alfanumerisk (dvs. alfabetisk, hvor tallene går forud for

bogstaverne), men man kan godt flytte rundt på søjlerne i den

overordnede variabel.

Vi skal nu have simuleret nulhypotesen, dvs. rørt rundt i

den første liste med køn, for at bryde en eventuel sammen-

hæng mellem kønnet og stemmefordelingerne. Det sker ved

hjælp af kommandoen

RandSamp(population, antal stikprøver [,type]),

som beskrevet i kataloget i det venstre sidepanel. Typepara-

meteren kan undværes: den afgør om stikprøven sker med

eller uden tilbagelægning. Som standard sker den med tilbage-

lægning, dvs. vi trækker igen og igen fra den samme fordeling!

Men for at frembringe en omrøring skal vi jo i stedet have fore-

taget en permutation af listens elementer, dvs. have sat ele-

menterne sammen i en ny tilfældig rækkefølge. Det kræver at

vi trækker uden tilbagelægning, dvs. først trækker vi det ele-

ment, der nu skal være første element, derefter trækker vi det

element, der nu skal være andet element og sådan fortsætter

vi til der ikke er flere elementer tilbage at trække af. Vi sætter derfor parameteren til 1. Samti-

digt skal vi sikre os at vi trækker i bund, dvs. at der ikke er flere elementer tilbage. I dette til-

fælde skal vi altså trække 60 gange. Men da dette antal varierer fra opgave til opgave er det

bedre at skrive det som dim(opinion), hvor dim-kommandoen netop udregner listens længde,

dvs. antallet af elementer i listen. Her er dim en forkortelse af ordet dimension. Se figuren næste

side, hvor kommandoen også er skrevet helt ud.

Taster vi CTRL R får vi nu netop gentaget den tilfældige omrøring, og dermed en ny version

af en tilfældig kobling mellem opinionsundersøgelsen og stemmeafgivningen.



Bekræftende statistik: 8 McCain versus Obama: 2-test for uafhængighed

72

Men når vi har omrørt den kategoriske variable køn, så kan vi jo oprette en graf over fordelin-

gen for det omrørte køn sim_køn koblet til fordelingen for blok. Denne graf anbringer som sagt

kategorierne i alfanumerisk rækkefølge, så den kan afvige fra kombinationsdiagrammerne i ræk-

kefølgen af kategorierne. Men da der er tale om et usammensat søjlediagram kan vi bare flytte

rundt på søjlerne som det passer os, ligesom vi kan farvelægge søjlerne som det passer os!

Vi ser da at simuleringen typisk ligner den forventede

fordeling (de to fordelinger har samme form og pigerne

dominerer i begge kategorier i overensstemmelse med at

der er flere piger end drenge i stikprøven). Dette er i

modsætning til den observerede fordeling, hvor pigerne

dominerer i den røde blok, mens drengene dominerer i

den blå blok - på trods af at der er færre drenge i stik-

prøven. Gentages simuleringen mange gang kan man nu

se hvor ofte det lykkes at frembringe en simulering, hvor

der er mindst 25 piger der stemmer rødt.

Da jeg fx prøvede simuleringen igennem lykkedes det

ikke for mig en eneste gang i tyve forsøg at få en forde-

ling, hvor 25 piger stemte på rød blok (men nok en en-

kelt gang, hvor 24 piger stemte rødt!). Noget tyder altså

på at den observerede fordeling er relativ sjælden, dvs.

ret svær at frembringe ud fra nulhypotesen og det svæk-

ker selvfølgelig tiltroen til denne! Men igen er det nød-

vendigt at præcisere, hvor sjældent det egentlig fore-

kommer, dvs. udregne en p-værdi.
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8.3 Hvor stor er afvigelsen: Opbygningen af teststørrelsen
Spørgsmålet er altså hvor meget forskel på de to køn man egentlig kan forvente i en sådan

simulering. For at kunne svare på dette spørgsmål vil vi først oprette en automatisk optælling af

de simulerede stemmer fordelt på de to køn. Det gøres ved hjælp af celleformler, hvor vi udnyt-

ter kommandoen Sum(iffn(betingelse på lister, hvis sand=1, hvis falsk=0)). Som betingelse på

lister bruger vi da den boolske kombination sim_køn = ”pige” and blok = ”Rød blok”, der netop

rummer begge oplysninger. Hvis vi møder en position, hvor en simuleret pige stemmer rødt fås 1

og ellers 0. Til sidst lægger vi alle 1-tallerne sammen og finder netop antallet af gange, hvor

piger stemmer rødt:

Læg mærke til dollartegnene, der sikrer at vi hele tiden mikser kategorier fra den øverste række

$21 og den yderste venstre søjle $a.

Der er nu flere muligheder for at konstruere en passende teststørrelse, men i chi-i-anden-

testen går man således frem: I første omgang udregner man forskellen på de observerede og

forventede hyppigheder, derefter kvadrerer man forskellen og dividerer med de forventede vær-

dier. Til sidst lægger man alle bidragene sammen:


 

   
   

 
 
 

2

2 2 2 2

2 (observeret forventet)

forventet

(21 19.25) (14 15.75) (12 13.75) (13 11.25)

19.25 15.75 13.75 11.25

sum

I begge tilfælde er det nu klart at jo mere de observerede antal afviger fra de forventede, jo

større bliver teststørrelsen, dvs. den kan netop anvendes som passende mål for skævheden,

hvor det er de store værdier, som er problematiske –men også små testværdier kan være pro-

blematiske! De optræder fx i tilfælde af videnskabeligt snyd, hvor en forsker har pyntet på resul-

taterne ved at lægge sine observationer alt for tæt på de forventede antal. Fx har der været

rejst anklager om snyd med tvillingeundersøgelser, hvor det mest kendte og omdiskuterede ek-

sempel handler om den engelske psykolog Cyril Burt.

Vi indskriver derfor Pearsons teststørrelse i en celleformel for sig selv, dvs. i en ikke-

navngivet liste:

Læg mærke til at vi henter de observerede og forventede hyppigheder direkte fra tabellerne.

Vi kan tilsvarende udregne teststørrelsen for de simulerede opinionsundersøgelser. Det giver

mulighed for at gentage simuleringen ved at taste CTRL-R og se hvordan den simulerede test-

størrelse varierer. Læg også mærke til at vi har lagret de to teststørrelser, så vi kan lade pro-

grammet holde udkig efter den. For at lagre dem markerer vi cellen N2 henholdsvis N4, højre-
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klikker i den og vælger menupunktet Variable > Gem var (eller taster CTRL L for Link til en

variabel og vælger menupunktet Gem VAR eller går direkte ind i cellen og skriver selv Chi2Obs

: med kolontegnet lige foran lighedstegnet ). Læg mærke til at cellernes værdi skrives med fed,

når de først er lagt på køl!

Som det ses er den observerede teststørrelse Chi2Obs meget større end den vi får fra simule-

ringen; og selv om vi gentager simuleringen mange gange er det faktisk svært at finde en simu-

leret teststørrelse, der rammer lige så skævt.

8.4 Datafangst: Den eksperimentelle stikprøvefordeling
Dermed er jagten klar til at gå ind på den simulerede tesstørrelse. Vi opretter nu en ny kolon-

ne med navnet Måling og markerer formelfeltet, hvorefter vi kan højreklikke i det eller blot væl-

ge menupunktet Datafangst > Automatisk fra Data-menuen. Vi skal derefter navngive den

variabel vi ønsker at fange og indskriver derfor variabelnavnet chi2_sim (eller henter det med

CTRL L):

Vi vender så tilbage til kolonnen med teststørrelserne og indskriver endnu en celleformel

= count(måling)

til at finde antallet af målinger, så vi kan holde øje med målingerne. Tilsvarende opretter vi en

graf for målingerne, hvor vi kan holde øje med hvorvidt de rammer indenfor eller udenfor den

observerede teststørrelse chi2_obs, som indsættes ved at benytte kommandoen Plot værdi fra

Undersøg data-menuen

Den første måling!
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Derefter er det blot at holde CTRL-R tasten ned og vente tålmodigt! Til at begynde med vokser

antallet af målinger jævnt, men efter et stykke tid begynder maskinen at hakke i det og den

foretager nu målingerne i klumper. Med lidt held kan man stoppe målingerne ved ca. 1000 må-

linger. Men man kan også køre dem igennem til den bitre ende, dvs. det maksimale antal målin-

ger, som er 2500, idet regnearket kun kan rumme 2500 rækker i en enkelt liste.

De første tyve målinger Resultaterne fra 2500 målinger

Vi kan så også nemt udregne et skøn over p-værdien, dvs. hvor stor en procentdel, der har

ramt mindst lige så skævt som opinionsundersøgelsen. På grafen ser det ud som om der er en 4-

5 skæve målinger (den første prik dækker over flere prikker). En sikker optælling sker ”p-værdi i

% =ved hjælp af CountIf-kommandoen. Der er faktisk 11 skæve målinger!

I dette tilfælde fås p-værdien 0.44%. Nulhypotesen har altså en meget lav troværdighed, langt

under det almindeligt brugte signifikansniveau på 5%. Forskellen på de to opinionsundersøgelser

er altså statistisk signifikant: Alt tyder på at pigerne i den Københavnske gymnasieungdom er

venstreorienterede.
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8.5 Den teoretiske stikprøvefordeling
Vi kan få et endnu bedre indtryk af fordelingen, ved dels at konvertere den til et histogram,

dels tilføje middelværdien for målingerne ved hjælp af menupunktet Plot værdi på Undersøg-

menuen. Histogrammet omsættes til et tæthedshistogram ved at højreklikke og vælge menu-

punktet Tæthed/Areal på Skala-menuen. Vi lægger mærke til at middelværdien ligger meget

tæt på 1. Det svarer netop til antallet af frihedsgrader i krydstabellen.

Krydstabellen har netop én frihedsgrad

fordi vi kan vælge et af stemmetallene

frit, her pigernes stemmer på rød blok

angivet som x i den blå celle. Resten

følger da som vist af søjletotalerne og

rækketotalerne. Det svarer helt til

vinklerne i en trekant, hvor der er to

frihedsgrader, fordi den tredje vinkel

følger af vinkelsummen på 180.

Vi kan endda sammenligne stikprøvefordelingen med

den teoretiske fordeling, idet vi vælger menupunktet Plot

funktion på Undersøg data-menuen og vælger tætheds-

funktionen for chi-i-anden-fordelingen med 1 frihedsgrad

fra kataloget (husk at vælge punktfordelingen, dvs. den

der ender på Pdf = Point Distribution Function):

Som det ses følger den teoretiske fordeling meget fint

tæthedshistogrammet for stikprøvefordelingen. Vi kan så

også finde den teoretiske p-værdi. Vi skal da integrere,

dvs. finde arealet under grafen for den teoretiske tætheds-

fordeling, fra chi2_obs-værdien til uendelig. Det sker fx

ved at højreklikke på grafen og vælge menupunktet Skra-

ver under funktion. Derefter klikker vi først på den lod-

rette linje for chi2-obs-værdien, derefter på kassen med

den øvre grænse givet ved  . Hvis du ikke kan se resul-

tatet skal du trække lidt i skalaen, fordi resultatet gemmer

sig helt nede ved skalaen, da området er så snævert.
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Vi ser altså at den teoretiske p-værdi er givet ved 0.003 = 0.3%, hvilket som lovet ligger et godt

stykke under signifikansniveauet på 5 procent!

8.6 Chi2-testet for uafhængighed som en kanonisk test
Endelig vil vi til sidst se på hvordan vi kunne have udført testen som en teoretisk test. Denne

gang skal vi vælge en 2-uafhængighedstest. Vi får da besked om at oplyse en matrix for de ob-

serverede værdier

En matrix svarer nu i princippet direkte til en krydstabel

(hvor vi kun fokuserer på tabellens værdier ordnet i ræk-

ker og søjler), men desværre kan Lister og regneark-

værkstedet ikke arbejde direkte med matricer. Vi er der-

for nødt til at gå omvejen over lister, og udnytte at en

matrix kan repræsenteres som en liste af lister, hvor de

inderste lister står for søjlerne i matricen. Fx vil den føl-

gende liste af lister

{b2:b3,c2:c3} = { {25,10},{8,17} }
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repræsentere matricen bestående af de observerede hyppigheder, dvs. netop kerneområdet i

tabellen for de observerede hyppigheder. Men de tilsvarende lister er også oprettet som

obs_pige og obs_dreng, hvorfor man også kan skrive matricen som

{obs_pige,obs_dreng}

Vi får nu oplyst 2-værdien, p-værdien, antallet af frihedsgrader (df = degrees of freedom) samt

de komplette matricer for de forventede værdier såvel som de enkelte kategoriers bidrag til chi2-

værdien (så vi kan se om der er kategorier, der i særlig grad bidrager til chi2-værdien og derfor

pådrager sig særlig opmærksomhed, hvis vi som her finder at klart skævt resultat).

Denne gang får vi desværre ikke automatisk opbygget en graf over stikprøvefordelingen, dvs.

tæthedsfordelingen for chi-i-anden-fordelingen med 1 frihedsgrad. Den må vi selv tegne i et Di-

agrammer og statistik-værksted. For at frembringe et koordinatsystem får vi da brug for at

indføre to tomme lister: x_var≔{} og y_var ≔ {}. Den teoretiske chi2-værdi frembringes ved

hjælp af Plot værdi- kommandoen fra Undersøg data-menuen, hvor vi plotter stat.2. Endelig

finder vi p-værdien grafisk ved at højreklikke på grafen og vælge kommandoen Skraver under

funktion

Endelig kan vi se på de forventede værdier såvel som bidragene fra de enkelte kategorier: Da

Lister og regneark-værkstedet som sagt ikke understøtter matricer direkte er vi nødt til først

at konvertere dem tilbage til lister for at få lov til at se dem. Det sker ved hjælp af kommandoen

mat@>list(matrix). Vi skal da huske at fjerne gåseøjnene omkring matricerne i testresultatet!

Det sker nemmeste ved hjælp af expr()-kommandoen, der omdanner en tekst til et matematisk

udtryk (expression). Vi må endvidere pege direkte på cellerne da Lister og regneark-

værkstedet ikke accepterer stat.-variablen direkte!
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Her skal vi så huske på opbygningen af tabellen:

De to første elementer kommer fra den første søjle og de to næste fra den anden søjle i tabellen.

Det er altså især de blå drenge, der skæpper i kassen, hvilket egentlig ikke er så overraskende,

da der er flest piger i spørgeskemaundersøgelsen, og derfor forventer vi også flere piger end

drenge i den røde blok. Men tallene er ikke meget markante, så man skal nok være varsom med

at drage for vidtgående slutninger - der er jo kun én frihedsgrad, så det giver under alle om-

stændigheder ikke megen mening at udpege en synder.

Dermed kan vi altså med lidt øvelse hurtigt gennemføre en teoretisk chi-i-anden test for

uafhængighed og drage de fornødne slutninger: Skal vi fortsat tro på nulhypotesen eller er resul-

tatet så skævt, at vi må forkaste den og forlade os på en alternativ hypotese. Nøgletallet er da

p-værdien som et mål for nulhypotesens troværdighed: Hvis den er meget lille, dvs. ligger under

signifikansniveauet forkastes nulhypotesen og ellers accepteres den.
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9 Spørgeskemaanalyser og 2-test

Som et større eksempel på anvendelse af kategoriske data vil vi nu se nærmere på analysen af

en spørgeskemaundersøgelse. Vi skal da have valgt et tema og en målgruppe. Her vil vi anvende

et spørgeskema om gråzonekriminalitet udarbejdet til brug for et tværfagligt samarbejde mel-

lem samfundsfag og matematik1

Spørgsmål til gråzonekriminalitet:
 Køn

 Alder

Har du uden tilladelse inden for det sidste år:

 Taget en cykel som ikke tilhørte dig selv

 Taget penge eller spiritus fra en jævnaldrende

 Taget penge eller spiritus fra forældre

 Taget noget i en forretning

 Har du indenfor det sidste år arbejdet sort

 Har du indenfor det sidste år ødelagt noget for sjov

 Har du inden for det sidste år ulovligt lavet graffiti

1 Eksemplet er udarbejdet af Marianne Kesselhahn i forbindelse med det paradigmatiske eksempel 209: Kriminaliteten i tal – et

forløb i statistik.
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Dette spørgeskema kan nu sendes rundt til fx alle eleverne i 1g på skolen. Jo flere elever man

kan inddrage i undersøgelsen jo bedre. På den måde får man en stikprøve af den danske gym-

nasieungdom. Man bør så overveje i hvilket omfang den er repræsentativ? Den er jo i hvert fald

ikke fremkommet ved at foretage et tilfældigt udvalg af danske gymnasieelever - hvis fx under-

søgelsen stammer fra et provinsgymnasium er det ikke sikkert den også dækker gymnasielever

fra storbyerne. Stammer den fra et alment gymnasium er det ikke sikkert den også dækker ele-

ver fra handelsgymnasier (hhx) og tekniske gymnasier (stx) osv. Her vil blot notere os at under-

søgelsen må formodes at være repræsentativ for en større population end de adspurgte.

For at kunne diskutere teknikker til at analysere spørgeskemaerne vil vi nu bruge resultaterne

fra en autentisk undersøgelse i en 2g-klasse. Disse data kan også hentes på TI's danske hjem-

meside Besøg Education.ti.com fra Hjælp-menuen. Det er en ret lille undersøgelse, der kun

involverer 24 elever og derfor kun kan betragtes som en pilotundersøgelse. Men den vil kunne

bruges til at illustrere metoderne, som så kan anvendes på den rigtige undersøgelse. De anførte

svar på den anonyme undersøgelse indtastes i TI-Nspire CAS. Ved større undersøgelser gøres

dette af flere omgange. Det er da afgørende at man først opretter en fælles skabelon, så alle

variablene får nøjagtigt de samme navne i de enkelte delundersøgelser. Derefter kan man nem-

lig samle de enkelte delundersøgelser oprettet i hver sin TI-Nspire CAS-fil til én samlet under-

søgelse ved at kopiere resultaterne og indsætte dem i ét samlet datasæt.

Man kan også gennemføre spørgeskemaundersøgelsen i fx Lectio. De samlede resultater kan

da overføres til et Excel-regneark og derfra kopieres over i TI-Nspire CAS. Der er da tre ting

man især skal være opmærksomme på:

1) Der er ikke grænser for hvor mange variable man kan håndtere i TI-Nspire CAS. Men det

enkelte Lister og regneark-værksted kan kun håndtere op til 26 variable ad gangen,

fordi der kun er 26 søjler i rengearket svarende til de 26 bogstaver i det engelske alfabet.

Involverer undersøgelsen flere end 26 variable må man altså oprette flere Lister og reg-

neark-værksteder. Da al kommunikation ud af regnearkene foregår via navngivne variab-

le skal man blot sørge for at de enkelte variable i de forskellige regneark har forskellige

navne.

2) Der er ikke grænser for hvor mange data en variabel kan indeholde i TI-Nspire CAS. Men

i Lister og regneark-værkstedet er der kun 2500 rækker. Hvis en liste indeholder mere

end 2500 data må den derfor oprettes i et andet værksted, fx Noter-værkstedet. Man kan

eventuelt kopiere listen ind af flere omgange i regnearket og så siden hen slå listerne

sammen i Noter-værkstedet ved hjælp af sammenkædningskommandoen augment().

3) Der er ikke grænser for hvor store datamængder man kan operere med i TI-Nspire CAS,

men der er grænser for hvor store datamængder man kan overføre via klippebordet. Når

man kopierer et datasæt og vil sætte det ind i et TI-Nspire CAS Lister og regneark-

værksted kan man derfor risikere at få en fejlmeddelelse om at datasættet fylder for me-

get. I så fald må man blot overføre det ad flere omgange.
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9.1 På jagt efter sammenhænge: Søjlediagrammer
Ovenfor ses nu resultatet af undersøgelsen. De to første variable, Køn og Alder, vil vi opfatte

som uafhængige forklarende variable. De syv sidste variable, cykeltyv ... grafitti, vil vi

tilsvarende opfatte som afhængige responsvariable. Udover at kunne dokumentere omfanget

af de forskellige former for gråzonekriminalitet er vi også interesserede i at undersøge om der

kan konstateres en sammenhæng mellem køn og alder på den ene side og de forskellige typer

gråzonekriminalitet på den anden side. Vi starter med de velkendte grafiske metoder fra den

beskrivende statistik ('Vi skal tegne før vi kan regne'). Vi kan vælge mellem prikdiagrammer,

søjlediagrammer og cirkeldiagrammer. Vi vælger søjlediagrammer. Det viser sig nu, at der ikke

er nogen elever, der har stjålet cykler eller tegnet graffiti

Tilsvarende er der kun et mindre, men stigende antal, der har stjålet fra forretninger, begået

hærværk eller stjålet fra forældre henholdsvis jævnaldrende:
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Vi kunne så umiddelbart tro at det er de samme fem elever, der både har stjålet fra jævnaldren-

de og fra forældrene, men hvis vi fx klikker i søjlen for dem, der har begået tyveri fra jævnald-

rene (ungtyv), kan man umiddelbart se i alle de andre grafer, at det er ret tilfældigt om de også

har begået andre typer af tyveri eller hærværk.

Endelig er der rigtigt mange, der har haft sort arbejde:

Bemærkning: Læg mærke til at vi i alle 7 grafer har brugt samme interval på hyppighedsaksen

(der her betegnes frekvens i overensstemmelse med en udbredt sprogbrug i andre fag end ma-

tematik, hvor der ikke skelnes så nøje mellem frekvens og hyppighed);
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For at undersøge mulige sammenhænge mellem en forklarende variabel og en responsvariabel

skal vi have oprettet et grupperet søjlediagram ved at spille den forklarende variabel ved hjælp

af responsvariablen. Vi afsætter derfor først den forklarende variabel og højreklikker derefter i

aksefeltet og vælger Opdel kategorier efter variabel. Endelig skifter vi til søjlediagram og slår

Vis alle etiketter til. Det fremkomne diagram svarer til oprettelsen af et pivot-diagram i Excel

og rummer de samme informationer. Derimod understøtter TI-Nspire CAS ikke direkte pivotta-

beller, som må opbygges med håndkraft, hvad vi vender tilbage til.

Kigger vi nu først på sammenhængen mellem sort arbejde og køn ses en svag tendens til at

drenge arbejder forholdsmæssigt mere sort end piger. Kigger vi derefter på sammenhængen

mellem alder og sort_arbejde (hvor vi skal huske at højreklikke og tvinge alder til at være kategorisk!), teg-

ner der sig der i mod en tydelig sammenhæng: Jo ældre eleverne bliver, jo flere laver sort ar-

bejde: For de 17-årige er det kun ca. en tredjedel, der laver sort arbejde. For de 18- og 19-årige

er det ca. to tredjedele.

Vi har nu ved hjælp af metoder fra den beskrivende statistik afdækket en mulig sammenhæng

mellem alder og sort arbejde, der viser sig som en mulig tendens til at ældre elever laver mere

sort arbejde end yngre. Men kunne denne forskel ikke lige så godt kunne forklares som et udslag

af tilfældige variationer? Man kunne jo forestille sig at forskellen forsvandt, hvis vi udstrakte un-

dersøgelsen til hele populationen af danske gymnasieelever. Vi har trods alt kun kigget på en

mindre stikprøve, hvor forskellene måske kun skyldes de uundgåelige tilfældige variationer i små

stikprøver. Vi indfører derfor den følgende nulhypotese

H0: i virkeligheden afhænger det sorte arbejde slet ikke af alderen

Vi skal så i det følgende forsøge at vurdere hvor troværdig nulhypotesens påstand om en tilfæl-

dig variation er, dvs. om forskellen måske alligevel er så stor, at den må anses for at være stati-

stisk signifikant og vi derfor må forkaste nulhypotesen.

9.2 Krydstabeller: Observerede versus forventede hyppigheder
Vi starter da med at regne lidt på sammenhængen mellem alder og sort arbejde. Normalt sker

det i form af en krydstabel, der viser hyppighederne for de to variable. Hyppighederne kan nemt

aflæses fra det grupperede søjlediagram, men de kan også beregnes ved optælling. Her viser vi

en teknik, hvor vi først kæder de to variable alder og sort_arbejde sammen til en enkelt mix-

variabel alder_sort. Igen skal vi tage hensyn til at alder er indført som en numerisk variabel og

vi bruger derfor string()-kommandoen til at konvertere den til en kategorisk variabel. Vi mixer

derfor de to variable ved hjælp af cellekommandoen:

Derefter foregår optællingen ved hjælp af cellekommandoen:
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Læg mærke til dollartegnene $, der binder den første søjle k og den første række 1 i krydstabel-

len. De sikrer, at vi efterfølgende kan kopiere formlen rundt i krydstabellen:

Søjletotaler, Rækketotaler og den samlede Tabeltotal udregnes ved hjælp af sum-kommandoen

anvendt på et celle-område:

Vi får da dels optalt hyppighederne for de enkelte krydskategorier, fx at der er 3 elever, der er

17 år gamle og har sort arbejde, dels de såkaldte marginaler i form af søjletotaler, der angi-

ver aldersfordelingen og rækketotaler, der angiver fordelingen for sort arbejde, og endelig den

samlede tabeltotal, dvs. at der er 24 observationer i alt. Husk, at hvis du synes det er for be-

sværligt at opbygge en formel til optælling af hyppighederne kan du bare aflæse dem direkte fra

det grupperede søjlediagram og skrive dem ind i hånden – men nu ved du altså at det også kan

lade sig gøre at oprette en pivottabel i TI-Nspire CAS  (i afsnit 8 viste vi en anden teknik).

Ud fra krydstabellen skal vi derfor kunne aflæse om der synes at være en afhængighed mel-

lem de to variable, dvs. om fordelingen af den ene variabel ændres afgørende, hvis vi indskræn-

ker os til en bestemt værdi af den anden variabel. Fx ser vi, at der blandt de 17-årige er dobbelt

så mange, der ikke har sort arbejde, mens der samlet set er flest, der har sort arbejde.

Vi kan også forholdsvis nemt udfylde en forventet krydstabel under forudsætning af at de

to variable er uafhængige (nulhypotesen!). Hvis antallet af elever der har sort arbejde er uaf-

hængigt af alderen, må antallet nemlig i hvert tilfælde udgøre 14/24 af det samlede antal. Til-

svarende må antallet af elever, der aldrig har udført sort arbejde, i hvert enkelt tilfælde udgøre

10/24 af det samlede antal. Da der fx er 9 elever med alderen 17 år, må de derfor forventes at

fordele sig med 14/24∙9, der har haft sort arbejde, og 10/24∙9, der aldrig har haft sort arbejde. 

Det giver anledning til de følgende forventede antal i krydstabellen.

Det forventede antal – under forudsætning af at de to variable i en krydstabel er uaf-

hængige – er givet ved formlen

Rækketotal Søjletotal

Samlet total


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Vi kan nu nemt lave en krydstabel over de forventede værdier, ved at kopiere tabellen med de

observerede hyppigheder og erstatte celleformlerne i krydstabellen med de relevante produkter:

Læg mærke til dollartegnene, der 'fastfryser' udvalgte rækker og søjler.

9.3 Frihedsgrader i en krydstabel
Vi fortsætter undersøgelsen med en fundamental bemærkning: De to variable er karakteriseret

ved deres fordelinger, der står i marginalerne, dvs. den yderste række og søjle. Disse marginal-

fordelinger må vi ikke røre ved. Men selve fordelingen inde i krydstabellen kan varieres på mang-

foldige måder, idet der er stor frihed i hvordan vi udfylder de enkelte celler inde i krydstabellen.

Her er det imidlertid vigtigt at være opmærksom på at det kun er nogle af cellerne, der giver

stor frihed. Når vi fx har udfyldt den første celle i øverste venstre hjørne, så følger cellen lige til

højre automatisk med, da summen af rækken jo skal give 9:

Udfylder vi derefter den næste celle følger resten automatisk:

Hvis vi fx udfylder den første celle med 7 og den anden med 2 (idet summen af de to første cel-

ler skal ligge mellem 7 og 10) fås den følgende krydstabel:
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Vi siger derfor at den ovenstående krydstabel har 2 frihedsgrader, fordi to af cellerne kan ud-

fyldes frit, mens værdien af resten af cellerne derefter følger automatisk, idet summerne vandret

og lodret er givet ved række og søjletotalerne.

I almindelighed gælder der at en krydstabel med r rækker og s søjler har netop

(r – 1)∙(s – 1) frihedsgrader.

9.4 Simulering af nulhypotesen – opbygning af teststørrelsen
Vi bryder en eventuel sammenhæng mellem de to variable, ved at foretage en tilfældig ombyt-

ning (permutation), dvs. omrøring, af værdierne i den ene variabel. Det sikrer, at der ikke læn-

gere er nogen sammenhæng mellem elevernes alder og deres erfaring med sort arbejde.

I dette tilfælde vælger vi at røre rundt i den

forklarende variabel alder og opretter der-

for en ny liste sim_alder og udfører en

tilfældig permutation ved at trække en stik-

prøve af samme størrelse, men uden tilba-

gelægning ved hjælp af kommandoen

Vi mixer nu den simulerede alder med den

oprindelige liste for sort arbejde.

Dermed er vejen banet for at oprette en

krydstabel for de simulerede data og finde

de simulerede hyppigheder ved simpel op-

tælling:

Hertil bruges cellekommandoen

Ikke overraskende ligner de observerede

antal nu de forventede antal. Denne gang

ved vi jo med sikkerhed at eventuelle afvi-

gelser udelukkende skyldes de tilfældige

variationer i krydstabellen.
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Men så er vejen jo banet for at udregne teststørrelsen, dvs. chi-kvadratet, for såvel det ob-

serverede datasæt som det omrørte datasæt:

Tilsvarende kan man tilføje det grupperede søjlediagram for de simulerede hyppigheder, så det

direkte kan sammenlignes med det grupperede søjlediagram for de observerede hyppigheder:

Prøver man derefter at gentage omrøringen (klik i Lister og regneark-værkstedet efterfulgt af

gentagne tast med CTRL-R) kan man hurtigt få en fornemmelse for hvor nemt/svært det er at

frembringe en 2-testværdi, der er mindst lige så stor som den observerede 3.77. Det er hverken

helt svært eller helt nemt. Jeg brugte for eksempel i første omgang 20 forsøg på bare at finde en

enkelt krydstabel, der er præcis lige så slem.
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9.5 Datafangst: Den eksperimentelle stikprøvefordeling
Det bliver altså nødvendigt med en mere præcis vurdering af p-værdien, dvs. sandsynligheden

for at finde en testværdi, der er mindst lige så slem, for at få truffet en afgørelse. Her til skal vi

udføre gentagne målinger på det omrørte datasæt. Vi starter da med at gemme såvel den ob-

serverede som den omrørte teststørrelse i variablene chi2_obs og chi2_sim

Læg mærke til at værdierne nu fremstår med fed, som tegn på, at de er tilknyttet en variabel.

Derefter oprettes en liste med navnet målinger, hvor vi udfører en automatisk datafangst

af teststørrelsen chi2_sim via data-menuen. Tilsvarende tilføjer vi en celle Q6 med formlen =

count(målinger) så vi kan holde øje med antallet af målinger.

Vi opretter nu et prikdiagram for variablen målinger og plotter værdien for den observerede test-

størrelse chi2_obs, så vi kan holde øje med eventuelle skæve målinger:

Vi kan nu se fordelingen for teststørrelsen dukke langsomt frem på skærmen, selvom det selv-

følgelig tager lidt tid at få udført de 1000 omrøringer med tilhørende målinger og dermed få ud-

regnet de 1000 2-testværdier for de tilhørende krydstabeller under antagelsen af at de to vari-

able fra krydstabellen i virkeligheden er uafhængige (nulhypotesen).
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Stikprøvefordelingen for de første 1000 målinger ser da således ud

Prikdiagrammet viser klart, hvor nemt det faktisk er at frembringe en testværdi, der er mindst

lige så stor som den observerede værdi på 3.77143. Hvis vi tæller antallet af skæve målinger

med kommandoen countif finder vi da også et skøn over p-værdien på ca. 20%.

Det viser sig da at der i dette tilfælde er 202 ud af 1000 målinger, der ligger lige så langt eller

længere ude end det rent faktisk observerede chi-kvadrat, så sandsynligheden for at den obser-

verede forskel kan tilskrives rene tilfældigheder er altså helt oppe på ca. 20%. Når jeg således

måtte bruge 20 forsøg på at ramme skævt bare en enkelt gang var det altså rent og skært

uheld.

Nulhypotesen kan derfor ikke forkastes på det foreliggende grundlag. Selv om vi har observe-

ret en tydelig tendens i stikprøven til at det sorte arbejde er mest udbredt blandt de elever, der

allerede er fyldt 18 år, kan vi altså ikke generalisere vores antagelse om en systematisk sam-

menhæng mellem alder og sort arbejde, dvs. udvide den til hele populationen af danske gymna-

sieelever. Den observerede forskel er ganske enkelt ikke statistisk signifikant, dvs. den er ikke

stor nok. Det betyder selvfølgelig ikke at påstanden nødvendigvis er forkert; men vores under-

søgelse kan bare ikke bruges som dokumentation for påstanden, hvor rimelig den end måtte

synes fra et samfundsfagligt synspunkt (der gælder fx helt forskellige lønningsregler for unge

under 18 år og unge over 18 år, hvorfor mange unge gymnasieelever mister deres fritidsjob når

de fylder 18 osv.).

Hvad kunne der nu være forkert ved undersøgelsen? Det alvorligste problem er nok stikprø-

vens størrelse. Den er ikke særligt stor og det gør det svært at finde en signifikant forskel. Hvis

vi bare kunne rykke én elev blandt de 17-årige fra gruppen med sort arbejde til gruppen uden

sort arbejde (og tilsvarende omplacere én elev blandt de 19-årige for at bevare marginalforde-
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lingerne) havde resultatet være signifikant. Hvad kunne vi så have gjort bedre? Først og frem-

mest bør vi skaffe os selv en større stikprøve ved at inddrage flere klasser. Hvis vi fx forestillede

os at vi havde spurgt dobbelt så mange elever, dvs. 48, og at forholdene mellem dem der har

sort arbejde, og dem der er uden sort arbejde i øvrigt var uændrede (dvs. vi fordobler alle hyp-

pighederne), ville vi have frembragt en krydstabel med den dobbelte testværdi, dvs. 2 = 7.543,

men antallet af frihedsgrader ville stadig kun være 2. Resultatet ville derfor denne gang være

klart signifikant.

Hvis man ønsker at dokumentere en hypotese ved en spørgeskemaundersøgelse skal

man altså sørge for at dimensionere den passende!

Vi slutter med nogle generelle bemærkninger om den 2-test vi her har udført.

1) Hvis vi tilføjer den eksperimentelle middelværdi til plottet over målinger

ser vi, at den eksperimentelle middelværdi viser sig at være 2.074. Den ligger netop rimeligt tæt

på antallet af frihedsgrader, som er 2.

2) Vi kan også finde et skøn over den kritiske testværdi, dvs.

den værdi som det observerede chi-kvadrat skal over for at

afvigelsen er statistisk signifikant. Da signifikansniveauet i

dette tilfælde er 5% og 5% udgør 50 målinger ud af 1000,

skiller den kritiske testværdi de øverste 50 målinger fra de

nederste 950 målinger. Vi skal derfor ordne målingerne afta-

gende efter størrelse. Da målinger er styret efter en 'formel'

for automatisk datafangst, forsvinder denne formel, når vi

ordner målingerne. Vi ser da at vores skøn over den kritiske

testværdi er givet ved 5.6 i overensstemmelse med at vi skal

have fordoblet den observerede teststørrelse for at frembrin-

ge et statistisk signifikant resultat.

3) Når vi anvender automatisk dataopsamling begår vi faktisk en mindre men systematisk fejl,

idet den automatiske dataopsamling kun registrerer ændringer i den målte værdi. Hvis to simu-

leringer fører til den samme chi2-testværdi registreres derfor kun den første af værdierne. Vi

mangler derfor gentagelserne. Da gentagelser optræder hyppigst for de normale testværdier

fører det til en overvurdering af antallet af skæve i forhold til antallet af normale målinger. Den

fundne p-værdi er derfor overvurderet. Hvis man vil undgå denne fejlkilde skal man enten bruge

manuel dataopsamling, hvilket er mere omstændeligt, eller man skal sno sig mere behændigt

igennem den automatiske dataopsamling, hvilket igen er mere omstændeligt. Metoden er be-

skrevet i afsnit 7.6



Bekræftende statistik: 9 Spørgeskemaanalyser og 2-test

92

9.6 Den teoretiske stikprøvefordeling
Vi har også set at prikplottet er rimeligt grynet. Der er jo kun et endeligt antal krydstabeller,

fordi vi arbejder med heltallige værdier indenfor et snævert område. Men vi kan illustrere den

asymptotiske fordeling ved at skifte over til et passende histogram (det er søjlebredden, der

skal justeres for at tage højde for gryningen) og benytte skalaen densitet:

Her kan vi så tilføje den teoretiske chi-kvadratfordeling med 2 frihedsgrader og tilsvarende som

vist udregne den teoretiske p-værdi ved at højre klikke på grafen og vælge Skraver under

funktion og dernæst klikke på den lodrette linje for chi2_obs samt boksen med +∞ . Som det

ses passer det rimeligt godt med vores eksperimentelle undersøgelse af teststørrelsens fordeling.

Læg i øvrigt mærke til, at med så få frihedsgrader er fordelingen ikke klokkeformet! Faktisk er

der tale om grafen for eksponentialfunktionen
ଵ

ଶ
∙ ݁ି௫/ଶ.

9.7 Chi2-testet for uafhængighed som et kanonisk test
Til eksamen, eller når man er mere øvet i hypotesetest, benytter man ikke den tidskrævende

eksperimentelle metode, men i stedet det indbyggede teoretiske test. Vi vælger da menupunktet

Statistiske tests... > 

uafhængighedstest fra Statistik-menuen:

Vi får nu besked på at angive en krydstabel i form af en matrix bestående af de observerede

hyppigheder. Lister og regneark-værkstedet understøtter ikke matricer. Men vi kan igen ud-

nytte at en matrix kan repræsenteres af en liste af lister, hvor de inderste lister svarer til søjler-

ne i matricen:
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Matricen for de observerede hyppigheder er

derfor givet ved

{ L2:L4 , M2:M4 }

Resultatet udskrives da på samme måde som

de andre testresultater, men denne gang

rummer cellerne også matricer (indesluttet i

gåseøjne, dvs. der er kun tale om tekst, idet

Lister og regneark-værkstedet jo ikke un-

derstøtter matricer).

Vi får altså en vrimmel af oplysninger, men den vigtigste er den tredje PVal (Probability value,

dvs. p-værdien), der netop fortæller os at sandsynligheden for at få en testværdi, der er mindst

lige så stor som den faktisk observerede under forudsætning af at de to variable i virkeligheden

er uafhængige (nulhypotesen, dvs. at den observerede forskel alene skyldes tilfældige variatio-

ner) er helt oppe på 15%. Da det ligger langt over signifikansniveauet på 5% er den observerede

forskel altså ikke statistisk signifikant, i overensstemmelse med konklusionen i vores egen un-

dersøgelse.

De øvrige oplysninger er dels teststørrelsen 2 = 3.77143, antallet af frihedsgrader df = 2 og

den forventede matrix ExpMatrix. Endelig er der de enkelte matrixelementers bidrag til test-

størrelsen. Disse matricer udskrives nemmest i Beregninger- eller Noter-værkstedet

Vi kan også få vist en graf med det

kritiske område som støtte for fortolk-

ningen. Men i uafhængighedstestet skal

vi selv oprette grafen. Det sker ved at

tegne funktionen for chi2-fordelingen

med 2 frihedsgrader Chi2Pdf(x,2) samt

plotte værdien for teststørrelsen stat.2

= 3.77143. For at få oprettet et koordi-

natsystem i Diagrammer og Stati-

stik-værkstedet er det ydermere nød-

vendigt at oprette to tomme lister xda-

ta og ydata. Derefter højreklikkes på

grafen og man vælger Skraver under

funktion og angiver dels venstre

grænse som den plottede værdi

3.77143, dels den højre grænse som

+∞ . Det sværtede område ude til højre

har da netop arealet 15%. Men for at forstå testværktøjet fuldt ud skal man altså dels have et

indgående kendskab til den teoretiske fordeling af teststørrelsen, dels være opmærksom på at

der skal være en række forudsætninger opfyldt før man kan drage troværdige konklusioner af

testen, forudsætninger som vi ikke her har mulighed for at gøre fyldestgørende rede for.
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10 Chi2-test versus Gamma-test*
Vi har set at chi2-testen ikke altid er stærk nok til at se en sammenhæng og at én løsning på

problemet kan være at øge stikprøvens størrelse for at gøre testen mere følsom. En anden mu-

lighed foreligger, hvis der i virkeligheden er tale om ordinale variable, dvs. kategoriske variable

med en naturlig rangordning. I så fald vil vi kunne udnytte denne rangordning og skifte til en

gammatest, der er stærkere end chi2-testen når det drejer sig om ordinale variable. Problemstil-

lingen forekommer hyppigt i forbindelse med spørgeskemaer, hvor man netop typisk involverer

ordinale variable, fx ved at spørge om respondentens holdning til en påstand og bede dem anfø-

re om de er ”helt uenige”, ”lidt uenige”, ”neutrale”, ”lidt enige” eller ”helt enige” i påstanden. I

så fald foreligger der jo en klar rangordning. Gammatesten er ikke kernepensum og det følgende

afsnit kan derfor roligt overspringes i en første gennemlæsning. Men da gammatesten forekom-

mer ofte i undersøgelser af relevans for samfundsfag/sociologi eller biologi, og da det ikke er så

nemt at finde materiale om den, har jeg valgt at inkludere den2.

10.1 Rygevaner i Glostrup – den kanoniske 2-test *
Som eksempel vil vi kigge på et autentisk datamateriale der vedrører rygevaner og helbredstil-

stand. Helbredstilstanden stammer fra respondentens egen vurdering og kaldes derfor SRH (selv

rapporteret helbredstilstand). Rygevaner går fra aldrig at have røget til at ryge mindst 25 ciga-

retter om dagen. Helbredstilstanden går fra dårlig til meget fin. Datasættet omfatter 417 re-

spondenter fra Glostrup og kan hentes på TI’s hjemmeside, hvis du vil lege med :

I overensstemmelse med den tidligere diskussion af ordinale variable i afsnit 4.4 har vi anført

rækkefølgen af kategorierne så den passer med et koordinatsystem: Rygningen vokser lodret

opad og helbredet forbedres vandret mod højre. Vi kan indledningsvis foretage en kanonisk chi2-

test for uafhængighed og finder da:

Der er 12 frihedsgrader, ch2-teststørrelsen er 16.20, hvilket er rimeligt tæt på den forventede

værdi 12, og p-værdien er da også oppe på 18.2%. Det er altså ikke muligt at forkaste nulhypo-

2 Du kan finde mere materiale om gamma-testen på følgende website:

http://staff.pubhealth.ku.dk/~skm/fsvpage/Analysis%20of%20multivariate%20categorical

%20data/CatData%20course.htm
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tesen om uafhængighed på et signifikansniveau på 10%. Men kan være en smule bekymret for

de små yderværdier. Men det skulle jo bare gøre det nemmere at forkaste nulhypotesen. De

forventede værdier sammenholdt med bidragene til chi2-teststørrelsen ser heller ikke foruroli-

gende ud. Konklusionen er altså at chi2-testen frikender nulhypotesen!

10.2 Rygevaner versus helbredstilstand undersøgt med gammatesten*
Men hvis vi i stedet håndterer de to variable som ordinale variable kan vi inddrage den skjulte

information, der ligger gemt i rangordningen! Vi ser da et tydeligt mønster, hvis vi flytter data op

over stregen, så vi kan afbilde dem i et passende diagram:

Vi ser fx på fordelingen af rygere henover de forskellige helbredstilstande. For de testpersoner

der selv synes de har det rigtigt godt ser fordelingen således ud:
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For de testpersoner, der kun synes de har det rimeligt godt, ser fordelingen derimod således ud:

Vi ser altså at fordelingen er den samme for de to helbredskategorier: I begge tilfælde falder

andelen af rygere i takt med at de ryger mere og mere. Det kunne tyde på at aftagende sam-

menhæng: Megen rygning fører til dårlig helbredstilstand. For at undersøge en sådan sammen-

hæng gennemfører vi derfor et gammatest. Vi viser det først eksperimentelt:

Vi skal da have udregnet gammagraden, der viser hvilken grad af overensstemmelse eller

uoverensstemmelse, der er mellem opførslen af de to variable. Det er en lille smule omstænde-

ligt at udregne gamma-graden, idet der er lige så mange bidrag til gammagraden, som der er

frihedsgrader:

Man skal altså have tungen lige i munden for at få dem udregnet korrekt. Men der findes også en

biblioteksfunktion, der udregner gammagraden, som vi vender tilbage til i det sidste afsnit.

Her og nu konstatere vi at gammagraden er -0.24 og at der derfor som forventet synes at

være en negativ sammenhæng mellem rygevaner og helbredstilstand. Men er sammenhængen

signifikant? Det kan vi afgøre med en uafhængighedstest: Hvis de to variable var uafhængige

ville vi i middel forvente en gammagrad på 0, altså at der hverken var en voksende eller afta-

gende tendens til at rygevanerne hang sammen med helbredstilstanden. Og det kan vi jo afgøre

eksperimentelt med de samme teknikker, som vi har anvendt til chi2-testen for uafhængighed.

Først dublerer vi tabellen, idet vi erstatter hyppighederne med kategorierne:
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Det giver os mulighed for at rekonstruere de rå data ved hjælp af freqTable@>list()-kommando-

en, idet vi nu både kan pege mod kategorierne og hyppighederne:

Her er mix-variablen taget med for at give mulighed for at kontrollere grafisk at de rå data er i

overensstemmelse med krydstabellen. Vi omrører nu som vist helbredstilstanden og mikser den

med rygevanerne, så vi kan simulere uafhængigheden på sædvanlig vis! Vi kan nemlig nu træk-

ke de simulerede hyppigheder ud af sim_mix og dermed opbygge en tabel over de simulerede

hyppigheder. På basis af denne tabel kan vi så genbruge formlerne til udregning af antallet af

voksende og aftagende par i den simulerede tabel og dermed beregne den simulerede gamma-

grad:
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Dermed er vejen banet for en automatisk måling af den simulerede gammagrad og ved at gen-

tage simuleringen 2500 gange finder vi at der kun fem gange kommer en gammagrad, der er

mindst lige så skæv som den observerede, hvad enten den er positiv eller negativ. Optællingen

viser altså at p-værdien er nede på 0.2% og den aftagende sammenhæng mellem rygevaner og

helbredsstilstand er derfor signifikant på signifikansniveauet 5% (og for den sags skyld også på

1%).

Fordelingen af målingerne ligner en typisk klokkeformet fordeling. Den er endog meget tæt på at

være normafordelt:

Asymptotisk kan man derfor udforme gammatestet som et normalfordelingstest.

Konklusion: I følge gammatesten er der en signifikant aftagende sammenhæng, som vi overså

med chi2-testen.
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10.3 Gammatesten udført som en kanonisk test*
Gammatesten er ikke inkluderet blandt de statistiske tests som TI-Nspire CAS understøtter.

Men man kan tilføje den via et offentligt biblioteksprogram, der indeholder rutiner for udregning

af gammagraden, p-værdien og konfidensintervallerne, idet vi udfører testen som en asympto-

tisk normalfordelingstest. For at kunne anvende biblioteksfunktionerne skal filen gammatest

gemmes i mappen

Dokumenter >TI-Nspire > MyLib

Mappen MyLib oprettes automatisk af TI-Nspire CAS, når man installerer programmet. Hvis du

vil lege med skal du derfor hente filen gammatest på TI’s hjemmeside og gemme den i MyLib for

at få adgang til gammatesten.

For at anvende filen skal du nu åbne Hjælpeprogrammer og vælge Biblioteker:

Som det ses får du da adgang til en stribe biblioteksfunktioner

til udregning af fx gammagraden, p-værdien, 95%-

konfidensintervallet for gammagraden og z-værdien (dvs. den

asymptotiske normalfordelings teststørrelse.

Her vil vi kalde gammagraden. Vi skal da indsætte en matrix,

men ligesom i de andre tests kan den også anføres som en

liste af lister. Vær opmærksom på, at biblioteksfunktionerne

opfatter matricen som ordnet på sædvanlig vis, dvs. i læse-

retningen lodret nedad og vandret henad mod højre i mod-

sætning til den måde vi læser koordinatsystemer! VI risikerer

altså et fortegnsskift på gammagraden 

Vi finder da de følgende resultater i regnearket, hvor vi

trækker tallene ud af krydstabellen:

Det skal sammenholdes med den eksperimentelle test, hvor vi

fandt gammagraden-0.24817. Fortegnsskiftet skyldes alene

den matrix-konvention vi allerede har omtalt. Til svarende

fandt vi den eksperimentelle 2-sidede p-værdi til 0.2%, hvor

den teoretiske er 0.1%. Den eksperimentelle teststørrelse er

gammagraden divideret med spredningen, som vi fandt til

0.0774254, dvs. zeks er givet ved

0

0.241817
3.12

0.0774254
z

s

 
  

hvor den teoretiske z-værdi er givet ved 3.30. Alt i alt er der altså rimelig overensstemmelse

mellem den eksperimentelle test og den kanoniske test. Endelig får vi også oplyst 95% konfi-

densintervallet [0.10;0.38], der ikke indeholder 0 i overensstemmelse med at nulhypotesen for-

kastes.


